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RESUMEN

Este documento constituye la memoria de tesis doctoral para optar al
grado de Doctor en Matematicas. Este trabajo lo dividimos en dos bloques.

En el primer bloque, Capitulos 3 y 4, cuyo ambito de trabajo es una ca-
tegoria abeliana 7 con suficientes inyectivos, consideramos 2" e % dos sub-
categorias plenas de 7. Introducimos y estudiamos la subcategoria (2", %)-
Gorenstein de &7, que generaliza a subcategorias y clases de médulos amplia-
mente estudiadas, por ejemplo, las subcategoria 2 -Gorenstein o las clases
de médulos Ge-proyectivos y Ge-inyectivos. Probamos que, bajo determi-
nadas condiciones sobre las subcategorias 2 e %, la subcategoria (2, % )-
Gorenstein es estable y estudiamos las principales propiedades de ésta. De-
finimos las dimensiones homolégicas inducidas por la categoria (2, % )-
Gorenstein en o7, y vemos que se puede calcular a partir de los funtores Ext"”
cuando éstas son finitas. Probamos que los objetos con ¥(.2", %)-dimensién
proyectiva (inyectiva) finita tienen una ¥ (.2, #%)-precubierta (preenvolven-
te) especial y relacionamos estas dimensiones con las dimensiones inducidas
por las subcategorias 2 -Gorenstein e %/-Gorenstein en 7. Para acabar es-
te bloque, definimos y estudiamos la dimensién global (2", %')-Gorenstein,
incidiendo en cémo es la categoria cuando la dimension global es finita.

En el segundo bloque, Capitulos 5 y 6, el ambito es la categoria de R-
moédulos. Consideramos un R-médulo a izquierda C'y el anillo S = Endg(C).
Cuando C es semidualizante, las clases de Auslander Aq(S) y de Bass B (R)
asociadas a C' han sido sujeto de muchas investigaciones. Suavizando la condi-
cion de semidualizante a débilmente Wakamatsu tilting, establecemos condi-
ciones para que el par (Ac(9), Ac(S)1) sea una teorfa de cotorsién perfecta
y para que el par (1'Bc(R), Bo(R)) sea una teorfa de cotorsién completa
hereditaria. A partir de estos pares cotorsién, obtenemos condiciones para
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que las clases de Auslander y de Bass sean covering.

Introducimos la investigacion de los médulos Gorenstein planos relativos
a un médulo C no necesariamente semidualizante, y estudiamos condiciones
para que la clase de los médulos Ge-proyectivos sea precovering especial,
para que la clase de los modulos Ge-planos sea covering, para que la clase
de los modulos Gorenstein C-proyectivos sea precovering y para que la clase
de los médulos Gorenstein C-inyectivos sea preenveloping.



ABSTRACT

This document constitutes the doctoral thesis to aim for a PhD degree in
Mathematics. We divide this work into two blocks.

In the first block, Chapters 3 and 4, whose scope is an abelian cate-
gory A with enough injectives, we consider 2 e % two full subcategories
of @7. We introduce and study the (2, % )-Gorenstein subcategory of o7
which generalizes to widely studied subcategories and classes of modules, for
example the 2 -Gorenstein subcategory or the classes of Ggo-projectives mo-
dules and Gg-injectives modules. We proved that, under certain conditions
on the subcategories 2" e %, the subcategory (2", #)-Gorenstein is stable
and we studied its main properties. We define the homological dimensions
induced by the subcategory (2", #')-Gorenstein in <7, and we see that it can
be calculated from the functors Ext”™ when they are finite. We prove that
objects with finite projective (injective) ¥ (2", #')-dimension have a special
G (X, % )-precover (preenvelope) and relate these dimensions to the dimen-
sions induced by the subcategories 2 -Gorenstein and % -Gorenstein in 7.
To finish this block, we define and study the global dimension (2", %) - Go-
renstein, focusing on what the category is like when the global dimension is
finite.

In the second block, Chapters 5 and 6, the scope is the category of R-
modules. We consider a left R-module C' and the ring S = Endg(C'). When
C' is semidualizing, the Auslander class Ac(S) and the Bass class Beo(R)
associated to C' have been subject of extensive investigations. Weakien the
condition from semidualizing to weakly Wakamatsu tilting, we establish con-
ditions for the pair (Ac(S9), Ac(S)*) to be a perfect cotorsion theory and
for the pair (*'B¢(R), Bo(R)) to be a complete hereditary cotorsion theory.
From these cotorsion pairs, we obtain conditions for the Auslander and Bass
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classes to be covering.

We introduce the investigation of Gorenstein flat modules relative to a
not necessarily semidualizing module C' and we find conditions for the class of
Ge-projective modules to be special precovering, the class of Go-flat modules
to be covering, the one of Gorenstein C-projective modules to be precovering
and that of Gorenstein C-injective modules to be preenveloping.
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CARITULO1

INTRODUCCION

Comencemos esta memoria con una breve exposicion sobre el origen y la
evolucién del Algebra Homoldgica que demostrara la necesidad de generalizar
esta teorfa y nos llevara inevitablemente a introducir el Algebra Homoldgica
Relativa.

El Algebra Homolégica se origina en la teoria clasica de la Topologia
Algebraica, en la cual, a partir de espacios topoldgicos, se construyen grupos
relacionados con estos y homomorfismos que los conectan, que proporcionan
gran informacion sobre los espacios topologicos originales.

En sus inicios el Algebra Homolégica resulté bastante impopular por su
dificultad de comprensién y, una vez que se lograba comprender, no se le
encontraba mucha utilidad.

Pero esto cambi6 cuando Jean Pierre Serre caracterizé determinados ti-
pos de anillos utilizando el Algebra Homoldgica. Ademés, Henri Cartan y
Samuel Eilenberg unificaron todos los conceptos relativos al Algebra Homo-
logica que se encontraban dispersos en las ramas de teoria de grupos, dlgebra
de Lie y élgebras asociativas en su libro “Homological Algebra” ([10]), hecho
que despert6 el interés de muchos mateméaticos que comenzaron a estudiar
esta teoria tan productiva. Por eso, Cartan y Eilenberg se pueden considerar
como los fundadores del Algebra Homolégica Moderna. El método que utili-
zaron fue el uso sistematico de resoluciones utilizando médulos inyectivos y
proyectivos, que son sucesiones exactas con términos proyectivos o inyectivos,
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16 Capitulo 1. Introduccién

que se construyen a partir de un determinado moédulo.

La razén por la que las resoluciones proyectivas e inyectivas funcionan
no es otra que la definicién de los modulos proyectivos e inyectivos, es decir,
un médulo P proyectivo si el funtor Hom(P, —) es exacto y un médulo E
es inyectivo si Hom(—, F) es exacto. El problema que surge es que, dado un
modulo, se pueden elegir infinitas resoluciones proyectivas e inyectivas y cada
una dard lugar a unos grupos de (co)homologia que, en principio, no tienen
por qué ser iguales.

Sin embargo, otra vez por la exactitud de los funtores Hom (P, —) cuando
P es proyectivo, estas resoluciones se pueden relacionar mediante morfismos
de complejos. Y lo méas importante es que resulta que todos estos morfismos
de complejos son homotopicos por el Teorema de Comparaciéon, es decir,
que todos los grupos de (co)homologia del mismo grado que se obtienen
mediante resoluciones proyectivas diferentes son isomorfos. Este hecho da
total consistencia a la teoria.

Ocurre lo mismo si en lugar de elegir resoluciones proyectivas elegimos
resoluciones inyectivas. Todas las resoluciones que elijamos del mismo médulo
son homotopicas (Teorema de Comparacion), y por lo tanto todas dan (salvo
isomorfismos) los mismos grupos de (co)homologia.

Ligado al concepto de resolucién proyectiva (o inyectiva) aparece inme-
diatamente el concepto de dimension proyectiva (inyectiva), que es la menor
longitud de una resolucién proyectiva (inyectiva) de un médulo dado. El estu-
dio de estas dimensiones homoldgicas proporciona, como ya hemos indicado
y no podia ser de otra manera, informacién valiosa sobre el médulo en si,
pero ademds, también sobre el anillo sobre el que se construyen los modu-
los, cuando se comparan estas dimensiones en toda la categoria R-Mod. Por
ejemplo, un anillo es quasi-Frobenius si y s6lo si todo R-médulo M verifica:

pd M =0« id M = 0.

Llegados a este punto, surge una pregunta natural: jpor qué restringirse
al uso de resoluciones proyectivas e inyectivas? ;Por qué no elegir otras clases
de mddulos que proporcionen unos grupos de (co)homologia diferentes y por
lo tanto una informacién distinta? Sobre todo teniendo en cuenta que existen
otras clases de modulos homolégicamente muy importantes, como es la de los
modulos planos, que también caracteriza anillos tan importantes como son
los anillos regulares: un anillo es regular si y sélo si todo médulo es plano. Por
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esta razén, durante los ultimos afos el estudio de la (co)homologia relativa a
diferentes clases de médulos ha sido una rama del algebra plenamente activa
y a la que se han dedicado muchos matematicos.

Existen clases de modulos especialmente relevantes sobre las que se ha
realizado una cantidad ingente de articulos de investigacion: la de los mo-
dulos Gorenstein proyectivos, de los mdédulos Gorenstein inyectivos y de los
modulos Gorenstein planos. Las clases de los médulos Gorenstein inyectivos
y Gorenstein proyecivos fueron introducidas por Edgar Enochs y Overtoun
Jenda en [I6], la clase de los Gorenstein Planos, por ellos y Blas Torrecillas
en [20]. Estas clases junto a las de los proyectivos, inyectivos y planos proba-
blemente son las clases de médulos méas estudiadas en el ambito homoldgico,
sobre todo en términos de calcular (pre)cubiertas, (pre)envolventes, y las di-
mensiones relativas que inducen. Resulta dificil dar una lista significativa de
los articulos méas relevantes publicados sobre estas clases sin dejar de citar
alguno de ellos e incluso alguna de las teorias que en ellos se estudian, pero
por hacer una tentativa, lejana a la realidad por la poca cantidad de citas que
podemos dar aqui, mencionamos los estudios de Enochs sobre la existencia
de (pre)cubiertas y (pre)envolventes [17], [22], [23], etc., o los relativos a las
dimensiones Gorenstein [15], [29], [30], [11], [9], [2], etc.

Tan relevante ha sido el estudio de las clases de moédulos Gorenstein pro-
yectivos v Gorenstein inyectivos en el desarrollo del Algebra Homoldgica que
han surgido multitud de generalizaciones de este tipo de médulos. Por ejem-
plo, Holm y Jgrgensen estudiaron en [31] las dimensiones homolégicas indu-
cidas por la clase de los médulos Ge-proyectivos, Ge-inyectivos y Ge-planos,
cuando C es un médulo semidualizante. Diana White afiadié otros resulta-
dos sobre la dimensién Ge-proyectiva cuando C' es semidualizante en [40].
También Liu, Huang y Xu realizaron investigaciones sobre estas dimensiones
en [36].

Sin embargo, las propiedades que cumplen los médulos semidualizantes
son muy restrictivas a la hora de estudiar dimensiones homolégicas relativas
a C, ya que la condiciéon Endg(C) = R hace que C' esté cerca de ser un
modulo proyectivo. Por eso Driss Bennis, J.R. Garcia Rozas y Luis Oyonarte
investigaron en [5] como debilitar las condiciones de C' sin mermar el inte-
rés de los resultados que se pueden obtener. A los moédulos que verificaban
estas propiedades los llamaron débilmente Wakamatsu tilting porque la cla-
se de todos estos mddulos contiene propiamente a la clase de los mdédulos
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Wakamatsu tilting.

Ademas, existe otro factor importante que refuerza la idea de plantearse la
investigacion del Algebra Homolégica relativa a otras clases de médulos. Co-
mo hemos mencionado al principio de esta introduccién, el inicio del Algebra
Homoldégica no se sitia en un ambito propio del dlgebra, y ademds, ya dentro
de la rama de algebra, tiene aplicaciones en muy diversas teorias, como la de
la Geometria Algebraica, en la que el estudio de categorias diferentes a las de
modulos (como por ejemplo las de haces) es fundamental. Por tanto el paso
16gico en la evolucién del Algebra Homoldgica es su desarrollo en el 4mbito
categorico. Pero no todas las categorias sobre las que tenga sentido cons-
truir homologia (categorias abelianas con algunas propiedades adicionales)
poseen suficientes objetos proyectivos o inyectivos (por ejemplo las categorias
de haces no tienen suficientes proyectivos). Asi, estudiar Algebra Homoldgica
relativa sobre otras clases relevantes de objetos (como pueden ser los planos
en las categorias de mddulos o de haces) se hace imprescindible.

Existen otras generalizaciones de los conceptos de mdédulos Gorenstein
proyectivos e inyectivos, y no solo en la categoria de modulos, sino en cate-
gorias mas generales. De entre todos estos nuevos conceptos tal vez el mas
interesante sea, dada una categoria abeliana &/ y una subcategoria plena
2 de o, el de objetos 2 -Gorenstein. Este nuevo concepto fue dado por
Sather-Wagstaff, Sharif y White en [38] en donde, entre otras cosas, buscan
las condiciones que tiene que verificar la subcategoria 2~ para que ¥(X)
sea estalbe, es decir, para que la subcategoria formada por todos los nicleos
de sucesiones completas exactas, Hom(¥(%Z"), —)-exactas y Hom(—,¥4(Z"))-
exactas de objetos 2 -Gorenstein coincida con la subcategoria de los objetos
2 -Gorenstein, lo que quierde decir que 9(¥4(2")) = 4(Z). Posteriormen-
te Geng y Ding estudiaron las dimensiones homoldgicas inducidas por estos
nuevos objetos en [27].

Nuestro interés en la primera parte de este trabajo se centra dar un con-
cepto que generalice a la vez aquéllos de objeto 2 -Gorenstein, de mdédulo
Ge-proyectivo y de médulo Ge-inyectivo, cuando C' es un médulo débilmente
Wakamatsu tilting (no necesariamente semidualizante), y ademés que este
nuevo concepto resulte de utilidad en categorias abelianas y no sélo en las
categorias de médulos.

Con el fin de que esta memoria sea lo mas autocontenida posible se han
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incluido en el Capitulo 2 las definiciones basicas que se van a utilizar a lo largo
de toda la memoria, como son las de cubiertas y envolventes en una categoria
arbitraria abeliana, resoluciones y corresoluciones, y dimensiones proyectiva
e inyectiva inducidas por una subcategoria, asi como las relaciones entre
estos conceptos y resultados conocidos en categorias abelianas. Finalizaremos
este repaso recordando algunos conceptos en la categoria R-Mod, incidiendo
en los R-moédulos débilmente Wakamatsu tilting y sus duales, asi como las
clases de médulos asociadas a estos, como son los médulos C-inyectivos, C-
proyectivos, las clases Gorenstein relativas a C' y las clases de Foxby (las
clases de Auslander y de Bass).

Una vez hecho esto comenzaremos la primera parte de nuestro trabajo
en el Capitulo 3 y el Capitulo 4. Dadas dos subcategorias plenas 2 e %
de una categoria abeliana .7, definiremos estos nuevos objetos, los objetos
(2, % )-Gorenstein. Nuestro primer objetivo serd estudiar la subcategoria
(2", % )-Gorenstein de o7, es decir, la subcategoria plena de .o/ cuyos obje-
tos son todos los objetos (2, #)-Gorenstein de 7, y hacer una investigacién
exhaustiva de las dimensiones homoldgicas inducidas por esta nueva subca-
tegoria: la dimension 4( 2", #')-proyectiva (o dimensién (2, %' )-Gorenstein
proyectiva) y de la dimensién ¢(Z2°, % )-inyectiva de los objetos de o/ (o
dimension (27, #')-Gorenstein inyectiva).

Asi, comenzamos nuestro camino en el Capitulo 3 caracterizando cuan-
do un objeto de &7 es un objeto de ¥(2°,%) y cuando esta subcategoria
verifica las propiedades basicas que permiten desarrollar satisfactoriamente
la teorfa de la dimensién homologia que induce, es decir, cudndo ¥ (2", %)
es cerrada bajo extensiones, bajo niicleos de epimorfismos, bajo conticleos de
monomorfismos y bajo sumandos directos. Ademas, indagaremos sobre qué
condiciones deben satisfacer las subcategorias 2 e % para estar dentro de
G(Z,%). Este hecho es de gran importancia porque cuando esto suceda la
G (2, % )-dimension proyectiva de cualquier objeto serd siempre menor que
la 2 -dimension proyectiva y que la #'-dimensién proyectiva, e igualmente
ocurre con las dimensiones inyectivas. Dicho de otra forma, las 4 (2", % )-
dimensiones (tanto proyectiva como inyectiva) dan medidas més precisas que
las 2 -dimensiones y que las #/-dimensiones. También descubriremos cuando

GGLX V) =9 (X, V).

Acabaremos el Capitulo 3 probando que las clases de Foxby relativas son
un ejemplo de estas subcategorias (2", %')-Gorenstein.
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En el Capitulo 4 estudiaremos las dimensiones homoldgicas inducidas por
las subcategorias ¥ (2", % ). Estas dimensiones se definen como longitudes
de sucesiones exactas con términos en 4 (2", %) y veremos que la dimension
de un objeto no depende de la sucesion que se tome. Y por supuesto, pro-
baremos que la herramienta clasica de calculo de las dimensiones también
se puede aplicar en nuestra subcategoria: demostraremos que las 4 (2", %)-
dimensiones se pueden calcular a partir de los funtores Ext" (la dimensién
serd el menor n tal que Ext® = 0 Vk > n + 1).

Para finalizar esta primera parte estudiaremos las dimensiones homolo-
gicas globales inducidas por estas subcategorias ¥ (2", %). Si tomamos la
dimensién global por la izquierda (proyectiva), llegaremos a la conclusién de
que si ésta es finita entonces la subcategoria 2 no es otra que la categoria
de los objetos proyectivos. En el caso de tomar la dimensién global por la
derecha (inyectiva), serd % la categoria de objetos inyectivos.

La segunda parte de este trabajo, Capitulo 5 y Capitulo 6, la centraremos
en la existencia de precubiertas Gorenstein proyectivas relativas y preenvol-
ventes Gorenstein inyectivas relativas en la categoria R-Mod. Comencemos
motivando esto.

Las clases de Foxby (clases de Auslander y de Bass) han demostrado ser
muy utiles cuando estudiamos las dimensiones Gorenstein inyectiva y proyec-
tiva. Sobre los anillos Gorenstein, todo médulo tiene dimensién Gorenstein
proyectiva y Gorenstein inyectiva finita ([I8]). Sin embargo, cuando el ani-
llo ya no es Gorenstein, los médulos de dimensiones Gorenstein proyectiva
e inyectiva finita constituyen una nueva subcategoria plena. Estas fueron
identificadas en el caso de anillos conmutativos locales Cohen-Macaulay con
un modulo dualizante, al menos para modulos finitamente generados. Foxby
demostré que las clases de Auslander y de Bass se comportan en una dua-
lidad y que los médulos finitamente generados en la clase de Auslander son
precisamente los de dimensién Gorenstein proyectiva finita, mientras que los
médulos finitamente generados en la clase de Bass son los de dimension Go-
renstein inyectiva finita ([24]).

Este resultado ha sido muy apreciado y posteriormente muchos autores
han estudiado y ampliado la situaciéon dada por Foxby (véanse [8], [19], [21]
o [33] por ejemplo).

Por otro lado, la existencia de precubiertas Gorenstein proyectivas y
preenvolventes Gorenstein inyectivas es un tema de estudio muy activo en
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la actualidad, no solo en la categoria de médulos sino en cualquier categoria
con propiedades homoldgicas interesantes, como por ejemplo las categorias
de haces sobre un espacio topolédgico, la categoria de complejos de médu-
los, la categoria de representaciones de quivers, etc. (véanse, por ejemplo,
Enochs, Estrada y Garcia Rozas en [13], Enochs, Garcia Rozas, Oyonarte y
Torrecillas en [14], Gillespie en [28] o Krause en [35]).

Pero poco se sabe sobre existencia de precubiertas o preenvolventes Go-
renstein proyectivas e inyectivas relativas a un modulo semidualizante, o in-
cluso débilmente Wakamatsu tilting (véase la Definicién , por lo que se
hace necesario su estudio. Se han hecho numerosas investigaciones en [32],
[40], [36], [5] sobre dimensiones relativas a estas clases, y se sabe que si C
es débilmente Wakamatsu tilting (cotilting) entonces todo médulo con di-
mensién Gorenstein proyectiva (inyectiva) relativa a C' finita tiene una Ge-
precubierta (preenvolvente) especial ([5, Corolary 3.6 y Theorem 4.11}), pero
nada més general.

Llegados a este punto queda clara la importancia de saber cuando existe
una precubierta Ge-proyectiva e incluso Ge-plana, asi como de preenvolven-
tes Ge-inyectivas, o, desde otro punto de vista, cuando todos los médulos
tienen una resolucién Ge-proyectiva o Ge-plana asi como una corresolucion
Ge-inyectiva. Tal y como hemos mencionado antes, en esta segunda parte de
la Memoria abordaremos este problema.

Comenzaremos el Capitulo 5 demostrando que la “imagen” de una cla-
se (pre)covering mediante un funtor adjunto a izquierda es (pre)covering y
que la “imagen” de una clase (pre)enveloping mediante un funtor adjunto a
derecha es (pre)enveloping. Gracias a estos resultados y extendiendo el ca-
so conmutativo al no conmutativo cudndo Add(C') (Prod(C")) coincide con
C' ® Proj (Hom(C,Znj)) podremos estudiar condiciones bajo las que es-
ta clase es covering (enveloping). Después de esto estudiaremos condiciones
suficientes para que un médulo sea w-(co)tilting.

A continuacién veremos bajo qué condiciones Prod(C") es preenveloping
en la clase de Auslander y Add(C') precovering en la de Bass. Y acabaremos
este capitulo ayuddndonos de los pares de dualidad sobre un anillo y de los
pares cotorsion para ver condiciones suficientes con las que las clases de Bass
y Auslander son covering.

Comenzaremos el ultimo capitulo de esta memoria, el Capitulo 6, viendo,
bajo determinadas condiciones, las clases de modulos C-GZnj y C-GProj co-
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mo “imagen” de los médulos GZnj y GProj mediante los funtores Hom(C, —)
y C'® —, respectivamente. Esto nos llevara a estudiar los casos en los que
esta clases son preenveloping y precovering.

A continuacién, recordaremos el concepto de modulo Ge-plano y estu-
diaremos su relacion con las clases de Auslander y de Bass, la clase de los
modulos planos, asi como las clases C-relativas.

Finalizaremos este capitulo y esta Memoria, demostrando cuando la clase
de los médulos Ge-planos es covering en R-Mod. Gracias a la relaciéon de estos
modulos con los Ge-proyectivos, terminaremos viendo condiciones para que
los modulos Ge-proyectivos estan contenidos en los médulos Ge-planos, y fi-
nalmente, descubriremos condiciones con las que los médulos G¢e-proyectivos
son precovering en R-Mod.



CARITULO?D

PRELIMINARES

El ambito en el que se desarrollara la primera parte de esta memoria es
el de las categorias abelianas con suficientes inyectivos, en muchas ocasiones,
cuando nos refiramos a una categoria, no indicaremos que supondremos que
es abeliana con suficientes inyectivos. Mencion aparte requieren las subcate-
gorias. Haremos un uso sistematico de subcategorias de estas categorias abe-
lianas, pero por supuesto no necesitaran ser abelianas también. Sin embargo,
supondremos que verifican unas condiciones aparte de las que se especifiquen
en cada enunciado, y que seran: la subcategoria sera siempre plena, cerrada
para isomorfismos y contendra al objeto cero.

Cuando nos centremos en las categorias de médulos, R serd un anillo (no
necesariamente conmutativo) asociativo con identidad, y todos los médulos
seran, salvo que se especifique otra cosa, R-modulos a izquierda. Notaremos
por Mg a los R-moédulos a derecha, por kM a los R-mdédulos a izquierda
y por gMg a los (R, S)-bimédulos. La categoria de todos los R-mddulos a
izquierda (derecha) la denotaremos por R-Mod (Mod-R).

Para un R-mdédulo C usaremos Addg(C) (resp. addg(C)) para denotar la
clase de todos los R-mo6dulos que son isomorfos a sumandos directos de sumas
directas (resp. sumas directas finitas) de copias de C, y Prodg(C') denotara
la clase de R-mddulos que son isomorfos a sumandos directos de productos
directos de copias de C'. Denotaremos por Geng(C) a la clase de R-médulos a
izquierda generada por C', es decir, médulos isomorfos a cocientes de médulos

23
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en Addg(C) y por Cogeng(C) la clase de R-mddulos que es cogenerada por
C, es decir, mddulos isomorfos a submédulos en Prodg(C).

Notamos por og[C] a la clase de R-médulos a izquierda subgenerados
por C' es decir, isomorfos a submodulos de cocientes de sumas directas de
copias de C'. Dualmente, serd mg[C] la clase de R-mddulos a izquierda que son
cocientes de submdédulos de productos directos de copias de C' (véase [41]).
Entonces podemos ver que Geng(C) C og[C] N 7g[C] v que Cogeng(C) C
™ R[C ] .

Un R-médulo inyectivo E es un cogenerador inyectivo si para todo R-
moédulo M y todo elemento @ € M con x # 0, existe f € Homg(M, E) tal

que f(z) #0.

Esto es equivalente a la condicion Hompg(M, E) # 0 para cualquier mé-
dulo M # 0.

El grupo Q/Z es un cogenerador inyectivo para grupos abelianos. De
esta forma si M es un R-modulo a derecha no nulo entonces el médulo de

caracteres M de M (M* = Homg(M,Q/Z)) es un R-médulo a izquierda
no nulo. Ademads sabemos que R™ es un cogenerador inyectivo para R-Mod.

A partir de ahora C' serd un R-moédulo a izquierda con anillo de endo-
morfismos S = Endg(C). De esta forma C es un (R, S)-bimédulo. Sea E
un cogenerador inyectivo en R-Mod, definimos el S-médulo a izquierda CV
como C¥ = Hompg(C, E).

Se notard por Proj(R), Inj(R) y Flat(R) a las clases de todos los R-
modulos proyectivos, inyectivos y planos respectivamente.

Muchos de los resultados que aparecen en este capitulo son ampliamen-
te conocidos, tanto su enunciado como su demostracién. Esto significa que
pueden ser encontrados facilmente en la literatura (de hecho aparecen en
cualquier libro que trate la homologia en el ambito categorico, y de estos
libros hay suficientes referencias en la bibliografia que aparece al final de
este trabajo, por ejemplo [I8] o [37]) v que ademéas no es facil determinar
donde exactamente aparecieron por primera vez. Por tanto, escribimos la
demostracion de alguno de estos resultados cuando sean significativamente
interesantes o den alguna idea clave para nuestro posterior desarrollo de la
teoria, en estos casos, no daremos referencias explicitas. Si las daremos en
los casos en que las demostraciones no sean incluidas.
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2.1 — Algunas generalidades sobre complejos y
homologia

Comenzamos recordando el concepto de complejo en una categoria abe-
liana y por los grupos de homologia asociados a dicho complejo.

Definicion 2.1.1 Dada una categoria abeliana o/, un complejo sobre &7 es
una sucesion de objetos y morfismos

MZ"'—)MgnggMogM_l—)"'

de forma que cualquier composiciéon de dos morfismos consecutivos es cero.
Es decir, la imagen de cualquier morfismo es siempre un subobjeto del niicleo
del siguiente, dicho de otro modo, siempre hay un monomorfismo Imd; —
Kerd;_1. A los nicleos del morfismo d,, se les suele llamar ciclos, Kerd, =
Zn(M), y a las imdgenes bordes, Im 6,1 = B,(M).

Un morfismo entre dos complejos

oo > My - My — My —> M1 — ---

"'—>N2—)N1—>N0—>N_1—>"'

es una sucesion de morfismos en o, M; — N;, de forma que el diagrama

M2 M1 MO M_lﬂ"'

.

N, N N, N,

es conmutativo.

Es conocido que la clase formada por los complejos construidos sobre
una categoria abeliana &/ y sus morfismos forman también una categoria
abeliana. A la categoria formada por los complejos sobre o7 la denotamos
por C(&7).
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Definicion 2.1.2 Dado un complejo en una categoria abeliana .o/
C: oo My B M B My S M, — -
se define el n-ésimo objeto de homologia de C como
H,(C) = Coker (Im d,,41 — Keré,).

Dado que Imd,,; — Kerd, es un monomorfismo, denotaremos al conticleo
anterior como

H,(C) = Ker 6,/ Im 6,1 = Z,(C)/Bn(C).

Intuitivamente la homologia de un complejo proporciona en cierto sentido
una medida de lo que le falta al complejo para ser exacto en ese término.
Ademas, es conocido que si dos complejos estan relacionados con un morfismo
de complejos entonces los grupos de homologia también se relacionan por un
morfismos, es decir, si

M "'%MgnggMogM_l—)"'

8 8 8
NI "'—>NQ$N1#N0$N_1—>"'
son dos complejos y o : M — N es un morfismo de complejos,

dit1 05
e z‘+1;>Mz‘*>Mi—1*>"'

aH—ll ail ai—li

T i+1T>Niﬁ>Ni714>"'
i+1 i

entonces existe un tnico morfismo H;(«) : H;(M) — H;(N).

Se puede comprobar que estos morfismos entre las homologias tienen ca-
racter funtorial, es decir, dados «, f dos morfismos de complejos, se cumple
que H;(af) = H;(o)H;(B) Vi, y H;(id) = id Vi. Ademas, los funtores H; son
aditivos, es decir, H;(f + g) = H;(f) + H;(g) Vi.

Por otro lado, también es conocido que existe una forma de caracterizar
los morfismos de complejos que hacen que los morfismos inducidos por éstos
en los grupos de homologia no varien. Hablamos relaciéon de homotopia.
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Definicion 2.1.3 Sean

C: "'%0220164006#071%"'

SR o A o N Yo/ o A R

dos complejos y sean «, B : C — C' dos morfismos de complejos, los morfismos
a y 3 son homotépicos si existen unos morfismos s, : C,, = C,; tales que
On, — Brn = 0,150 + Sp—10,, V1 € Z.

La demostracién de este hecho, asi como la existencia de los morfismos de
conexion que generan la sucesion exacta larga de homologia y otros muchos
resultados, también ampliamente conocidos, se pueden consultar en cualquier
manual de Algebra Homolégica, por ejemplo [I8], [34] o [45].

Para acabar esta seccién veamos la definicién del funtor derivado del
funtor Hom &7 (X, —), es decir, la definicién de Ext”, (X, —). Hay varias de-
finiciones para este funtor, utilizaremos la definicién que utiliza los objetos
inyectivos, puesto que suponemos que la categoria &7 tiene suficientes inyec-
tivos.

Dado un objeto Y podemos considerar una sucesién exacta
0=-Y 3L 3L3L—...

donde los I; son objetos inyectivos en .o/. Si consideramos el complejo que
queda al quitar el primer morfismo

0103 L3L— ...,
y aplicamos el funtor Hom,, (X, —), nos queda el complejo
C: 0— Homgy(X,Iy) - Homy (X, ;) - Homy (X, ) — ...

Entonces, se define

Ext"(X,Y) = H,(C).
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2.2 — %2 '-Resoluciones, 2 -(pre)cubiertas y
2 -(pre)envolventes

Antes de comenzar, recordemos la definicién de las categorias ortogonales,
que utilizaremos en algunas definiciones.

Definiciéon 2.2.1 Dada una categoria abeliana .o/ y una subcategoria 2
de &7, llamamos subcategoria 1-ortogonal a derecha (izquierda) de 2" a la
subcategorfa que forman los objetos Z de .27 tales que Extl (X,Z) = 0
(Ext.,(Z, X) = 0) para todo objeto X de 2. A esta subcategoria la notare-
mos por 2t (11.2).

Llamamos subcategoria ortogonal a derecha (a izquierda) de 27, y la no-
tamos por 2+ (+ 2 ),‘ a la subcategoria plena formada por todos los objetos
Z de o tales que Ext!,(X,Z) =0 (Ext!,(Z, X) = 0) para todo ¢ > 0 y todo
X de 2.

Si Ext’,(X, X') = 0 para todo X, X’ de 2" y todo i > 0 entonces diremos
que 2 es auto-ortogonal.

Observemos que si 2" e % son dos subcategorias de &7 tales que 2~ C
L9 entonces Extél(X, Y)=0VX € 2,VY € #, es decir,  C 2 +. Por
tanto las condiciones 2" C +% e & C 2+ son equivalentes.

El uso de las resoluciones proyectivas e inyectivas, y la razén por la que
éstas son ttiles es que hacen que se verifique el Teorema de Comparacion, fue
una de las herramientas que utilizaron Cartan y Eilenbergh para el desarro-
llo de la teoria de (co)homologia en las categorias de médulos. En nuestras
categorias, en general, no tenemos estas herramientas. Por tanto se hace ne-
cesario encontrar una generalizacion de estos obejtos proyectivos e inyectivos,
por supuesto, con menos propiedades. El primero en observar este hecho y
en dar generalizar este concepto fue Edgar Enochs en 1981 ([12]). Hablamos
de las 2 -resoluciones.

Definicién 2.2.2 Dada una categoria abeliana o7 y una subcategoria 2~ de
&/, diremos que un complejo

o= A2 Ag o A — -
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en o/ es Hom, (2", —)-exacto (Hom, (—, £ )-exacto) si para todo X € 2
el complejo

-+ — Homy (X, A;) — Hom (X, Ag) - Hom, (X, A1) — ---

(- — Homg (A 1, X) — Hom, (Ay, X) = Hom (A1, X) = --+)

es una sucesion exacta de grupos abelianos.

Dado un objeto X de una subcategoria 2", el hecho de que la sucesién
X — A — 0sea Hom, (%, —)-exacta significa, ni més ni menos, que X — A
es una 2 -precubierta en el sentido de Enochs ([I2]). Las precubiertas son
construcciones que emulan, como veremos a continuacion, en cierto sentido
las propiedades que tienen los proyectivos, que son tan escasos en ciertos
ambitos categoricos. El concepto dual al de precubierta es el de preenvolvente,
que hace lo mismo con respecto a los objetos inyectivos.

Ademas, existen también las cubiertas y las envolventes (también apa-
recieron en [12]), que son precubiertas y preenvolventes con una propiedad
adicional. Estos conceptos generalizan a los de cubierta proyectiva y envol-
vente inyectiva en la homologia clésica en la categoria de médulos.

Veamos la definicion de estos conceptos de los que estamos hablando.

Definicion 2.2.3 Sean una categoria abeliana 7, una subcategoria 2~ de
/'y A un objeto de /. Una 2 -precubierta de A es un morfismo f: X — A

con X un objeto de Z7, tal que la sucesién X LA 0es Hom, (2", —)-
exacta. Es decir, para todo objeto X’ de 2" y todo morfismo X' — A, el
siguiente diagrama

se puede completar de manera conmutativa.

Diremos que f : X — A es 2 -precubierta especial de A si f es una
2 -precubierta, es epimorfismo y Ker f € 2! para todo X’ € 2.

Si f: X — A esuna % -precubierta de A y ademads verifica que para
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cualquier morfismo que complete conmutativamente el diagrama

/
P lf
yz

X—A
f
es un automorfismo, entonces diremos que f es un .2 -cubierta.

De forma dual tenemos los conceptos de preenvolvente, preenvolvente
especial y envolvente.

Definicién 2.2.4 Sean o/ un categoria abeliana y 2" una subcategoria de
/. Dado un objeto A de &, una 2 -preenvolvente de A es un morfismo

f:A— X con X en 2, tal que la sucesién 0 — A 5 X es Hom (-, 2, )-
exacta, es decir, el siguiente diagrama se puede completar de forma conmu-
tativa

AL x
|
7/
k
X/
para cualquier objeto X’ de 2" y cualquier morfismo A — X'.

Diremos que una % -preenvolvente de A, f : A — X, es especial si es
monomorfismo y Coker f € +1.2" para todo X’ € 2.

Una X-preenvolvente f es una 2 -envolvente si ademas cualquier morfis-
mo que complete el diagrama

conmutativamente es un automorfismo.

Si un objeto A de &7 posee una 2 -precubierta fy: Xo — A y llamamos
Ky = Ker f entonces la sucesién

0—-Ky—Xg—A—0
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es Hom o7 (2", —)-exacta. Si también K, posee una .2 -precubierta f : X; —
Ky y llamamos K; = Ker f;, obtenemos otra sucesiéon Hom,, (2", —)-exacta

0> K — X1 — Ky—0.
Pegando ambas sucesiones obtenemos otra sucesiéon Hom,, (2", —)-exacta
0> K — X1 —>Xo—>A—0.
Si este proceso se pudiera continuar (si todos los niicleos nuevos tuvieran
4 -precubiertas) obtendriamos una sucesion
=X, 2 X =2 2 X1 =2 Xg—2 A= 0

que seria Hom (2", —)-exacta (no necesariamente exacta, salvo que las 2'-
precubiertas fueran epimorfismos).

Por supuesto, si en lugar de construir precubiertas tomamos preenvolven-
tes, obtenemos sucesiones Hom,, (—, 2 )-exactas que van hacia la derecha.
Estamos hablando de las (co)resoluciones.

Definicién 2.2.5 Sea 2" una subcategoria de una categoria abeliana o7 y
sea A un objeto de .. Una 2 -resolucion de A es un complejo Hom,, (2", —)-
exacto

= X1 =2 Xo—>A—0

(no necesariamente exacto) donde X; € 2. Cuando el complejo sea exacto
diremos que es una 2 -resolucion exacta de A.

Una 2 -corresolucién de A es un complejo Hom,, (—, 2")-exacto
0—+A—=X" X ...

(no necesariamente exacto) donde X* € 2. Si el complejo es exacto, diremos
que es una 2 -corresolucion exacta de A.

El complejo que se obtiene eliminando el tdltimo (primer) término de
una resolucién (corresolucion) se llama complejo reducido de A. Es decir, el
complejo reducido de la 2 -resolucion de A es

= Xy = Xo— 0,
y el complejo reducido de la 2 -corresolucién de A es

0= X" X' — ...
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La subcategoria plena formada por todos los objetos de &7 que admitan
A -resoluciones (2 -corresoluciones) la llamaremos res(2") (cores(2")). En
el caso de la subcategoria plena formada por todos los objetos de &/ que
admitan 2 -resoluciones exactas (£ -corresoluciones exactas), la notaremos

por 1es(2") (cores(Z)).

En algunas ocasiones también hablaremos del concepto de (27, %')-resolucién
completa, cuando 2" e % son subcategorias:

Definicién 2.2.6 Dadas dos subcategorias 2 e ¢ de una categoria abeliana
o/, una (2, % )-resolucién completa de un objeto M es una sucesion exacta,
Hom, (2", —)-exacta y Hom (—, #)-exacta

=X =2 Xo=2 Y=Y — L

con X; € Y, €% paratodoiy M =Im(Xy — Yp).

Una 2 -resolucion completa de M es aquella en la que 2" = %, es decir,
una (2", 2" )-resolucién completa de M.

Recordemos ahora la version que utilizaremos del lema de la herradu-
ra. Ademas, en su demostraciéon podremos ver la principales herramientas
utilizadas en el ambito categorico.

Lema 2.2.7 — [Lema de la Herradura.] Sea o/ una categoria abelia-
na y sea X una subcategoria de of cerrada bajo sumas directas finitas. Si
0= M — M — M" — 0 es una sucesion exacta y Homy (2", —)-exacta
donde M' y M" tienen 2 -resoluciones (exactas), entonces M tiene una Z -
resolucion (exacta).

Si ademds las Z -resoluciones exactas de M' y M" son Homy (—, % )-
exactas, donde % es una subcategoria de o7 , entonces la X -resolucion exacta
de M es Hom (—, % )-exacta.

Demostraciéon. Veamos el caso en el que las 2 -resoluciones son exactas
pues el otro caso lo podemos encontrar en [18, Lemma 8.2.1].

Como M’ y M" admiten 2 -resoluciones exactas entonces existen las
sucesiones exactas y Hom (2", —)-exactas

= X = X > M =0
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= X! = X > M =0

con X, X! € 2. Considerando K/ _; = Im(X] = X; ;) y K" = Im(X/ —
X" ) tenemos

0 0
K} Ky
aj af
X} Xy
d'o ar
/ s "
0 M 7 M 7 M 0
0 0

donde existe A de forma que g\ = dj porque la sucesién 0 — M’ — M —
M" — 0 es Hom, (2", —)-exacta.

Consideramos entonces la sucesion exacta corta

0— Xy XXy 3 Xy —0

y, por la propiedad universal del coproducto, existe un tnico morfismo dy :
Xy @ X — M tal que doty = fdj y dota = A. Pero como iym + iame = id
vemos que

gdy = ng(iﬂTl + Z'17T2) = gdot1m1 + gdoiamy = gfd(ﬂﬁ + gdotame = gdoiams.
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Por tanto gdy = gdpiamy = gAmy = dyme.Es decir, el diagrama

0 — X —— X; & X{ —> X{ 0

d doi d

es conmutativo.

Ademas, por ser 2 es cerrada bajo sumas directas finitas, sabemos que
XieXleZ.

Ahora llamamos Ky = Ker dy y C' = Coker d y consideramos el siguiente
diagrama conmutativo con filas y columnas exactas

0 0 0
K! Ko K
ay) o ag

d! do d
0 M’ 7 M M " 0
0 C 0
0

Aplicando ahora el lema de la serpiente, tenemos que C' = 0 y que el siguiente
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diagrama es conmutativo con filas y columnas exactas

Veamos que

0= Ky—= Xje X —=M—=0

0= K,— Ky— K; =0

son Hom (2", —)-exactas. Para ello, como las sucesiones exactas

0— K),— X,—> M —0,

0= K| = X —>M"—=0

0= X)—>X0X] =X —0

son Hom,,/ (2", —)-exactas (ésta ultima por ser escindida), dado un X € 2~
aplicamos Hom,, (X, —) al diagrama anterior y tenemos el siguiente diagrama
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conmutativo con filas y columnas exactas:

0 0 0

0 — Hom,,/ (X, K{)

Hom,, (X, Ky)

Hom,, (X, K{))

0 — Hom (X, X{) — Hom (X, X & X{/) — Hom (X, X{/) —=0

0 — Hom, (X, M’)

Hom,, (X, M)

Hom, (X, M") —=0

0 0

Aplicando otra vez el lema de la serpiente tenemos que los morfismos
Hom,, (X, Ky) — Hom (X, K{) y Hom, (X, X{ ® X{/) = Hom (X, M) son

epimorfismos como queriamos.

Veamos que 0 — Ky - X{® X] - M — 0 es Hom (—, % )-exacta
(suponiendo que 0 = K - X - M" -0y 0 — Kj —- X; — M —01lo
son).

Sea Y € # y apliquemos el funtor Hom (—,Y") al diagrama :
0 0 0

0 — Hom, (M",Y)

Hom (M,Y)

Hom, (M"Y

0 — Hom,,/ (X/,Y) — Hom,, (X}, ® X/, Y) —= Hom, (X}, Y) —=0

0 — Hom, (K{,Y)

Hom,, (K, Y)

Hom,, (K{,Y)

0 0

Aplicando una vez mas el lema de la serpiente, se obtiene que los morfismos
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Hom,,(M,Y) — Hom, (M’ Y) y Hom, (X{ & X{,Y) - Hom, (Ky,Y) son
epimorfismos, y por tanto 0 — Ky — X & X — M — 0 es Hom (—, % )-
exacta.

Como la sucesion 0 — K — Ky — K — 0 es Hom, (2", —) exacta y
K|, K[ tienen 2 -resoluciones exactas (y Hom,, (—, #)-exactas) podemos re-
petir el argumento e ir construyendo la 2 -resolucion exacta (y Hom (—, %)-
exacta) de M. [

También se verifica el dual del lema de la herradura y su demostraciéon
no requiere ninguna técnica distinta. Lo enunciamos sin dar su prueba.

Lema 2.2.8 Sea o/ una categoria abeliana y sea Z una subcategoria de of
cerrada bajo sumas directas finitas. Si0 — M’ — M — M" — 0 es una suce-
sion exacta y Hom g (—, Z7)-ezacta donde M' y M" tienen 2 -corresoluciones
(exactas), entonces M tiene una 2 -corresolucion (exacta).

Si ademas las 2 -corresoluciones exactas de M' y M" son Hom (%, —)-
exactas, donde % es una subcategoria de of , entonces la 2 -corresolucion
exacta de M es Hom (%, —)-ezxacta.

Antes de acabar esta seccion, veamos algunos conceptos en la categoria
de R-moédulos que, ademas, necesitaremos en el desarrollo del Capitulo 4: las
clases Kaplansky y las teorias de cotorsion.

Definicion 2.2.9 Una clase F de R-mo6dulos es Kaplansky si existe un car-
dinal N tal que para todo M € F y todo x € M, existe un submdédulo F' de
M conteniendo a x tal que F, M/F € Fy Card F' < X.

Definicion 2.2.10 Dadas dos clases de R-mdédulos a izquierda C y D, el par
(C,D) es una teoria de cotorsién si C** = Dy 11D = C. Esta teoria de
cotorsion se dice:

» Cogenerada por un conjunto, si existe un conjunto X tal que X+ = D.

= Completa si cualquier R-médulo tiene una D-preenvolvente especial (o
equivalentemente, cualquier R-moédulo tiene una C-precubierta espe-
cial).

= Perfecta si cualquier R-mdédulo tiene una C-cubierta y una D-envolvente.
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» Hereditaria si C*' = C* ([25, Definition 1.2.10]).

Definicién 2.2.11 ([I8, Definition 7.1.5])

Una teoria de cotorsién (C,D) tiene suficientes inyectivos si para todo R-
médulo M existe una sucesion exacta 0 - M — D — C — 0 con D € D
y C' € C. Diremos que (C,D) tiene suficientes proyectivos si para todo M
existe una sucesién exacta0 - D - C —- M —0con C € Cy D € D.

Notemos que si 0 = D — C 3 M — 0 es como en la definicién,
entonces « es una C-precubierta especial. Ya que para todo C’ € C tene-
mos Homp(C’,C) — Hompg(C’', M) — Exty(C’,D) = 0, luego a es una
C-precubierta, y como Keraw = D € D = C*1, es especial. De forma similar,
si0 -+ M — D — C — 0 es como en la definicion entonces M — D es una
D-preenvolvente especial.

2.3 — Lemas sobre diagramas en categorias
abelianas

Dedicamos esta seccion a presentar una serie de resultados técnicos que
usaremos mas adelante en esta memoria. Todos son conocidos en la categoria
de R-Mod, pero no todos se encuentran con su demostracion en una categoria
abeliana.

Los primeros resultados que veremos hacen en parte referencia a las pro-
piedades de los pushouts y de los pullbacks que permiten la construccion de
unos diagramas conmutativos con filas y columnas exactas. En realidad hacen
referencia en parte a estas conocidas propiedades pero nosotros probaremos
ademas que si las sucesiones de partida son Hom-exactas entonces las filas
y columnas resultantes en el diagrama conmutativo también lo son, hecho
que utilizaremos en numerosas ocasiones en nuestro trabajo. No conocemos
que esta tultima parte haya sido comentada en la literatura con anterioridad
y por eso damos la demostracion completa de los resultados.

Lema 2.3.1 Sean las sucesiones exactas0 - A—- B —-C —-0y0— B —
D — E — 0 en una categoria abeliana <7 . Entonces, tomando F € Ob(</)
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el pushout de B — C' y B — D, se puede construir el siguiente diagrama
conmutativo con filas y columnas exactas

0 0 (2.2)

Ademdas, si Z es una una subcategoria de </ tal que 0 - A — B —
C—-0y0—B—D—E—0 sonHomg(—, 2 )-eractas (Homy, (2, —)-
exactas) entones todas las filas y columnas del diagrama son Hom (—, Z)-
exactas (Hom (2, —)-exactas).

Demostracién. Dadas las sucesiones exactas 0 — A & B % ¢ — 0 y
0BADAE S0en </, tomamos el pushout de g y «, (F, k1, Ko):

0
f g
0 A B C 0

I

@ | kK1
Y

D*’;2>F

B

E

0

De las propiedades del pushout (véase por ejemplo [39, Proposition 5.1])
tenemos que como « es monomorfismo entonces x; es monomorfismo, que
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como g es epimorfismo entonces k9 es epimorfismo y que como g es el conticleo
de f, entonces ks es el contcleo de af.

Si tomamos ahora el morfismo 0 : C' — FE, tenemos que 0 = 0g = fa y
entonces existe una tnica X : F' — E tal que A\x; =0y Aky = [3, es decir,

0 0
f g
0 A B C 0
0 A D F 0
af K2
B A
EF——=F
0

es un diagrama conmutativo con las dos filas y la columna central exactas.
Ademaés, como 8 = Ako es un epimorfismo entonces A es epimorfismo.

Veamos que A es el contcleo de k.

Sig: F — G es tal que ¢k, = 0 entonces ¢pr19 = ¢proar = 0, con lo cual
(ya que [ es el conticleo de ) existe un ¢ : E — G tal que ¢prs = ¢ff = pAKa,
luego ¢ = @A por ser ko epimorfismo. Si existiera otro v : £ — G tal que
¢ = YA, entonces como YA = @A, y por ser A epimorfismo, se tiene 1) = .
Es decir, A = Coker(k1).

Ahora, si 2 es una subcategoria de &7 tal que las sucesiones exactas
0>A—-B—-C—-0y0—B—D— FE— 0son Hom,(—, Z")-exactas,
tomamos X € 2 y aplicamos Hom,, (—, X) al diagrama (2.2)), y nos queda
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el siguiente diagrama conmutativo con filas y columnas exactas:

0 0

Hom (F, X) =—=Hom (F, X)

0 —> Hom,,/(F, X) —— Hom,, (D, X) — Hom,, (A4, X)

0 — Homy(C, X) — Homy (B, X) — Hom (A, X) —=0

0

Hom, (D, X) — Homy(A, X) es un epimorfismo porque es composi-
cién de epimorfismos, y aplicando el Lema de la Serpiente se tiene que
Hom,, (F, X) — Hom, (C, X) tiene contcleo cero, es decir, es epimorfismo.

Por dltimo, si 2" es una subcategoria de 7 tal que las sucesiones exactas
0—-A—-B—->C—=0

y
0—-B—-D—F—=0

son Hom (2", —)-exactas, tomamos X € 2 y aplicamos Hom, (X, —) al
diagrama ([2.2), y nos queda el siguiente diagrama conmutativo con filas y
columnas exactas:

0 —— Hom, (X, A) —> Hom,, (X, B) —% > Hom,, (X, () —0

Qlx R1x

0 —— Hom (X, A) o Hom (X, D) —— Hom (X, F)
B s

Hom (X, F) ——=Hom (X, E)
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en el que, dado un morfismo h : L — M, notamos por h, al morfismo
Hom, (X, h) : Homy (X, L) — Hom, (X, M) para simplificar. Ahora, como
By = Aikas es epimorfismo entonces A\, es epimorfismo. Para ver que ko,
es epimorfismo tomamos C’ el contcleo de k9, y aplicamos el Lema de la
Serpiente al diagrama

Hom, (X, A) =—=Hom (X, A)

0 — Hom, (X, B) — Hom/ (X, D) — Hom (X, E) —0

0 ——= Hom, (X, C) —= Hom, (X, F) — Hom,, (X, E)

0 c’

Obtenemos la sucesién exacta

0 — Hom (X, A) = Hom,(X,A) -0 —-0—C" —0

que demuestra que C' = 0 y por tanto que ko, €s un epimorfismo. [ ]

Lema 23.2 Seaen 0 - A - B - C - 0y0 - A —- D — F —
0 sucesiones exactas en una categoria abeliana <. Tomando F el pushout
de A - B y A — D, entonces se puede construir el siguiente diagrama
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conmutativo con filas y columnas exactas

0 0 (2.3)

0 A B C 0

Ademdas, si X es una subcategoria de </ tal que 0 > A — B —C — 0y
0—>A—D— FE — 0 son Homy (2", —)-eractas (Homy (—, Z")-ezactas),

entonces todas las filas y columnas del diagrama son Hom, (2", —)-exactas
(Hom, (—, Z")-ezxactas).

Demostracion. Consideremos las sucesiones exactas 0 — A i> B30 —=0
y0—ASD A E=0en o y tomamos el pushout de f y a, (F, k1, K2):

0
f g
0 A B C 0
I
o | kK1
Y
D*’%)F
B
E
0

De las propiedades del pushout, como f es monomorfismo entonces ko es
monomorfismo y como « es monomorfismo entonces k; es monomorfismo
(véase [39), Proposition 5.1]). Ahora tomamos 0 : D — C'y como 0 = 0 = g f
entonces existe una tnica A : F' — C tal que Aky = 0 y Ak; = g. De la misma
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forma tomamos 0 : B — E y como 0f = [« existe una tnica v : F' — F tal
que vk = 0y vry = (. Es decir, tenemos el siguiente diagrama conmutativo.

0 0 (2.4)
f g
0 A B C 0
0—=D—> F—>C—>0
B v
EF=—=F
0 0

Como g = Ak es epimorfismo entonces A es epimorfismo y como § = vks
es epimorfismo entonces v es epimorfismo. Solo resta demostrar que v es
el contcleo de k1 y que A es el conucleo de ky. Ambas demostraciones se
hacen de la misma forma por lo que solo haremos la prueba de la primera
afirmaciéon. Para ello sea p: F' — L tal que urx; =0

Tenemos pues que 0 = pukf = pkoar y por tanto que existe un tnico
v E — L tal que ¢ = uks ya que 8 = Coker a.

Por otro lado observamos que pfa = 0 = 0f, asi que, por las propiedades
del pushout, existe un tnico ¢ : F' — L tal que pf = ¢rs y 0 = ¢r;. Pero
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pv:F — Lypu:F — L son dos morfismos que, al igual que ¢, verifican
que:

prky = @f piks = @f3
{(pVKZlIO yque{/mlzo

Por tanto, la unicidad de ¢ garantiza que ¢ = pv = pu.

Si existiera otro ¢’ : E — L tal que ¢'v = p entonces ¢'vks = uky. Pero
Y'vky = ¢, asi que tendriamos que ¢S = uks, y por tanto que ¢’ = ¢
porque ¢ era el tnico morfismo tal que B = pure. Deducimos pues que
v = Coker k1.

Supongamos ahora que 2~ es una subcategoria de o/ tal que las suce-
siones exactas 0 -+ A - B - (C -0y 0 —- A —- D — E — 0 son
también Hom,, (2", —)-exactas, tomamos X € 2" y aplicamos Hom,, (X, —)
al diagrama . Obtenemos el siguiente diagrama conmutativo con filas y
columnas exactas:

0 —= Hom,/ (X, A) —L*~ Hom,, (X, B) %~ Hom, (X,C) —=0
0 ——Hom (X, D) -~ Homy (X, F)) —— Hom (X, C)
B Vx
Hom, (X, F) ——=Hom (X, E)

en el que, dado un morfismo A : L — M, notamos por h, al morfismo
Hom,, (X,h) : Hom, (X, L) — Hom, (X, M) para simplificar. Ahora, co-
mo ¢, = A.K1. es epimorfismo entonces A, es epimorfismo. Con el mismo
razonamiento se prueba que v, es epimorfismo.

Por tltimo, si 2" es una subcategoria de o7 tal que las sucesiones exactas
0>A—-B—-C—=-0y0—A—D— FE — 0son Hom,(—, Z")-exactas,
tomamos X € 2y aplicamos Hom,, (—, X) al diagrama ({2.3)), obtenemos el
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siguiente diagrama conmutativo con filas y columnas exactas:

HomQ/(E, X) _ HOIIlﬂ(E, X)
v* B*
0 —— Hom,(C, X) —> Hom,, (F, X ) —2> Hom,, (D, X)

Iil a*

0 — Hom,,(C, X) — Hom, (B, X) e Hom, (A, X)——0

en el que, dado un morfismo A : L — M, notamos por h* al morfismo
Hom, (h, X) : Homy (M, X) — Homg (L, X) para simplificar. Veamos que
K} es epimorfismo (que k3 es epimorfismo se comprueba de la misma forma).
Si h € Homy (B, X) entonces f*(h) = hf € Homy (A, X). Como o es
epimorfismo existe m € Hom (D, X) tal que o*(m) = ma = hf, y como F
es el pushout de a y f existe un tnico u : F — X (u € Homg (F, X)) tal
que pky = h'y pke = m. En definitiva tenemos que existe p € Hom, (F, X)
tal que k}(p) = h, es decir, k7 es un epimorfismo. u

Los resultados duales,los relativos a los pulbacks, se demuestran de forma
andloga. Son los siguientes.

Lema 2.3.3 Dadas las sucesiones exactas

0A—-B—-C—=0

0O—D—F—=B—=0

en una categoria abeliana </, entonces tomando el pullback F de A — B
y E — B se puede construir el siguiente diagrama conmutativo con filas y
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columnas exactas

0 A B C 0

0 0

Ademds, si0 - A - B - C - 0y0 —> D - E —- B — 0 son
Hom, (—, Z")-ezactas (Hom (2", —)-exactas) para una subcategoria 2~ de
o, entonces todas las filas y columnas del diagrama son Hom,(—, Z)-
exactas (Homy (2, —)-ezactas).

Lema 2.34 Sean0 A —-B—-C—-0y0—-D — E— C — 0 sucesio-
nes evactas en una categoria abeliana <7 . Entonces tomando el pullback F
de B— C y E — C se puede construir el siguiente diagrama conmutativo
con filas y columnas exactas

0 A B C 0

0 0

Ademds, si0 - A - B - C - 0y0 > D - FE — C — 0 son
Hom, (2", —)-ezactas (Homy(—, Z")-exactas) para una subcategoria 2~ de
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o, entonces todas las filas y columnas del diagrama son Homg (2, —)-
exactas (Homy (—, Z7)-exactas).

Sigamos con los siguientes lemas que nos ayudaran a construir lo que
llamaremos mapping cone asociado a un morfismo de complejos.

Lema 2.3.5 Supongamos que el diagrama

0 0 0
A An+1 dnt An o An—l -
Jnt1 fn fn—1
!
B By B, B, ——
In+1 gn gn—1
/!
C Cn—l—l s Cn o Cn—l -

es conmutativo, sus columnas son exactas y las filas son complejos. Si los
complejos A y C son exactos entonces B también es exacto.

Demostracion. Sean

2
N
=
I3
A
\

las descomposiciones épico-ménicas de los morfismos d,, y d! respectivamente,
y u, : B, — Ly el conicleo de d; ;. Como d;,d;, ., = 0 entonces existe
un unico morfismo v, : L, — B, tal que v,ul, = d,. Ademds, como

0 =d, ,d, =d _jvul vy ul, es epimorfismo se tiene que d, v/, = 0. Es
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decir, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

0 0 0 0
! ! J )
T AnJrl An Anfl An72 e
uN Un,
Kn/
T Bn+1 Bn Bn—l Bn—2 =
> Untl C\L’n\ Cn—l Cn—2 -
! » o !
0 0" Mn% 0 0

en el que d, v/, = 0.

Si probamos que v/, es un monomorfismo habremos terminado porque en

! !, _ ! !
ese caso Kerd;, = Ker(v,u},) = Keru), = Imd,, ;.

Pero antes de probar que v/, es un monomorfismo necesitamos hacer al-
gunos calculos.

Como u), frndpi1 = uLd,, 1 fnyr = 0 entonces (u, es el contcleo de dp41)

existe un tnico v, : K,, = L, tal que v,u, = ul, f,, y como f,_1d, = d, f,
entonces f, 1v,u, = VLU, frn = U Ynln, luego f,_1v, = vy, (por ser w,
epimorfismo).

. " ! o _ /
De la misma forma, como w),gnd;, | = u/.d)_gn+1 = 0 entonces (u, es el

. ’ . s /. for

conticleo de d;, , | ) existe una tnica v, : L,, — M, tal que v, u,, = u;, gn, y como
N A AN (Y N | Y A | [ /S }

gn—1d;, = d] g, entonces g,_1v,u, = VU, Gn = UnYyUy, lUEEO g1V, = U,

(por ser u), epimorfismo).
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Tenemos pues que el siguiente diagrama es conmutativo:

0 0 0 0
| | | !
> An+1 An An—l An—2 —
uN Un
Kn/
y
T BnJrl B, Bn 1 B2 —
> A
Ly,
%/
= Upga C\L’n\ Cn—l Cn—2 -
¢ A |
0 0" Mn% 0 0

Ademas, v/, es un epimorfismo porque v, u,, = u! g, que es un epimorfismo,
», €S un monomorfismo porque v’ v, = fn_1vU, que es un monomorfismo.
n

Veamos que 7, es el contcleo de 7, es decir, que la sucesion

0= K, 8L %M, —0

es exacta.

Sea p : L, — X tal que pv, = 0. Componiendo con u,, obtenemos que
0 = pypu, = pul fn, asi que como g, es el conicleo de f, existe un tnico

: C, — X tal que vg,, = pu! . Componiendo ahora con d’, |, obtenemos que
q g Ky, p n+1 q
puydy, =0, luego 0 = ¥g,d;,, = ¥dy,1Gni1, y COMO gy yy s epimorfismo,
d’., = 0. Entonces (como u” es el conucleo de d”_ ) existe un tnico A :
n+1 n n+1
M, — X tal que Au = 1. De esta forma pu!, = g, = M\u'g, = M/ ul,,y

por ser u!, epimorfismo, p = \v,,.

Para probar la unicidad de A supongamos que tenemos \ : M, — X tal
que X7/ = u. Entonces N/ u!, = pul, es decir, Nu'ng, = pul, y como 9
es el tinico morfismo tal que g, = pu,,, obtenemos que N'u!» = 1. Pero por
la misma razén Au!! =, asi que Nu!! = \u!’, y como u! es un epimorfismo,
concluimos que A = X. Y por lo tanto que ~,, conticleo de .
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Con todo lo que acabamos de ver obtenemos un diagrama conmutativo

0 0 0
Un dn—l
OHKn*)An—I*)An—Q*)"'
Tn fn—l fn—2
v! d,

0 0 0

en el que todas las columnas son exactas, la primera y la tercera filas son
exactas, y la segunda fila es un complejo.

Probemos, ahora si, que v}, es monomorfismo y, como ya explicamos antes,
tendremos que la segunda fila también es exacta.

Sea ¢ : X — L, un morfismo tal que v],¢ = 0. Entonces 0 = ¢,,_1v,,¢ =
vl @, y como vl es monomorfismo necesariamente v,,¢ = 0. Ahora, 7, es
el nicleo de 7, asi que existe un dnico ¢ : X — K, tal que v,0 = ¢, y
componiendo con v/, tenemos que 0 = v),¢ = v,V = fn_1Unp. Por ser f,_;
y v, monomorfismos obtenemos que ¢ = 0, luego ¢ = v, = 0. ]

Lema 2.3.6 Sea el diagrama

) 01

0 A —= A, e Ay Ao 0
lfn J/fnl lfl lfO
0 B, o B, 4 e By @ By 0

conmutativo con filas exactas. Consideramos ademds las inclusiones Ky, :
A = Bipin ® A y kp,,,  Biy1 — Biyn ® A; y las proyecciones w4, © Bip1 @
Ay — Ay y g, @ Bipn ® A; — Biyy. Entonces, se verifican las siguientes
afirmaciones.

1. Si f, es un isomorfismo entonces la siquiente sucesion es exacta:

0—>An,1&anl@An,QAL)A"'%Bl@AoﬂBoﬁo,
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en donde

QO = _kAn725n71 _'_ an—l fnfl
Ai - (_K’Ai—Q(Si—l + K’Bi—lfi—1>7TAi—1 + K/Bi—ldiﬂ-Bi VZ, I<i<n
Ay = foma, +diTp,

2. Si fo es un isomorfismo entonces la siguiente sucesion es exacta

0— A, 28 B, @ Ay 2% - = By A 2 By — 0,
en donde

An—i—l = _"QAn_lé‘n + '%ann
A; son los del punto anterior Vi, 2 <i<n

p = fima, +do7p,
Demostracion. En primer lugar veamos que la sucesion
Anta Ap Ay
X: 00A4, —B,9A,.1 - —>B ®A)— By —0

es exacta.

Que es un complejo no tiene mayor dificultad:

Ai 1A =((=ka,_30i2 + kB, fi2)Ta,_, + KB, _,di 1TB,_,)
+ ((—KA 001 + KB,y fic1)Ta,_, + KB, diTp,) =
=KA, 40i—20;_1Ta, , +0+0—kp, ,fi20;_1ma, , +0+
+0+0+kKp, ,di1fi1ma,_, + kp,_,di—1diTp, =
=0 — kp,_yfic20iama,_, + kB, _ydi—1fisima,_, +0=0

para todoi € {3,...,n}, y de la misma forma se comprueba que A,A, ;1 =0
y que A1A, = 0.

Probemos ahora que para cada i € {1,...,n} la sucesién

i—1
(=) t7ra,

0—B; — % B & A

Ai—l —0.

es exacta.
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Sean: B; &A1 — X tal que nkp, = 0 y consideremos ¢ : 4,1 — X

dado por ¢ = n(—1)""tk4, ,. Veamos que ¢(—1)""1my_, =n:

¢<_1)i71ﬂ-Ai—1 = U(_l)iflffAi_l(_1)1717&_1 =NRA_\TA;, =
=NKA;_TA,_, TNEB TR, = 77('%141'717TA¢71 + K:Bi?TBi) =

- n]‘Bi@Ai—l =1

Como (—1)""'74,_, es un epimorfismo (es bésicamente la proyeccion) v es
el tinico que verifica ¥ (—1)""'m4, , = 7. Por tanto (—1)""'m,, , = Coker kp,
y la sucesion es exacta.

El siguiente diagrama tiene pues las dos columnas y la primera y tercera
filas exactas, y la segunda fila es un complejo:

dit1
Bis B;

KB;1 1 KkB;
Ay
—— B ® A —>B;® A —
(=1)'ma, (=) ma,
A" A
0 0

Probemos ahora que es conmutativo.
Ai+1"€3¢+1 = (<_’€A1716i + HBifi)ﬂ-Ai + HBidi+17TBi+1)HBi+1 = K;Bid’H’l
asi que el cuadrado superior es conmutativo. Ahora,
(_1)i_17TAi—1Ai+1 = <_1)i_lﬂAi—1((_ﬁAi—16i + H;Bifi)ﬂ-Ai + KBidi“rlﬂ-BH-l) =

(=17 (=0:)ma, = 0i(—1)'ma,
y por tanto el cuadrado inferior también es conmutativo.

Observemos que estamos en condiciones de aplicar el Lema y, por
tanto, X es una sucesioén exacta.
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Continuamos probando las dos afirmaciones del enunciado. Demostrare-
mos s6lo el primer punto, pues el segundo totalmente andlogo.

En primer lugar, como f, es isomorfismo existe f,!. Veamos que el mor-
fismo ¢ : B, ® A,_1 — A, dado por ¢ = 6, f, 'rp, + ma,_, es el conticleo
de An—i—l:

n—1

¢An+1 = (6nf’n_17TB7L —I— 7TAAnfl)(_,{/1477‘71571 + K/ann) =
= nfrjlfn — 0, = 0.

Ahora, sea h : B, ® A, —1 — Z tal que hA, 11 = 0. Entonces —hky4, 0, +
hkp, fr = 0, luego hka, .0, = hkp, f,. Tomando el morfismo 7: A, — Z
dado por 7 = hk4,_, tenemos que

T¢ = h/ﬂ:An—1<5nfn_l7TBn + T(An—l) = h'K:An—l(snfn_lﬂ-Bn + h/ﬁ:An—lﬂ_An—l =
- h,iannfn_lﬂBn + hl{AnflTrAnfl - h(K/Bnﬂ-Bn + I{Anflﬂ-An71> -

= h]‘Bn@Anfl = h

Para probar la unicidad de 7 consideramos 7 : A,, — Z tal que 7'¢ = h.
Componiendo con k4, , tenemos por un lado que 7'¢x4, , = 7'y por otro
que T'pKa, , = hka, |, =T.

Ahora, como X es una sucesién exacta tenemos que A,,_; = Coker A, ;1 =
Ker A, _1, pongamos que mediante un isomorfismo . Entonces, llamando
o=k (k:KerA,_1 = B,_1 ® A,_» es la inclusién) la sucesién

0— An—l i> Bn—l © An—2 AL>_1 Bn—2 © An—3 —

es exacta.

Ademas podemos determinar que ¢ = —k4, ,0n—1 + KB, _, fn—1 DUES

(=KA,_20n—1+ KB, fn1)P =
= (=K, ,0n-1+ kB, o) Onfimp, +7a, )=
= —KA, yO0n 10nf B, — KA, yO0n 1TA, ,+
+ 6B,y fa10n Sy ' TB, + KB, fao1TA,_, =
= —KA, WOn 1T,  +EB, Aufufi 7B, +EB, | fno1Ta, , =

= (_KAn_génfl + KB, _1 fnfl)WAn_1 + HBn_ldnﬂ_Bn == An
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Observemos que, segin la demostracién del resultado anterior, cuando las
filas del diagrama conmutativo

o1

0 A A A, Ay 0
lfn J/fnl lfl lfO
0 By—> By 1 By ——~ B, 0

no son exactas, sino que son simplemente complejos, entonces la sucesion
Ay, Ay, A
X: O—)An—+;BnEBAn,1—>—>Bl@AO—1>BO—>O

sigue siendo un complejo (no exacto en este caso). Este hecho se puede ge-
neralizar a cualquier morfismo de complejos: si

On+1 o, On—1

s A T A, O AL

fnJrll ifn lfnl

> Bysr 7= By~ By —— -
dn+1 dn

es un morfismo de complejos, entonces siempre se puede construir otro com-

plejo de la forma

_>Bn+2@An+1 AL>H Bn+1@AnAL>H Bn@Anfl ﬂ) anl@Anf2 —
en el que A, = kg, d,7, + (—Ka, ,0n1+ KB, fo1)Ta,_, (ka, : Ap —
Boi1® A, v kp, : B, — B, ® A,_ siguen siendo las inclusiones y 74, :
Bni1®A, = A,y 7, : Buy1®A, — By, siguen siendo las proyecciones).
Este complejo juega un papel muy importante a la hora de hacer calculos he
el dlgebra homologica, y recibe el nombre de mapping cone de f.

Definicion 2.3.7 Si f es un morfismo de complejos

5n+1 6n 671,71
e A 2 A e A

fn+1l ifn lfnl

s Bt = By By
n

dnt1
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al complejo

"'_)Bn+2@An+1AL)HBn+1@AnAL>HBn@An—lﬂBn—legAn—Z%"'

enel que A, = kp, d,mp, + (—Ka, ,0n-1+ KB, ,[n-1)Ta,_, Vn (con k4, v
kg, las inclusiones y w4, y 7p, las proyecciones) se le llama mapping cone
de f y se denota por M(f). Asi M(f), = B, ® A,_1.

Como ya vimos en el resultado anterior y acabamos de comentar, si los
dos complejos son exactos entonces el mapping cone es exacto.

Definicion 2.3.8 Dado un complejo A, se llama suspensién n-ésima de A,
y se denota por A[n], al complejo definido como A[n]; = A, 6 =
(=1)"62k .

Proposicion 2.3.9 Si f : A — B es un morfismo de complejos entonces
stempre existe una sucesion exacta de complejos

0—B— M(f)— A[-1] =0

dada por
KB; TA;—1
04)314)81 EBA1;1 Aifl 4>0
Demostracién. Véase la demostracion del Lema 2.3.6] m

2.4 — Dimensiones homoloégicas relativas a una
categoria auto-ortogonal

En esta seccién veremos propiedades de una subcategoria auto-ortogonal,
sobre todo aquellas propiedades que nos daran consistencia para calcular
dimensiones homoldgicas de los objetos de una categoria abeliana. Estos re-
sultados son conocidos de alguna forma, o bien en en el ambito categérico o
en la categoria de modulos, de ahi, que aparezcan en estos preliminares.

Comenzamos con el siguiente lema.
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Lema 2.4.1 Sea & una categoria abeliana y sean X~ e % subcategorias de
o tales que W C L2 . Si

0=-A—-X, 1= —=X1=2>Xo—>B—=0

es una sucesion ezacta en of entonces Ext®, (Y, B) = Ext™/"(Y, A) para todo
Ye#.

Demostracién. Si K; = Im(X; — X; ;1) entonces tenemos la sucesién
exacta corta 0 - A — X,_1 — K,_1 — 0, y dado Y € # calculamos la
sucesién exacta larga asociada a ella por el funtor Hom, (Y, —):

0 — Hom,/ (Y, A) — Hom,, (Y, X,,_1) — Hom (Y, K,_1) — Ext. (Y, A) —

— Ext, (Y, X,_1) = Ext, (Y, K,_1) = Ext, (Y, A) — Ext?, (Y, X,,_1) — -
0 0
o= BExt® (Y, X,_1) = Ext® (Y, K,,_y) — Ext"/1(Y, A) —
0
— Ext® (Y, X,,_1) = ExtPN (Y, K1) — -
0

luego Ext® (Y, K, 1) = Ext"f' (Y, A) V& > 1.

Ahora, para cada 7, 1 < ¢ < n — 2, tomando la sucesion 0 — K;y; —
X; — K; — 0 hacemos lo mismo y tenemos:

0 — Hom, (Y, Ki11) — Hom (Y, X;) — Hom,, (Y, K;) — Ext', (Y, K;1) —

— ExtL (Y, X;) = ExtL (Y, K;) — Ext?,(Y, Kiy1) — Bxt?, (Y, X;) — -

0 0
- — BExt® (Y, X;) = Ext® (Y, K;) — Ext® (Y, Kiyy) —
N————

0

— Ext® (Y, X,) — BExt® (Y, KG) = -
—_—
0

Entonces

Ext®, (Y, K;) = Ext® (Y, Ki) & Ext® 1Y, K, ) 2 Ext® (Y, A).
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Para acabar, calculando la sucesion exacta larga asociada a 0 — K; —
Xo — B — 0 obtenemos

0 — Hom,, (Y, K;) — Hom,, (Y, X) — Hom (Y, B) — Ext’, (Y, K;) —

— ExtL (Y, Xo) = ExtL (Y, B) — Ext?,(Y, K;) — Ext? (Y, X)) — - --
0 0

o= Bxt? (Y, Xo) — BExt® (Y, B) — Ext®N(Y, K)) — Ext®N(Y, Xo) — -
0 0

Por tanto
Ext® (Y, B) = Ext"*/1(Y, K}) = Ext®"(Y, A).

También se cumple el resultado dual.

Lema 2.4.2 Sea o/ una categoria abeliana y sean X e % dos subcategorias
of tales que % C Z+. Si la sucesion

0-A—-X, 71— =>Xi—=>Xo—>B—=0

es exacta entonces Ext™I™(B,Y) = Ext",(A,Y) para todo Y € ¥ .

Antes de definir la dimension, tenemos el siguiente resultado cuya impor-
tancia veremos mas adelante.

Teorema 2.4.3 Sea 2 wuna subcategoria de una categoria abeliana <7 tal
que Z es auto-ortogonal, cerrada bajo sumas directas finitas y cerrada bajo
nicleos de epimorfismos. St las siguientes sucesiones

0—-4,—-X, 1= =Xi=>Xo=>M-—=0

0B, —»X ==X >X—-M=0

son exactas con X;, X! € " para todo i € {0,1,...,n— 1} entonces

A, e X & B,e Z.
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Demostraciéon. En primer lugar pongamos nombres a los morfismos

0 An I Xn—l e Xl

y llamamos A; = Ker f;_1, B; = Ker g;_.
Si A, € 2, por el Lema tenemos que

Ext®, (X, A;) & Ext®/" (X, A,) =0VX € 2, Vk > 0.

Entonces la sucesion exacta
0=4, =X 1= =>X1=2>Xo=>M—=0

es Hom, (£, —)-exacta. Por tanto existe ho : X — X, tal que go = foho, es
decir, tenemos el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas;

X! i X)L M 0
AN
Bs By ho
/
,\ll/
{fl fo M 0

e X X
\
/ \\ /
u V1 \ u1
Ay Ay

Como 0 = gouy = fohou} y A;j es el ntcleo de fy, existe un inico A : By — A;
tal que u1\; = hou}. Por tanto, como Ext!, (X!, Ay) = 0, existe hy : X| — X,
tal que vihy = A\v] v entonces fihy = uvihy = ug Ay = houjv] = hogi, es
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decir, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

/ 92 /
X2 Xl
B, h1

g1 X(/) g0 M O

ho

fi fo

M 0

Xo

X, f2 X,
A,

Podemos repetir este argumento hasta llegar al siguiente diagrama con-
mutativo con filas exactas:

0—=B,— X/, X M 0.
0*>An*>Xn_1 XO M 0

Aplicando ahora el Lema [2.3.6] obtenemos la siguiente sucesion exacta:
0—+B,—>A4,6X =X, 18X, ,— - —=>X186X]—>Xo—0

en la que todos los objetos salvo B,, estan en Z". Como % es cerrada bajo
nicleos de epimorfismos, Ker(X; & X| — Xo) € 2 y asi también se tiene
que Ker(Xo @ X| — X; @ X{) € & pues es precisamente el nicleo del
epimorfismo

X2 &P X{ — Ker(X1 &P X(,) — X())

Repitiendo este argumento vemos que todos los niicleos Ker(X; ® X! | —
Xio1 @ X! ,)) € 2 para todo i € {2,...,n — 1}. Luego B, = Ker(A, ®

También tenemos el resultado dual.

Teorema 2.4.4 Sea X wuna subcategoria de una categoria abeliana <7 tal
que X es auto-ortogonal, cerrada bajo sumas directas finitas y cerrada bajo
conticleos de monomorfismos. Si las siguientes sucesiones

0O-M—->Xg—-X1 - =X, 1—>4,—0
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0O->M-—-X, X —-—>X ,—->B,—0

son exactas con X;, X! € 2" para todo i € {0,1,...,n — 1} entonces
A, e & B, Z.

Definicién 2.4.5 Secan &/ una categoria abeliana y 2" una subcategoria de
/. Decimos que la 2 -dimensién proyectiva de un objeto M de .o/ es menor
o igual que n, y notaremos 2 - pd(M) < n, si existe una sucesién exacta

0—-X, - X0—= =X =>Xg—=>M—=0

con X; € 2 paratodoi € {0,1,...,n}. Si n es el menor entero no negativo
por el que existe esta sucesién entonces 2 - pd(M) = n.

Dualmente, diremos que la 2 -dimension inyectiva de un objeto M € &7
es menor o igual que n, y notaremos 2 -id(M) < n, si existe una sucesién
exacta

O-M-X1—-X5—= - =X,1—-X,—0

con X; € 2 paratodoi € {0,1,...,n}. Si n es el menor entero no negativo
por el que existe esta sucesién entonces 2 -id(M) = n.

Observemos que por el Teorema (2.4.4), si 2 es auto-ortogonal y

cumple ciertas propiedades, tenemos que nos vale cualquier sucesion exacta
del tipo
0—-X, - X0—= =X =>Xg—>M—=0

0O-M->X1—-Xo—-—=>X,1 =X, >0)

con objetos de 2" para calcular la 2 -dimensién proyectiva (inyectiva), he-
cho muy importante para poder calcular estas dimensiéon de una forma mas
operativa.

2.5 — Moédulos w-tilting y sus clases asociadas

Comenzamos definiendo las clases de médulos C-relativas, es decir, los
modulos C-proyectivos y los médulos C-inyectivos.
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Definicion 2.5.1 Un R-médulo a izquierda se dice C-proyectivo si este es
isomorfo a C' ®g P (siendo P proyectivo en S-Mod). La clase de todos los
moédulos C-proyectivos se denota por Pe(R).

Un R-moédulo a derecha M se dice C-inyectivo si este es isomorfo a
Home(C, E) para algin S-médulo a derecha F inyectivo. Usaremos Z¢(R)
para denotar la clase de todos los R-mddulos C-inyectivos.

Recordemos ahora, que un R-modulo M es Gorenstein proyectivo, si exis-
te una resolucién proyectiva competa que es Hompg(—, Proj(R))-exacta de
M es decir, si existe una Proj(R)-resolucién completa de M. A la clase de
todos los R-médulos Gorenstein proyectivos se le nota por GProj(R).

De forma analoga se definen los R-mdédulos Gorenstein inyectivos, y la
clase formada por estos GZnj(R).

Visto esto, recordemos también las clases de médulos Gorenstein proyec-
tivos e inyectivos relativos a un moédulo C'.

Definicién 2.5.2 Siendo C el (R, S)-bimédulo definido anteriormente. De-
finimos:

= Un R-médulo a izquierda M lo llamaremos G¢o-proyectivo si existe una
(Proj(R), Addg(C))-resolucion completa de M. A la clase de todos los
R-mdédulos a izquierda Ge-proyectivos la notamos por Ge Proj(R).

» Un S-moédulo a izquierda M lo llamaremos Gg-inyectivo si existe una
(Prods(CY),Znj(S))-resolucién completa de M. A la clase de todos los
S-médulos a izquierda Ge-inyectivos la notamos por Ge Znj(S).

s Un R-moédulo a izquierda M es Gorenstein C-proyectivo si existe una
Addg(C)-resolucién completa de M. A la clase de todos los R-mé6dulos
a izquierda Gorenstein C-proyectivos la notamos por C-GProj(R).

» Un S-moédulo a izquierda M es Gorenstein C-inyectivo si existe una
Prodg(C")-resolucién completa de M. A la clase de todos los S-médulos
a izquierda Gorenstein C-inyectivos la notamos por C-GZnj(S).

Veamos también la definicién y notacién de las dimensiones homologicas
de estas clases C-relativas.

Definicion 2.5.3 Se dice que M tiene dimensién Ge-proyectiva (dimen-
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sién Pe-proyectiva, dimensién Gorenstein C-proyectiva) menor o igual a n,
Ge-pd(M) < n (Pe-pd(M) < n, C-GProj(R)-pd(M) < n), si existe una

sucesion exacta
0—-G, = =G —-Gy—-M—=0

con G; € G¢Proj(R) (G; € Po(R), G; € C-GProj(R)) para todo i €
{0,...,n}. Sin es el menor entero no negativo para el que existe esta sucesion
entonces Go-pd(M) = n (Pe-pd(M) = n, C-GProj(R)-pd(M) = n), y si
no existe tal n entonces Ge-pd(M) = oo (Pe-pd(M) = oo, C-GProj(R)-
pd(M) = o0).

Los conceptos de dimensiones Z¢o-inyectiva, Geo-inyectiva y dimensién Go-
renstein C-inyectiva se definen de forma dual.
Definicion 2.5.4 [5] Un R-médulo a izquierda C' es débilmente Wakamatsu

tilting (w-tilting para acortar) si:

1. Extz'(C,CW) = 0 para cualquier conjunto I (es decir, ) € Addz(C)*
para todo conjunto I).

2. R tiene una Addg(C')-corresolucion exacta 0 - R — Cy — Cy — - - -

Si C satisface 1. pero no 2. entonces C' es Y-auto-ortogonal. Si Extz'(C, C) =
0 entonces C' es auto-ortogonal.

Dualmente, un R-médulo a izquierda U es débilmente cotilting (w-cotilting
para acortar), si:

1. Extz'(UX,U) = 0 para todo conjunto X.

2. Existe un cogenerador inyectivo D € R-Mod con una Prodg(U)-resolucién
exacta -+ — Ay - Ag— D — 0.

Si U satisface 1. pero no 2. entonces U es [I-auto-ortogonal.

Diremos que un bimddulo zCs es débilmente Wakamatsu (co)tilting si
rC'y Cg son débilmente Wakamatsu (co)tilting.

Definicién 2.5.5 Un R-médulo a izquierda M es Hom-fiel relativo a la clase
de R-modulos a izquierda C si:

Homgr(M,N)=0, NeC= N =0.

Diremos que simplemente M es Hom-fiel si M es Hom-fiel relativo a R-Mod.
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Un R-moédulo a izquierda M es auto-Hom-fiel si M es Hom-fiel relativo
a g R[M ] .

Por otro lado, un R-médulo a izquierda M es Hom-cofiel relativo a la
clase de R-modulos a izquierda C si:

Hompg(N,M)=0, NeC= N=0.

Diremos que simplemente M es Hom-cofiel si M es Hom-cofiel relativo a
R-Mod.

Un R-modulo a izquierda M es auto-Hom-cofiel si M es Hom-cofiel rela-
tivo a mr[M].

Un S-médulo a derecha es ®g-fiel relativo a la clase D de S-médulos a
izquierda si: N ®¢ M =0, M € D = M = 0. Diremos que simplemente N
es ®g-fiel si N es ®g-fiel relativo a S-Mod.

Un R-moédulo a izquierda es auto-pequeno si
Homp(M, MD) = Hompg(M, M)W

para todo conjunto I.

Para acabar esta seccion, hagamos un pequeno recordatorio de las co-
nocidas clases de Foxby. Utilizaremos una definicion que las generaliza en
una categoria abeliana, dada en [26], que ademds, también usaremos en el
Capitulo 3.

Sean C y D dos categorias abelianas con productos y coproductos arbi-
trarios. Supongamos que C tiene un generador proyectivo y que D tiene un
cogenerador inyectivo.

Sean (F,G) funtores en situacién de adjuncién (par adjunto) con C

D S C. Entonces F es exacto a derecha y preserva colimites y G es exacto
a izquierda y preserva limites. Sus funtores derivados se denotan por L;F'y
R'G Vi > 0 respectivamente.

Definicion 2.5.6 La clase de Auslander de C relativa a F', denotada por
A(C), consiste en los objetos X satisfaciendo:

1. LyF(X)=0Vi > 1
2. RIG(F(X))=0Vi>1
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3. la unidad px : X — GF(X) es un isomorfismo.

Andlogamente, la clase de Bass de D relativa a G, denotada por B(D),
consiste en los objetos Y satisfaciendo:

1. RIG(Y)=0Vi>1

2. LLF(G(Y))=0Vi>1

3. la counidad vy : FG(Y) — Y es un isomorfismo.

Notemos que si C' es un (R, S)-bimédulo, tenemos que el funtor C ®g —
es adjunto a izquierda de Homg(C, —), es decir, forman un par adjunto. En
este caso, estas clases se definen relativas al bimédulo C, y se notan: la clase
de Auslander como A (S) y la clase de Bass como Be(R).

Es conocido que los funtores 'y G definen una equivalencia entre A(C)
y B(D). Asi, en R-Mod, tenemos que los funtores Homp(C,—) y C ®g —
establecen una equivalencia entre las subcategorias Ac(S) y Be(R).

Acabamos esta seccién con la siguiente definicion de pares semidualizan-
tes.

Definicion 2.5.7 ([26], Definition 2.1])
1. Diremos que el par adjunto (F, G) es un semidualizante a derecha si la
clase de objetos inyectivos esta contenida en B(D).

2. Diremos que el par adjunto (F,G) es un semidualizante a izquierda si
la clase de los objetos proyectivos estd contenida en A(C).

Observemos que, por [5, Proposition 5.4], C' es un R-mdédulo a izquierda
Y-auto-ortogonal y auto-pequeno si, y solamente si, el par (C®g—, Homg(C, —))
es semidualizante a izquierda.

Ademas, esta definicién permite escribir [5, Theorem 5.9] y [8, Theorem

2.5] como:

Teorema 2.5.8 Si rC' es Hom-fiel y Cs admite una resolucion proyectiva
de finitamente generados entonces, equivalen:

1. CV e Ac(S)
2. C-GInj(S) = GevInj(S) N Ac(S).
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3. Inj(R) € Be(R)
4. R = Endg(C) candnicamente y Extz'(C,C) = 0.
5. (C ®s —,Hompg(C, —)) es semidualizante a derecha.

Teorema 2.5.9 Si Cy tiene una resolucion proyectiva de finitamente gene-
rados entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Inj(R) C Bo(R)

2. a) gC es balanceado, es decir, la aplicacion canénica R — Endg(C)
es un isomorfismo.

b) Cs es auto-ortogonal, es decir, ExtEI(C, C)=0

3. (C ®s —,Hompg(C,—)) es semidualizante a derecha.

Si, ademds, rC' es Hom-fiel relativo a o[C]U{E/K : K <}, 1. 0 2. equivalen
a:

3. Prodg(CV) C Ac(S).
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CARITULOS
CATEGORIAS
(2, %)-GORENSTEIN

Dedicaremos este capitulo a estudiar la definicién de objeto (27, %)-
Gorenstein y las primeras propiedades que cumplen estos objetos. Veremos las
propiedades de 2~ e % que necesitamos para que la subcategoria formada por
todos los objetos (2", #%)-Gorenstein sea cerrada para extensiones, nicleos
de epimorfismos, conticleos de monomorfismos y sumandos directos.

A continuacion, estudiaremos cuando las subcategorias 2~ e % estan
dentro de 4( %", %) y, por tltimo, estudiaremos la estabilidad de esta sub-
categoria, es decir, cuando se cumple que Y (Y (2, %)) =9 (2, ¥ ).

Iremos dando las definiciones y resultados de este capitulo tal y como
las estudiamos en su dia, haciendo un paralelismo con las clases de médulos
Ge-proyectivos y Ge-inyectivos estudiadas en [5]. En el que, al estudiarlo,
fuimos buscando las propiedades que debian cumplir las subcategorias 2 e
% para que se cumplieran los resultados deseados.

Por 1ltimo, veremos que las subcategorias de Foxby relativas a una ad-
juncion se pueden ver, bajo determinadas condiciones, como subcategorias

(2, %)-Gorenstein.

También tenemos que destacar que otros autores estudian problemas simi-
lares, véase [44], aunque nuestra aproximacion es original y tiene sus propias

67
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consecuencias.

Para evitar repetirlo en cada definicion y cada resultado, durante este
capitulo y el siguiente, el Capitulo 4, supondremos, salvo que se diga lo
contrario, que & es una categoria abeliana con suficientes inyectivos y Z e
% son dos subcategorias de o7

3.1 — Definicion y ejemplos

Comenzamos definiendo los objetos (£, #')-Gorenstein.

Definicion 3.1.1 Diremos que un objeto A de &7 es (2", #)-Gorenstein si
existe una sucesién exacta, Hom (2", —)-exacta y Hom, (—, % )-exacta en
o, de la siguiente forma

s X = X Y0 Y
con X; € Z eY' € ¥ parai >0, tal que A =Im(Xy — Y?).

Al igual que en la categoria R-Mod, a esta sucesiéon exacta la llamamos
(2", % )-resolucién completa de A, asi, un mddulo es (27, #')-Gorenstein si
tiene una (£, #)-resolucién completa.

Notaremos por ¥(Z°,%) a la subcategoria plena que contiene a todos
los objetos (2", %' )-Gorenstein.

Como el objeto cero esta contenido en las subcategorias 2~ e ¢ enton-
ces (2, %) contiene al objeto cero. Ademas, es claro que la subcategoria
G (2, %) es cerrada bajo isomorfismos.

De la definicion, abusando del lenguaje, se tiene:
1. 2N CYZ,%)
2. (fes(2)N NV U(Z N X Ncores()) CY(L, %)

Ejemplo 3.1.2 Esta subcategoria generaliza a muchas ya conocidas, por
ejemplo, tenemos ¥ (Proj(<f), Proj(</)) = GProj(</) es la subcategoria
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de los objetos Gorenstein proyectivos y 4 (Znj(«/),Inj(<)) = GInj(</) es
la subcategoria de los objetos Gorenstein inyectivos, estudiadas por ejemplo
en [16].

En general, si 2" es una subcategoria de o7, la subcategoria 4 (.2"), que
se define como la formada por los objetos que son la imagen de uno de los
morfismos de una 2 -resolucién completa (véase por ejemplo [38]), coincide

con (X, Z).

También, como deciamos al principio de este capitulo que es nuestra in-
tencion, en la categoria R-Mod tenemos que la clase de los médulos Ge-
proyectivos, estudiada en [5], no es otra que ¥ (Proj(R), Addg(C)), es decir,

G Proj(R) =9 (Proj(R), Addg(C)).

El primer hecho que ocurre en G Proj(R), por la naturaleza de la clase
de los proyectivos, es que Proj(R) C + Addr(C) y que Proj(R) es auto-
ortogonal, sea quien sea C'. Ademas una de las primeras condiciones que se le
exigen a C' es que sea Y-auto-ortogonal, que no es otra condicién que Addg(C')
sea auto-ortogonal. Tomando estas condiciones en dos subcategorias mas
generales, tenemos:

Proposiciéon 3.1.3 Si 2" C 1% y M es un objeto (X ,%)-Gorenstein en-
tonces, para 1 > 0, se tiene

Im(Y' Y™ ezt Im(Xy —»X)erw Me2'in'w
St ademds & e % son auto-ortogonales se tiene
Im(Y" = Y Im(X; — X;) € -0+
Demostracién. Dado un objeto (2", %')-Gorenstein M tenemos que existe
una sucesiéon exacta, Hom, (2", —)-exacta y Hom (—, % )-exacta
e X 5 X2 Y0yl

con X; € Z eY' € & para i > 0, tal que M = Im(X, — Y?). Si lla-
mamos M; = Im(X; — X, 1) y M' =Im(Y; ., - Y)y My =M’ =M
entonces las siguientes sucesiones exactas cortas son Hom,, (2", —)-exactas y
Hom,, (—, #)-exactas

0— M, —X; = M; —0 0— M —=Yi— M+ 50
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Dado X € 27, veamos que Ext” (X, M%) = 0 para i > 0 (andlogamente
tendriamos Ext”,(M;,Y) = 0 VY € #). Para ello, se considera la sucesion
exacta larga asociada al funtor Hom,, (X, —) de la sucesién 0 — M* — Y —
Mi+1 =0

0 — Hom,, (X, M") — Hom, (X, Y") — Hom (X, M) —

— Extl (X, M%) — BExtL (X, Y} — ...

Como 2 C % entonces Ext" (X,Y?) = 0y, al ser 0 — M’ — Y —
M+ — 0 Hom, (2, —)-exacta, se tiene que Ext!, (X, M?) = 0 para todo
1> 0.

Ahora, si consideramos los términos superiores de la sucesién anterior,
para j > 0;

o= Ext! (X, Y?) = Ext], (X, M) = Ext/TH(X, M) —
0

— Ext/7N (X, YY) — Ext N (X, M) — -
—_— ——
0

se tiene que Ext’f' (X, M?) = Ext’, (X, M), por tanto Ext’, (X, M?) = 0
para todoi >0y j > 1.

Finalmente, si ¢ es auto-ortogonal entonces, dado Y € % entonces utili-
zamos otra vez el razonamiento anterior al aplicar el funtor Hom, (—,Y’) a la
sucesion exacta 0 — M* — Y — M — 0, y tenemos que Ext’, (M Y) =
0. |

3.2 — Propiedades de las subcategorias
(2, % )-Gorenstein

Al igual que G¢ Proj(R) en R-Mod, comenzamos caracterizando los ob-
jetos (27, % )-Gorenstein. Para ello, dada la cantidad de propiedades que
cumplen los proyectivos, sintetizamos las que creemos que son bésicas para
ello.
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Proposiciéon 3.2.1 Si 2" C 1% entonces, un objeto M de o es (X ,%)-
Gorenstein si, y solamente si M admite una 2 -resolucion exacta, M admite
una % -corresolucién exacta y M € '+ N+ .

Demostracién. Sea M € ¥(2,%), entonces por la Proposicion
M e Z+N+% y es claro existe una 2 -resolucién exacta de M y una
% -corresolucion exacta de M.

Sea M tal que M € 2+ N+% y existen una 2 -resolucién exacta de M
y una % -corresolucion exacta de M. Sea una 2 -resolucién exacta de M

=Xy = X M —0. (3.1)

Comprobemos que esta 2 -resolucién exacta es Hom, (—, #')-exacta (analo-
gamente tendriamos que una % -corresolucién exacta de M es Hom (2", —)-

exacta). Sea Y € &, usando el Lema se tiene que
Ext!, (Ker(X; — X;1),Y) 2 Ext"/'(M,Y) =0,
luego (3.1) es Hom (—, % )-exacta. Por tanto M € 4 (2, %). ]

Proposicion 3.2.2 4(Z %) es cerrada bajo sumas directas finitas.

Demostracién. Dados dos objetos A, B en 9 (2, %) se tiene que la su-
cesién escindida 0 - A - A@® B — B — 0 es Hom, (%", —)-exacta y
Hom,, (—, % )-exacta, aplicando [44] Theorem 3.7] se tiene que A @& B €
G(X, ). ]

Recordemos que la clase de los modulos Ge-proyectivos es cerrada ba-
jo extensiones, sea quien sea C. En el caso de la subcategoria (27, % )-
Gorenstein necesitamos algunas propiedades que cumplen Proj(R) y Addg(C).
Veamos cuales son:

Proposicion 3.2.3 Si las subcategorias Z e % son cerradas bajo sumas
directas finitas y 2 C 1% entonces (X, %) es cerrada bajo extensiones.

Demostracién. Consideremos la sucesién exacta 0 - A - B —- C — 0
en o tal que A,C € 9 (2 ,%). Por la Proposicién tenemos que
A, C € Z+ N+ entonces la sucesién anterior es Hom,, (2", —)-exacta y
Hom,, (—, %) exacta. Aplicando [44, Theorem 3.7] tenemos que B € 4 (2", %).
u



72 Capitulo 3. Categorias (2", % )-Gorenstein

Corolario 3.2.4 Sea 0 - A" - A — A” — 0 una sucesion evacta en &/ con
AeY (X, %)y X CL¥. Entonces se cumple:

1. SiExt, (A" ) =0y A € G(X,%), entonces A" € (2, %).

2. SiBxt (X, A =0y A" €Y (X, %), entonces A' € G( 2, %).

Demostracién. Es consecuencia directa de [44, Theorem 3.10]. |

Proposicion 3.2.5 Si las subcategorias Z e % son cerradas bajo sumas
directas finitas entonces G( 2", %) es cerrada bajo sumandos directos.

Demostracién. Consideremos G € 4(2°, %) tal que G = A @ B. Veamos
que B admite una 2 -resolucién exacta y Hom, (—, % )-exacta (de forma
andloga se comprueba que admite una % -corresolucién exacta y Hom, (2", —)
y habriamos terminado).

Como G es (27, % ')-Gorenstein, existe la sucesion exacta, Hom (2", —)-
exacta y Hom,, (—, %)-exacta

0—-Ky—>Xgo—~G—0

donde Xy, € 2y Ky admite una 2 -resolucién exacta y Hom, (—, % )-
exacta, junto con la sucesion exacta

0A—-G—-B—=0

que es escindida (y por tanto Hom, (2", —)-exacta y Hom, (—, #')-exacta),
tomamos el diagrama pullback del Lema m (que tiene filas y columnas
exactas Hom (42", —)-exactas y Hom, (—, %#)-exactas)

0 0
Ky—— K,
0—=Py-->Xy—>B——>0

G B 0

\
v

jf
0
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Consideramos ahora la sucesion 0 — Ky — Fy — A — 0 y la sucesién escin-
dida 0 - B - G — A — 0 y tomamos el diagrama pullback del Lema [2.3.4
(que tiene filas y columnas exactas Hom, (2", —)-exactas y Hom (—, % )-
exactas)

(j 0
B——B
0—=Ky—>Dy-->G—=0

I
Y

0 Koy F A 0
0

si observamos la sucesion 0 — Kg — Dy — G — 0, como Ky, G admiten
Z -resoluciones exactas y Hom, (—,Y')-exactas, aplicando el lema de la he-
rradura (Lema tenemos que Dy admite una 2 -resolucion exacta y
Hom,, (—, % )-exacta. Luego existe la sucesién exacta, Hom, (2", —)-exacta
y Hom (—, % )-exacta 0 — K; — X; — Dy — 0 con X; € 2" y K; admite
una Z -resolucién exacta y Hom, (—, %')-exacta, que junto con la sucesién
0 —- B — Dy — Py — 0 consideramos el siguiente diagrama pullback con
filas y columnas exactas, Hom, (2", —)-exactas y Hom (—, % )-exacta que
nos da el Lema

0

0 0
K, —K;
O—P-->Xy—=F—0
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Ahora componiendo las sucesiones exactas 0 — P, — X; — By — 0y
0 — Py — Xo — B — 0 tenemos la sucesion exacta, Hom, (2", —)-exacta y
Hom,, (—, % )-exacta

0P >Xi—Xo—>B—0.

Para acabar, basta continuar considerando el diagrama pullback dado por
las sucesiones 0 - K1 - PP - B —-0y0 —- A — G — B — 0y seguir
el proceso hasta obtener una 2 -resolucién exacta y Hom (—, #)-exacta de

B

\-
Dualmente tendriamos una %/ -corresolucion exacta y Hom,, (2", —)-exacta
de B. Componiendo ambas tenemos que B € (2", %). [

Observemos que en el caso de los modulos Ge-proyectivos la propiedad
anterior es méas facil de demostrar, pues las clases Proj(R) y Addg(C') cum-
plen mas propiedades.

Para acabar esta secciéon veamos las propiedades que necesitamos para que
G(Z, %) sea cerrada bajo niicleos de epimorfismos, ya que esto se cumple
en G¢ Proj(R) cuando C es Y-auto-ortogonal.

Proposicion 3.2.6 Si 2 C *%, 2 e % son cerradas bajo sumas direc-
tas finitas y auto-ortogonales y 2 es cerrada bajo nicleos de epimorfismos,
entonces G( 2, %) es cerrada bajo nicleos de epimorfismos.

Demostracién. Consideremos la sucesion exacta 0 — M’ — M — M" —
0 donde M, M" € 4(Z,%). Entonces, dado Y € %, si consideramos la
sucesién exacta larga asociada al funtor Hom, (—,Y") entonces se tiene que
M' € *% . De la misma forma, dado X € 27, si consideramos la sucesién
exacta larga asociada al funtor Hom,, (X, —) tenemos que M’ € 2™+.

Continuemos viendo que M’ tiene una % -corresolucién exacta. Sea
0—-M-—=Y' Yyl —...

una % -corresoluciéon exacta de M con C° = Im(Y" — Y'!), entonces, como
0O—-M —-M-—->M —-0y0—M—Y?— C°— 0son Homy(—,%)-
exactas, consideramos el diagrama pushout del Lema m (que tiene filas y
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columnas exactas y Hom,, (—, %')-exactas)

0 0
0 M M M" 0
|
*
\
0—=M —=Y'— - =P~
C0 —— ("
0 0

como la sucesion 0 — M” — P — C° — 0 es Hom, (—, % )-exacta y
M",C° € cores(#) por el dual del Lema de la Herradura (Lema [2.2.8)) tene-
mos que P € cores(%)

0—=>P—=Y!'5Y? ...

y, como 0 = M’ —Y" — P — 0 es Hom,/(—, % )-exacta, se obtiene
0 M’ Yo yn

N

que es una % -corresolucién exacta de M’.

Por otro lado, al ser M” un objeto (2", % )-Gorenstein, se puede tomar
0= K - X = M" — 0donde X[/ € & y K{ posee una Z -resolucién
exacta, ademds como 2 es auto-ortogonal se tiene que K| € 2™*+. Consi-
deramos entonces el diagrama pullback del Lema m(con filas y columnas
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exactas y Hom,, (2", —)-exactas)

0 0
QgKg
0 M’ P77>X6,4>0
I
‘
\
0 M’ M M 0
0 0

De la sucesion 0 — K| — P — M — 0 exacta y Hom, (2", —)-exacta,
como K{/, M € 2+ Nres(2") (tomando la sucesién exacta larga que nos da
el funtor Hom (X, —) para cualquier X € 27), tenemos que P € 2'* y por
el lema de la herradura (Lema tenemos que P € res(2). Por tanto,
existe la sucesién exacta 0 — K} — X — P — 0 con K € 2+ Nres(2).
Y consideramos el diagrama pullback del Lema

0 0
K| ——K]
0— =P - > X|—> X! —>0
\
*
v
0—> M’ P X/ —=0
0 0

Utilizamos en la segunda fila que 2" es cerrado bajo nicleos de epimorfismos
y PP e .Y por ser 2 auto-ortogonal, en la primera columna, tenemos
que M’ € 2+, Juntando ahora una 2 -resolucién exacta de K con esta
sucesion exacta corta, se tiene que M’ € res(Z").
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Finalmente, por la Proposicion 3.2.1) M’ es (2", %')-Gorenstein. ]

El resultado dual.

Proposicion 3.2.7 Si 2 C 1%, Z e % son auto-ortogonales y cerradas
bajo sumas directas finitas e % es cerrada bajo conicleos de monomorfismos,
entonces G(Z, %) es cerrada bajo conticleos de monomorfismos.

3.3 — Problema de estabilidad de las
subcategorias (2, % )-Gorenstein

En primer lugar, veamos cuando las subcategorias 2~ e % estan en la
subcategoria 4 (2", %'). En el caso de los R-mddulos Gg-proyectivos, los pro-
yectivos siempre lo son, y para que Addz(C') esté en G¢ Proj(R), necesitamos
que esta clase sea auto-ortogonal.

Proposicion 3.3.1 Supongamos que 2 es auto-ortogonal y 2 C +% . En-
tonces 2~ C cores(%) si, y solamente si X C G( X, %),

Demostracién. =) Si X € 2 entonces X € 2+ N+% y X € res(2)
(0 - X - X — 0 es una Z -resolucién exacta) y, por hipétesis, X €
cores(%), luego X € 9 (2, %).

<) Es claro porque todos los objetos (2, % )-Gorenstein tienen #%'-
corresoluciones exactas. ]

También se cumple el resultado dual.

Proposicion 3.3.2 Si % es auto-ortogonal y & C +% entonces, % C
res(Z7) si, y solamente si % CG(Z,Y).

Definiciéon 3.3.3 Si 2" es auto-ortogonal, 2" e % cerradas bajo sumas
directas finitas, 2" C *% y 2 C cores(%), diremos que el par (2, %) es
G-compatible a izquierda
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Dualmente, (£, %) es G-compatible a derecha si % es auto-ortogonal,
Z e % cerradas bajo sumas directas finitas, 2" C *% e % C res(Z).

Y diremos que el par (27, %) es G-compatible si lo es, a la vez, a derecha
e izquierda.

Observemos que en el caso de las clases que definen los Gg-proyectivos,
si C' es Y-auto-ortogonal entonces (Proj(R),Addgr(C) es G-compatible a
derecha. Y en el caso de que C' sea débilmente Wakamatsu tilting, tendremos
que (Proj(R), Addg(C) es G-compatible. Por lo que, los siguientes resultados
son una generalizacién de los dados en la seccién 2 de [3].

Proposicion 3.3.4 Si el par (Z7,%) es G-compatible a izquierda entonces
todos los nicleos de las 2 -resoluciones exactas de M son objetos (2 ,%)-
Gorenstein.

Demostraciéon. Si

= X1 =2 Xo > M —0

es una 2 -resolucion exacta de M, llamando K, = Ker(Xy — M), entonces
tenemos la sucesion exacta

0= Ky— Xg—> M —0.

Si tomamos ahora X € 2 e Y € # y consideramos las sucesiones exac-
tas largas de la sucesién anterior asociadas a los funtores Hom (X, —) y
Hom,,(—,Y) se comprueba que K, € 2+ N+%.

Finalmente veamos que K, admite una % -corresolucién exacta. Como
Z C 9Y(Z,%) podemos tomar la sucesion exacta y Hom, (—, % )-exacta
0= Xo—=Y, =-C, —-0conY, €% y(C, € cores(#) y consideramos el
diagrama pushout del Lema (que tiene filas exactas y Hom (—, %)-
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exactas)

como 0 - M — P — C} — 0 es exacta y Hom,, (—, %#)-exacta, por el dual
del lema de la herradura (Lema [2.2.8)) tenemos P € cores(#). Si componeos
ahora una % -corresolucién exacta de P con

0—-Ky—Y1T—>P—0

obtenemos una %/ -corresolucion exacta de K.

Luego Ky es (27, % )-Gorenstein. [

Observemos que en la hipdtesis de la Proposicién no consideramos
que la subcategoria 2 sea cerrada bajo nucleos de epimorfismos. En caso de
hacerlo, la prueba seria evidente.

Dualizando el resultado anterior.

Proposicion 3.3.5 Siel par (27, %) es G-compatible a derecha entonces to-
dos los coniicleos de las % -corresoluciones exactas de M son objetos (2", % )-
Gorenstein.

Observemos lo que ocurre en la clase de los objetos Gorenstein proyecti-
vos, dado M un objeto Gorenstein proyectivo, si X es la resolucion proyectiva
completa cuyo niicleo de la diferencial de grado 0 es M, entonces los ntcleos
de todas las diferenciales de X son objetos Gorenstein proyectivos. Este he-
cho no parece igual de claro en el caso de los objetos (2, % )-Gorenstein.
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Sin embargo, a partir de las proposiciones y resulta inmediato que
esto es asi, es decir, si

R (= . (= B A =

es una sucesion exacta, Hom (%2, —)-exacta y Hom (—, #')-exacta, enton-
ces todos los ntcleos de X, 11 — X, los de Y™ — Y™ y Ker(X, — Y?)
son objetos (X", #)-Gorenstein.

En el siguiente resultado demostramos que, el proceso de iteracion de la
construccién de los objetos (27, %')-Gorenstein estabiliza en el segundo paso
cuando el par (27, %) es G-compatible. Dicho de otra forma, podemos cons-
truir los objetos Gorenstein relativos a dos clases 2 e %, pero al construir
los objetos Gorenstein relativos respecto a 4 (2", %) no obtenemos nada nue-
vo. Esto generaliza lo que probaron en [38, Corollary 4.10] Sather-Wagstaff
y otros.

Teorema 3.3.6 5i (Z,%) es un par G-compatible entonces

GG(X V) =G (X, Y).

Demostracién. ¥ (2°,%) C 9(9(2,%)). Dado M € 9(Z,%) basta
tomar la sucesion

0 —M=—M——0

G(X,Y) D9(9G(Z2,%)). Dado M € G (G (2 ,%)) tenemos que exis-
te una sucesion exacta, Homy (4 (2", %), —)-exacta y Homy (—, 9 (2", %))-

exacta
G4 Go G° G1
NN SN
M,y M M
(3.2)

con G;,G" € Y( X, %), M; = Im(G; — G;_1), M* = Im(G"! — GY) y
M = Im(Go — GO)

Como 2  C cores(#) tenemos que 2 C 9(2,%), y como (3.2) es
Hom (9 (2, %), —)-exacta entonces también es Hom, (2", —)-exacta. Con
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el razonamiento andlogo tenemos que (3.2)) es también Hom, (—, #)-exacta.
De esta forma tenemos que M € 2+ N+%.

Veamos que M € 168(2) (M € cores(#) es andlogo). Como Gy €
G (2, %) existe la sucesiéon exacta 0 — Ky — Xog — Go — 0 con Xg € 2"y
Ko € 9(Z,%) (por la Proposicién [3.3.1]), junto con la sucesién 0 — M; —
Gy — M — 0 construimos el diagrama pullback del Lema (con filas y
columnas exactas y Hom,, (2", —)-exactas)

0 0
Ky Ky

ya tenemos el primer eslabén 0 — Py — Xo — M — 0 de la 2 -resoluciéon
exacta de M. Tomando las sucesion 0 — Ky — Py — M; — 0 y la sucesion
0 — My — G1 — M; — 0 consideramos el diagrama pullback del Lema [2.3.4]
(que tiene filas y columnas exactas y Hom, (2", —)-exactas)

0 0
My == M,
0*>K0*>D0**>G1*>0
I
*
Y
0 Koy F M, 0
0 0
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Como G1,Ky € 9(Z',%), por la Proposicién [3.2.3] se tiene que Dy €
G (X, %), entonces existe 0 — K| — X{j — Dy — 0 exacta con X € Z
y Ky € 9(Z,%). Junto con la sucesién exacta y Hom, (2, —)-exacta

0 - My — Dy — Py — 0 consideramos el siguiente diagrama pullback
del Lema (con filas y columnas exactas y Hom (2", —)-exactas)

(j 0
K, —— K/,
0— =P - —=X,—=Py—>0

*
\i

0 M, Dy ) 0
0

La sucesién exacta y Hom (2", —)-exacta 0 — P, — X — Fy — 0 es el
segundo eslabén de la 2 -resolucion de M, continuando con las sucesiones
exactas 0 - K — P, — My - 0y 0 — M3 — G2 — My — 0, y repitiendo
el proceso indefinidamente obtendriamos una 2 -resoluciéon exacta de M.
Por tanto M € 9(2",%). u

0

Hasta ahora entendemos que los objetos (2", %')-Gorenstein son aquéllos
que se obtienen como ntcleos de sucesiones

e X X Y0 Y

que son exactas, Hom (2", —)-exactas y Hom,, (—, % )-exactas, y tales que
X, € 2, Y' € % Vi. En el siguiente teorema encontramos las condiciones
que deben cumplir las subcategorias 2 e %, para que tanto la posicién de
los X; v los Y como la cantidad de unos y de otros presentes en la sucesién
resulte totalmente irrelevante, hasta el punto de que la cantidad de unos u
otros puede ser cero. Este hecho puede resultar muy 1util a la hora de estudiar
los objetos (2, %' )-Gorenstein.
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Teorema 3.3.7 Supongamos que X e % son auto-ortogonales, cerradas
bajo sumas directas finitas y 2 C +% . Entonces son equivalentes

1. X% CY9(2,%)
2. X Ccores(¥) e W Cres(X)

3. MeG(Z,%) si, y solo si, existe una sucesion exacta, Hom, (2", —)-
exacta y Hom (—, %)-ezacta

e A Ao A A

con Aj, A€ ZUY y M =Im(A; — A?).

Demostracion. 1.<2. Se tiene por las Proposiciones y18.3.2

2.=3. Sea la sucesion exacta Hom,, (2", —)-exacta y Hom (—, %)-exacta

e A Ay A A

donde A;, A7 € ZU% y M = Im(Ay — AY), comprobemos entonces que
Me9g(Z,%).

Comencemos viendo que como 2 e % son auto-ortogonales y 2" C + %/,
se tiene que M € 2+ N+%.

Comprobemos que M € 1e5(.2") (dualmente se ve que M € cores(%)).
Llamando M; = Im(A; — A;_1) parai > 0y My = M tenemos las sucesiones
exactas y Hom, (2", —) exactas 0 - M; — A; 1 — M, — 0.

Como 2 € cores(#) e # € ves(Z) tenemos que 2 U% € 4 (X, %),
y como Ag € Z UX, existe 0 - Ky — Xg = Ag — 0 con Xg € &
y Ko € 9(Z,%) (por la Proposicién [3.3.4). Con la sucesién anterior y
0— M; — Ay = M — 0 consideramos el diagrama pullback del Lema [2.3.3
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(con filas y columnas exactas y Hom (2", —)-exactas)

0 0
Ko——= K,
0—= P —->Xg—>M—=0

I

v

0 M, A M 0
0

Asi 0 — Py — Xy — M — 0 es una sucesién exacta y Hom (2", —)-exacta
(que seré el primer eslab6n de la 2 -resolucién exacta de M).

0

Considerando ahora las sucesiones exactas y Hom, (2", —)-exactas 0 —
Koy— P — M —0y0— My — Ay — M; — 0, tomamos el diagrama pull-
back del Lema [2.3.4] (con filas y columnas exactas y Hom,, (2", —)-exactas)

0 0
My ——== M,
04>K04>D0**>A14>0
I
*
\i
0 K, B M, 0
0 0

Como Ay, Ky € 9(Z,%) entonces, por la Proposicién , se tiene que
Dy € 9(Z',%). Por tanto, existe la sucesién exacta y Hom, (2", —)-exacta
0= Ky— X1 =Dy —>0con Xy € ZyKjed(Z, %),y junto con la
sucesion 0 — My — Dy — Py — 0 consideramos el diagrama pullback del
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Lema [2.3.3] (con filas y columnas exactas y Hom,, (2", —)-exactas)

0 0
K ——K],
0— =P -->X,—=P)—=0

V
0 M, Dy Py 0

i

0 0

ya tenemos el segundo eslabén 0 — P, — X — Py — 0, es decir, la sucesion
exacta y Hom, (2", —)-exacta 0 - P, — X; — Xog = M — 0.

Si continuamos el mismo proceso con las sucesiones
0— K,— P — My, —0

y
0— M3z — Ay — My — 0,

exactas y Hom, (2", —)-exactas y lo repetimos indefinidamente obtendremos
una 2 -resolucion exacta de M. Asi M € G(Z",%).

3.=2. Dado X € Z, la sucesion 0 ——= X ——=X ——0 es exacta,
Hom,, (2", —)-exacta y Hom, (—, % )-exacta, entonces 2~ C Y (2, %) y
por la Proposicién m tenemos que 2~ C cores(%). De igual forma obten-
dremos % C res(2). ]

3.4 — Subcategorias de Foxby relativas vistas
como subcategorias (£, % )-Gorenstein

En esta seccion veremos que existen mas ejemplos aiin de este tipo de
subcategorias, las famosas clases de Foxby.
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Durante toda esta seccion consideraremos que C y D son categorias abe-
lianas y que F' : C — D y G : D — C son funtores.

Si notamos por

G(Inj(D)) ={U e C|U=G(E), EeInj(D)},
F(Proj(C)) = {W € D | W 2 F(P), P € Proj(C)},

llegamos al siguiente resultado.

Teorema 3.4.1 Si (F,G) es un par adjunto semidualizante a derecha en-
tonces A(C) = 4 (Proj(C), G(Znj(D)).

Demostracién. Por [26] Theorem 2.11] solo hay que probar que, dado
un M € 4 (Proj(C),G(Znj(D)), hay una (Proj(C), G(Znj(D))-resolucién
completa de M que es F'(—)-exacta. Sea

X= =P = F—GE)—GE)—

una (Proj(C), G(Znj(D))-resolucion completa de M. Sabemos que para todo
E € Inj(D) Hom¢(X,G(F)) es exacta, en particular para E’ cogenerador
inyectivo de D. Por la adjuncién, tenemos que Homp(F(X), E') es exacta,
entonces F'(X) es exacta por ser E’ cogenerador inyectivo de D. [ ]

La aplicaciéon de este resultado sobre la ya conocida clase de Auslander
de un (R, S)-bimédulo C' nos proporciona la siguiente relacion:

Ac(S) =9 (Proj(S), Homg(C,Znj(R)).

Ademas, se cumple:

Proposicion 3.4.2 Sea (F,G) un par adjunto semidualizante a derecha e
izquierda. Entonces (Proj(C),G(Znj(D)) es G-compatible y la subcategoria
4 (Proj(C),G(Inj(D)) = A(C) es cerrada bajo nicleos de epimorfismos y

cerrada bajo conicleos de monomorfismos.

Demostraciéon. Ambas clases son cerradas bajo sumas directas finitas.
La clase Proj(C) es auto-ortogonal y G(Znj(D)) C Proj(C)*.
Por [26, Lemma 2.8] la clase G(Znj(D)) es auto-ortogonal.
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G(Znj(D)) C res(Proj(C)). y por el Teorema [26, Theorem 2.11] tenemos
Proj(C) C cores(G(Znj(D))).
Proj(C) es cerrada bajo nicleos de epimorfismos.

Veamos que G(Znj(D)) es cerrada bajo conticleos de monomorfismos. Sea
la sucesion exacta
0—-GF)—-GE)—>C—=0
con E, E" € Inj(D). Por [26, Proposition 2.12] tenemos K € A(C). Aplican-
do F', como E, E" € B(D), tenemos la sucesién exacta

LF(K)=0—E—FE —- F(K)—0.

Como Znj(D) es cerrada bajo conticleos de monomorfismos tenemos F(K) €
Inj(D). Por tanto, como K = G(F(K)) entonces K € 4(Znj(D)). [

De la misma forma, se obtienen los resultados duales. En este caso apli-
cando [26, Theorem 2.14].

Teorema 3.4.3 Si (F,G) es un par adjunto semidualizante a izquierda en-

tonces B(D) = 4(F(Proj(C)),Inj(D)).

Este Teorema, dado un (R, S)-bim6dulo C|, nos proporciona la relacién
analoga a la anterior, en este caso sobre la clase de Bass relativa a C', es decir,

Bc(R> - g<c ®S PTO](S)vIn](R))a

que ademads, generaliza a [44] Proposition 3.3].

Por 1ltimo, el resultado dual de la Proposicién [3.4.2] dada por [26, Pro-
position 2.15].

Proposicion 3.4.4 Sea (F,G) un par adjunto semidualizante a derecha e
izquierda. Entonces ((F(Proj(C)),Znj(D)) es G-compatible y la subcategoria
G((F(Proj(C)),Inj(D)) = B(D) es cerrada bajo nicleos de epimorfismos y
cerrada bajo conicleos de monomorfismos.






/
CARPTULOA
DIMENSIONES
(2, %)-GORENSTEIN

En este capitulo trataremos la dimension proyectiva (inyectiva) induci-
da por la subcategoria ¥(2°,% ). Probaremos que la ¢(2", #)-dimensién
proyectiva (inyectiva) de un objeto que tenga dimension finita quedara total-
mente determinada por el minimo grado del funtor Ext a partir del cual los
siguientes son todos cero, es decir, serda el menor niimero natural n tal que
Ext® = 0 Vk > n + 1. A continuacién investigaremos las condiciones bajo
las cuales la 2 '-dimensién proyectiva (inyectiva) coincide con la 4 (2", %)-
dimensién proyectiva (inyectiva).

Después, definiremos la 4 (2", %')-dimensién global proyectiva (inyectiva)
de la categoria, donde llegaremos a la conclusién de que cuando ésta es finita
la subcategoria 2" (%) coincide con Proj(<f) (Inj()).

89
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4.1 — Dimensién (2, % )-Gorenstein proyectiva
e inyectiva

Comenzamos con la definiciéon de dimensién proyectiva, también llamada
dimension por la izquierda, en &7 inducida por estas subcategorias.

Definicion 4.1.1 Dado un objeto M de ., decimos que la ¥ (2", % )-
dimension proyectiva de un objeto M es menor o igual que un natural n,
y notaremos ¥ (2", % )-pd(M) < n, si existe una sucesion exacta

0—-G, =G = =G —=Gy—M—=0

donde G; € 9(Z", %) para todo i € {0,1,...,n}.

Y decimos que 4 (2", %)-pd(M) = n si n es el menor entero no negativo
para el que existe esta sucesion.

Se nos presenta el siguiente problema, para calcular la ¢ (2", %' )-dimensién
proyectiva de un objeto deberiamos considerar todas las sucesiones exactas
de este tipo y quedarnos con la longitud més pequetia de todas éstas. Para
solventarlo tenemos los siguientes resultados, como veremos, gracias a ellos,
podremos calcular la dimension tomando cualquier sucesién exacta de este
tipo.

Lema 4.1.2 Si el par (2 ,%) es G-compatible a izquierda entonces, dada
la sucesion exacta

0—-A4,—-G_1— =G —-Gy—M—=0

con G; € 9(X, %) para todo i € {0,1,...,n—1}, existen la sucesion exacta
0—-K, - X1 ==X =>Xg—=>M—=0

con X; € X y el morfismo de complejos

OHKnHanl Xl XU M O

L L

OHAnHGn_l Gl Gg M 0




4.1 Dimension (2, %' )-Gorenstein proyectiva e inyectiva 91

Demostracién. Dada la sucesion exacta
0—-A4, -G 41— —G —>Gy—M—=0
llamamos A; = Im(G; — G;_1) para todo i € {1,2,--- ,n — 1} y tomamos
la sucesién exacta 0 — A; — Gy — M — 0. Como G € 9 (2", %) entonces
existe la sucesion exacta
O—>G6—>Xo—)GQ—>O
con Xg € 2y Gy € 9(Z,%). Utilizando estas sucesiones exactas toma-

mos el siguiente diagrama pullback con filas y columnas exactas que nos
proporciona el Lema [2.3.3]

0 0
Gy —G
I
*
\
0 Ay Go M 0
0 0

es decir, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Xo——M ——0

/
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Ahora considerando las sucesiones exactas 0 — G, — P, — A; — 0y

0 - Ay — G; — Ay — 0y el siguiente diagrama pullback con filas y
columnas exactas del Lema 2.3.4]

0 0
Go G
04>A24>D1**>P14>O
I
*
Y
0 Ao G1 Ay 0
0 0

como la subcategoria ¥ (2", %) es cerrada bajo extensiones entonces Dy €
G(Z, %), luego existe la sucesién exacta 0 — G} — X1 — Dy — 0 con
X1 e X yGe9(Z,%). Con esta sucesion y la sucesién 0 — Ay — Dy —
P, — 0 tomamos el siguiente diagrama pullback del Lema [2.3.3

0 0
G —a,
0—>P-->X, —=P,—>0
I
*
Y
0 A2 D1 P1 0
0 0
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entonces, el siguiente diagrama es conmutativo
P2 —— Xl —— Pl

L

AQHD14>P1

|

Ay ——=GCG1—= 4

y por tanto, el diagrama siguiente también conmuta

Ay

Continuariamos el proceso al considerar ahora las sucesiones exactas 0 —
G, - P, — A —0y0— A3 — Gy — Ay — 0 y procediendo de la misma
forma hasta el paso n. [ |

Teorema 4.1.3 Si el par (2, %) es G-compatible a izquierda y 2 es ce-
rrada bajo nicleos de epimorfismos entonces, dadas las sucesiones exactas

0—-A4,—-G_1—>—G —>Gy—M—=0

0—+B,—H,1—--—H —Hy—M-—=0
con G, H; € 9(Z, %) para todo i € {0,...,n— 1}, se tiene
A, e9(ZX, %) & B,e9(Z,%).

Demostracién. Si A, € 9(2,%) entonces A, € 2t si llamamos
A; = Im(G; — Giy), como G; € 9(2,%), se tiene que dado X € 2
Ext! (X, 4;) = Ext5" (X, A,) = 0, luego la sucesién

dn, dy do

0 A, Gn-1 e G, Go M 0
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es Hom (2", —)-exacta.

Aplicando ahora el Lema [4.1.2] existe el diagrama conmutativo con filas
exactas

0K, — I Xy —— o —= X P Xy 0 (40)
OHBnHHn_l H1 HO M 0

con X; € 4 paratodo:=0,1,...,n—1.

Ahora, llamando K; = Im(X; — X;_1), construiremos un morfismo de
complejos a partir de las siguientes sucesiones exactas

X, i X,
K

fn

0 K, X, , o\ 0

Yo M 0

G & Gy
Ay

Como la sucesiéon inferior es Hom,, (2", —)-exacta, tenemos que la sucesiéon
0—> A — Gy — M — 0 es Homy, (2", —)-exacta (Hom,, (Xo, —)-exacta en
particular), luego tenemos que existe hg : Xg — Gy tal que dohg = fo. Como
0 = fovg = dohovg v ko es el niicleo de dy entonces existe un tinico \; : K; —
Ay tal que hovg = kg1, es decir, el siguiente diagrama es conmutativo

X, fi X,
K ho

A1

fn fO

0 K,

Xn-1 M 0

d1

A

A

do

Gn-1 X Gy Go M 0
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Si continuamos razonando que 0 — Ay — G7 — A; — 0 es Hom (X, —)-
exacta y asi sucesivamente llegaremos al morfismo de complejos deseado, es
decir,

fi

0 K, X, X, Xy v 0
lhn ihnl ihl lho
0 A~ G Gy =M Gy =2 M 0

Si aplicamos ahora el Lema a este morfismo de complejos, tenemos la
sucesion exacta

0—-K,—A, X, 1—> =G DXy — Gy— 0.

Como 2 es (Z',%)-Gorenstein y 4 (2, %) es cerrada bajo nicleos de epi-
morfismos, obtenemos K,, € (2", %).

Para acabar, aplicamos el Lema en el morfismo de complejos (4.1)),
y tenemos la sucesién exacta

0—>Kn—)Bn@Xn,1—>—>H1@XO—>HO—>O

Es claro que todos los objetos de esta sucesiéon son (2", #)-Gorenstein, salvo
B, ® X,,_1, tomando los nucleos, como ¥ (2", %) es cerrada bajo nicleos de
epimorfismos, éstos son (2, %' )-Gorenstein. Por tanto, tenemos la siguiente
sucesion exacta para algin G € (2", %)

0—-K,—>B,X,-1—~G—0

al ser 4(Z°, %) cerrada bajo extensiones B, ® X,,_1 € 9(Z°,%), y como es
cerrada bajo sumandos directos B,, € 4(2Z°,%). ]

Proposicion 4.1.4 Supongamos que el par (2, %) es G-compatible a iz-
quierda y 2 es cerrada bajo nicleos de epimorfismos. Dado un objeto M de

o, st G(X,%)-pd(M) es finita entonces existe una Z -resolucion ezxacta
de M. Ademds M € 2+,

Demostracién. Como ¥ (2", #%)-pd(M) es finita, existe la sucesién exacta

0—-G,—-—Gy—M—0
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con G; € Y(Z',%) para todo i = 0,1,...,n. Por el Lema existe la
sucesion exacta

0O—-K,—-Xp1—=>—=>Xo—=>M-—=0

con X; € Z CY(X,%) para todo i = 0,1,...,n — 1, si aplicamos ahora
el Teorema [1.1.3] tenemos que K, € 4(2,%). Ademés, esta sucesion es
Hom, (2", —)-exacta, ya que llamando K; = Im(X; — X,_1) tenemos que
Ext" (X, K;) & Ext”,""*(X, K,,) = 0 para todo X € 2 .

Uniendo esta sucesion exacta y Hom,, (2", —)-exacta con cualquier 2 -
resolucion exacta de K, tendriamos una 2 -resoluciéon exacta de M.

Por tltimo, por el Lema [2.4.1 y tenemos
Ext" (X, M) = Ext"I"(X,G,) = 0
para todo k > 0 y todo X € 27, luego M € 2 '+. m

Definicion 4.1.5 Decimos que el par (2", %) es G-perfecto a izquierda (de-
recha) si (27, %) es un par G-compatible y 2" es cerrada bajo ntcleos de
epimorfismos (% es cerrada bajo conticleos de monomorfismos).

Observemos que cuando C' es w-tilting, tenemos que (Proj(R), Addg(C))
es un par G-perfecto a izquierda y, de forma analoga cuando C' w-cotilting,
(Projs(CY),Inj(S)) es un par G-perfecto a derecha. Y por tanto, los re-
sultados de este capitulo generalizan a los dados en las secciones 3 y 4 de

I5].

Proposicion 4.1.6 Si M es un objeto de o y el par (X, %) es G-perfecto
a izquierda entonces, G(Z ,%)-pd(M) < n si, y solamente si, existe la
sucesion exacta 0 - M — P — G — 0 con G € 9(Z,%) y P es un objeto
de o/ que admite % -resolucion exacta de longitud n.

Demostracién. =-). Procedemos por induccién sobre n. Para n = 0 es
claro, pues existe 0 - M — Yy — M’ — 0 para algin M’ € 9(Z", %) por
la Proposicién [3.3.5

Sin>1, por (2 ,%)-pd(M) < n, existe la sucesién exacta

0—-G,—-—Gy—M—0.
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Si la descomponemos en las sucesiones exactas

0—-K—-Gy— M—=0

0—-G, = =G —-K—=0

tenemos 4 (2", % )-pd(K) < n — 1 que, por hipétesis de induccion, existe

0—-K—>P -G —0

donde G' € 9(Z,%') y P’ tiene una # -resoluciéon exacta de longitud n — 1.

0—-Y, 1 —>--—=Yy—>P =0

Tomando ahora el diagrama pushout que nos proporciona el Lema [2.3.1

| (j
0 K Go M 0
*
\
0—>P-->D—>M—>0
G/ G\le
0 0

tenemos que D € Y (2, %), por ser Y (2 ,%) cerrada bajo extensiones
(observando la segunda columna). Entonces existe la sucesién exacta 0 —

D—-Y—-G" —=0dondeY e ¥ yG" €9 (2,%).

Considerando el diagrama pushout del Lema [2.3.2] aplicandolo a las su-
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cesiones0 > D —-Y - G"—-0y0— P — D — M — 0, tenemos

0 0

0 P’ D M 0

0—sP — Y- —>P—0

|
|
|

Gl/ G//

0 0

entonces, uniendo 0 - P" — Y — P — 0 a la % -resoluciéon exacta de P,
tenemos la sucesion exacta

0 Y1 P 0

Yo Y
%
ademads, como Y' € # e % es auto-ortogonal, se tiene
Extl (Y, P) = Ext (Y'Y, 1) =0

luego, la sucesion anterior es una % -resolucion exacta de longitud n.

<). Partimos de la sucesién exacta 0 - M — P — G — 0y la &~
resolucion exacta de longitud n de P

0—-Y,—--—=Yy—P—=0.

Llamemos K = Ker(Yy, — P) y consideremos el siguiente diagrama pullback
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que nos proporciona el Lema [2.3.3

(j 0
K—K
OH€/77> O*>G*>O
*
Y
0 ]\f P G 0
0 0

como % CY(X, %)y G(Z,%) es cerrada bajo niicleos de epimorfismos,
tenemos que P’ € G(Z, %), luego existe la sucesion exacta

0 Y, Vi o M 0,

NS

K

por tanto ¥ (2", % )-pd(M) < n. n

Observemos que en la demostracién del reciproco de la Proposicién [.1.6]
no hemos usado que la % -resolucién exacta de P sea exacta sea Hom (%, —)-
exacta. Por tanto, la anterior proposicién se puede formular:

Proposicion 4.1.7 Si M es un objeto de o y el par (X, %) es G-perfecto
a izquierda entonces, G(Z , % )-pd(M) < n si, y solamente si, existe la
sucesion exacta 0 — M — P — G — 0 donde G € Y(Z,%) y P es un
objeto de o tal que existe una sucesion exacta 0 - Y, = --- > Yy —> P —0
con todo Y; € ¥ .

Teorema 4.1.8 Sea (2, %) un par G-perfecto a izquierda. Para todo objeto
M de o y todo enteron > 1, si 9(Z,%)-pd(M) < n entonces existe una
sucesion exacta 0 - P — G —- M — 0, con G € (2, %) y P admite una
W -resolucion exacta de longitud n — 1. Ademds, P € 9(2", % )*.
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Demostracién. Como ¥ (2", %)-pd(M) < n entonces existe una sucesién
exacta

00— N—-Gy—M—=0

con Go € 9( 2,9 )y 9 (X, %)-pd(N) < n—1. Siaplicamos la Proposicién
0l entonces existe una sucesion exacta

0—-N—=P—-G —0
con G' € 9(Z,%) y P un objeto que admite una % -resolucién exacta,
0—=Y,1—--—=Yy—P—=0.

Tomando el diagrama pushout del Lema [2.3.1

| (j
0 N Go M 0
‘
v
04>P7 — >T4>M4>O
G/ CI/
0 0
Por ser ¢4 (3&” ,Y) es cerrada bajo extensiones se tiene que G € 9(2,%). Y
como Ext® (G, P) 2 Ext"/" (G, Y,_1) =0, luego P € 9(2, % )" . n

El teorema anterior nos proporciona la interesante consecuencia cuando

el par (Z7,%) es G-perfecto.

Corolario 4.1.9 Si el par (Z°,%) es G-perfecto a izquierda entonces todo
objeto de o con G (X", % )-dimension proyectiva finita posee una G (2, % )-
precubierta especial.

A su vez, como consecuencia de este corolario, veamos que la (2, %)-
dimension proyectiva de un objeto M se puede calcular utilizando 4 (2", %)-
resoluciones de M en vez de sucesiones exactas, siempre y cuando ésta sea
finita.
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Corolario 4.1.10 Supongamos que el par (Z°,%) es G-perfecto a izquierda
entonces, dado un objeto M de o con G( X", % )-dimension proyectiva finita,
se tiene que G(Z, % )-pd(M) < n si, y solo si, M admite una 4(Z ,%)-

resolucion exacta de longitud n.

Proposicion 4.1.11 Supongamos que el par (Z°, %) es G-perfecto a izquier-
da. Si existe una sucesion evacta y Homgy (—, % )-evacta 0 - G — G —
M — 0 donde G,G' € (X', %) entonces M € G(Z,%).

Demostracion. Si calculamos la sucesién exacta larga asociada al funtor
Hom, (—,Y), para algin Y € % de la sucesion 0 - G' - G — M — 0,
como es Hom,,(—, % )-exacta, se tiene que Ext*,(M,Y) = 0.

Por hipétesis 4 (27, %)- pd(M) < 1 entonces aplicamos el Teorema
tenemos que existe una sucesién exacta 0 Y — G’ — M — 0 donde Y €
WyG"e9(Z,%).Y como Ext!, (M,Y) = 0, esta sucesion es escindida, lo
que implica que M es sumando directo de G” y, como ¥ (%2, %) es cerrada
bajo sumandos directos, M es (2", % )-Gorenstein. [

Teorema 4.1.12  Supongamos que el par (Z°,%) es G-perfecto a izquierda.
Para un objeto M de 7 tal que G(Z, % )-pd(M) es finita, equivalen:

1. 92,2 )-pd(M) <n
2. Ext' (M,Y) =0 para todo i >n y todo Y € ¥

3. Dada la sucesion exacta
=G =G > M—=0

con G; € G( X, %) para todo i > 0, se tiene Ker(G; — G,;_1) €
G(Z, %) para todo i > n — 1.

Demostracién. Para 1. < 3. basta aplicar Teorema [4.1.3] y para 1. = 2.,
el Lema [2.4.2]

2. = 1. Al ser la (27, #%')-dimensién proyectiva de M finita existe una
sucesion exacta

0=-Gp—- =G —>M—=0

donde Go,...,G,, € Y(Z,%) (supondremos que m > n, pues si m <
n habrfamos terminado). Si consideramos el n-ésimo nicleo K, éste tiene
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G (2, %)-dimension proyectiva finita
0—-K,—Gpq1——Gy—M—N0.

Aplicando ahora el Lema [2.4.2] tenemos Ext’, (K,,Y) = Ext’}"(M,Y) = 0
para todo entero ¢ > 0, y todo Y € #. Al tener K, dimension proyectiva
finita, existe la sucesion exacta

0—>G, == Gy— K, —0,

donde Gy, ..., G, € 9(Z,%). Si descomponemos esta sucesion en sucesio-
nes exactas cortas 0 — % — G, — C;_; — 0, para j = 1,...,m, donde
Cl =Gl vy Cj= K,, y aplicamos el Lema [2.4.2 tenemos que

Exty, (Ci_,,Y) = Ext’, (K,,Y) =0

para todo j=1,---m, ytodo Y € #.

Para acabar, aplicando la Proposicién sucesivamente a las sucesio-
nes anteriores tenemos que C! ..., Cy € 4(2Z°,%), en particular K,, = C},
es (2, %)-Gorenstein. [

Gracias a este teorema tendremos otra forma mas operativa de calcular
la 9(Z°,%)-dimensién proyectiva de un objeto M, en el caso de que ésta
sea finita, es decir:

Corolario 4.1.13 Si el par (Z°,%) es G-perfecto a izquierda y M es un
objeto de o/ con G (X , % )-dimension proyectiva es finita, entonces

G, Y)-pd(M) =sup{i € N: Ext', (M,Y)#0 para algin Y € ¥}.

Veamos ahora la relacién de la 4 (2", %')-dimensién proyectiva entre los
objetos de una sucesién exacta corta con los siguientes resultados.

Proposicion 4.1.14 Si el par (Z°,%) es G-perfecto a izquierda y
0O—-M —->M-—>M"—0

es una sucesion ezacta en < tal que dos de los tres objetos tienen G (2, % )-
dimension proyectiva finita, entonces el tercero también, y ademds, se cum-
ple:
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1 G V)-pd(M') < max{9(2,2)-pd(M),9(2,%)-pd(M") —1}.
2. 9( 2, Y)-pd(M) < max{9(2, )-pd(M), 9(2 , %)-pd(M")}.
3. G2, )-pd(M") < max{9(2,)-pd(M') +1,9(2,%)-pd(M)}.

Demostracién. Veamos primero que M, M’y M" admiten 2 -resoluciones
exactas.

= Supongamos que M’y M” tienen ¥ (2", % )-dimension proyectiva fi-
nita, aplicando la Proposicién tenemos que M',M" € Z+ vy
admiten 2 -resoluciones exactas.

Por otro lado, como Ext!, (X, M’) = 0 para todo X € 2", entonces la
sucesion

0O—-M —-M—-M"—0

es Hom,, (42", —)-exacta, que por el lema de la herradura (Lema [2.2.7)),
tenemos que M también admite una 2 -resolucion exacta.

w Si M'y M tienen ¥ (2", % )-dimensién proyectiva finita entonces, por
la Proposicién M' M € Z+ vy admiten 2 -resoluciones exactas.
Ahora, tomando el primer eslabén de la 2 -resolucién exacta de M
tenemos la sucesion exacta

0K —-Xg—>M—=0

donde Xy € 2" v K; € 2+ admite una .2 -resolucién exacta. Consi-
derando el diagrama pullback del Lema [2.3.3| tenemos

0 0
Ky —K;
0——P-->Xj M 0
\
*
4
0 M’ M M 0
0 0
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como K, M' € Z* entonces P € 2™+ y la sucesién
0K —-—P—=M—=0

es Hom (2", —)-exacta.Si aplicamos el Lema entonces tenemos
que P admite una 2 -resolucién exacta, luego M” también.
Supongamos que M y M" tienen ¥ (2", % )-dimensién proyectiva fi-
nita, entonces aplicando Proposicion , M,M" ¢ 2+ y admiten
A -resoluciones exactas. Si tomamos el primer eslabéon de una 2'-
resoluciéon de M”, tenemos la sucesién exacta 0 — K{ — X7 — M" —
0 donde X} € 2"y K € 2+ admite una 2 -resolucién exacta. Con-
sideramos ahora el diagrama pullback con del Lema

|

0 0
Kf — K

0 M’ P-—>X!—>0

0 M’ M M 0

v
0 0
Como K|, M € Z* entonces P € 2+ y la sucesién

0K/ —->P—M=0

es Hom, (2", —)-exacta. Aplicamos el Lema y tenemos que P
admite una 2 -resolucién exacta. Entonces existe 0 - K| — X —
P — 0donde X € 2"y K; € 2+ admite una 2 -resolucién exacta.
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Tomamos el diagrama pullback del Lema [2.3.3

0 0
K| —— K]
0—=X)——>X X —=0
I
*
Y
0—> M’ P X{ —=0
0 0

Como Z es cerrada bajo ntcleos de epimorfismos entonces X € 2"y

de la primera sucesién exacta vertical, se tiene que M’ € 2"+ y admite
una 2 -resoluciéon exacta.

Como hemos visto, en cualquier caso,

0O—-M —-M—-M"—0

es Hom (2", —)-exacta y M’y M" admiten 2 -resoluciones exactas. Con-
sideramos el diagrama que aparece en la demostracién del Lema

00— X — =X & X/ —= X/ — >0

0—= X} —= X} & X! —= X! — 0
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Sea n el maximo de las dos ¢4(2", #)-dimensiones proyectivas finitas cono-
cidas, y llamando K| = Ker(X/ ; — X/ ,), K, = Ker(X! ;& X! | —
X o X! )y K! = Ker(X!” ; — X" ,), tenemos la siguiente sucesién
exacta

0= K, = K,— K —0.

» SiM'y M tienen 4( 2", % )-dimension proyectiva finita, por el Teorema
tenemos que K, K, € 9(Z,%) luego 9(Z",%)-pd(K]) <1
y, por tanto, 4 (2, % )-pd(M") <n+ 1.

» Si My M” tienen ¥ (2, % )-dimensién proyectiva finita, por el Teo-
rema [1.1.12] tenemos que K/, K|! € (2", %), y como 4(Z, %) es ce-
rrada bajo extensiones, se tiene K,, € 4(2", %) y, por tanto 4 (2", % )-
pd(M) < n.

» Si My M” tienen ¥(Z°, % )-dimensién proyectiva finita, por el Teo-
rema tenemos que K, K!! € 9(Z', %), y como Y (X, %) es
cerrada bajo nucleos de epimorfismos se tiene K/, € (2, %) y, por
tanto, 4(2°, % )-pd(M') < n.

|
Corolario 4.1.15 Si el par (2", %) es G-perfecto a izquierda y la sucesion

0=-M —>M-—=M'—=0

es exacta tal que los tres objetos tienen G (2", %) -dimension proyectiva finita,
entonces:

1. Si9(2,Y)-pd(M) £ 9 (2, %)-pd(M’) entonces
G2, Y)-pd(M") = méx{9 (2, ¥)-pd(M')+1,9(Z,%)-pd(M)}.
2. SiG(X,W)-pd(M) £9(Z,¥)-pd(M") entonces
G2, Y)-pd(M') = max{9 (2. ¥)-pd(M),9(2 . %)-pd(M") — 1}.
3. Si G, W)-pd(M") £ G2, ¥)-pd(M') + 1 entonces
G2, Y)-pd(M) = max{(2 . ¥)-pd(M),9(2 . ¥)-pd(M")}.

Demostraciéon. Utilizamos el Corolario [4.1.13| para la demostracion.
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1. Supongamos que ¥ (2", %)-pd(M) < Y(Z,%)-pd(M") = n, asi
Y € & tal que Ext?,(M",Y) # 0, si consideramos los términos su-
periores de la sucesion exacta larga de la sucesiéon 0 - M’ — M —
M" — 0 asociada al funtor Hom (—,Y);

o= Ext™ N (MY) = Ext Y(MY) = Ext”, (M",Y) —

— Ext”, (M,Y) — Ext™ (M',Y) = Ext” '\ (M",Y) — -
0 0 0
se tiene que Ext™ '(M')Y) # 0 por ser Ext” (M")Y) # 0, luego
G2, Y)pd(M') =n—1.
SLY(Z,Y)-pdM") < G(Z,%)-pd(M) = n entonces IY € ¥ tal
que Ext?, (M,Y) # 0. Ahora si consideramos los términos superiores

de la sucesién exacta larga de la sucesion 0 - M’ — M — M" — 0
asociada al funtor Hom (—,Y);

s = Ext? (M")Y) — Ext’ (M,Y) — Ext (M Y) —
—_———
0

— Ext” N (M",Y) = Ext™ N (M,Y) = Ext "N (M, Y) — -
0 0 0
se tiene que Ext’, (M'Y) = Extl,(M,Y) # 0, lo que implica que
G2, Y )-pd(M') =n.
2. Supongamos que ¥4 ( 2, % )-pd(M") < G(Z,%)-pd(M')+1=n+1,
entonces existe Y € # tal que Ext, (M’ Y) # 0. Si consideramos

los términos superiores de la sucesién exacta larga de la sucesién 0 —
M — M — M" — 0 asociada al funtor Hom (—,Y);

<= Exth (M")Y) — Ext (M,Y) — Ext’, (M) Y) —

— Ext”H(M",Y) — Ext" N (M, Y) — Ext”Y (M, Y) — ---
0 0 0
se tiene que Ext”, (M,Y") # 0 por ser Ext’, (M',Y) # 0, luego 9 (2", % )-
pd(M) =n.
SiY(ZX,2)-pd(M')+1 <Y (Z,%)-pd(M") = n entonces existe Y €
% tal que Ext, (M",Y) # 0, asi considerando los términos superiores
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de la sucesién exacta larga de la sucesion 0 — M’ — M — M" — 0
asociada al funtor Hom, (—,Y);

ce = ExtN(MY) = Ext” (M")Y) — BExt”, (M,Y) —
——
— BExt” (M')Y) = Ext ' (M")Y) = Ext™ (M,Y) — -
0 0 0

tenemos que Ext”, (M,Y) = Ext”,(M")Y) # 0, lo que implica que
G, Y)pd(M) =n.
Supongamos que 4 (2, % )-pd(M) < Y(Z,%)-pd(M') = n, enton-
ces Y € # tal que Ext?, (M’ Y) # 0. Si consideramos los términos

superiores de la sucesion exacta larga de la sucesiéon 0 — M’ — M —
M" — 0 asociada al funtor Hom (—,Y);

s = Ext™(M,Y) — Ext”,(M',Y) — Ext™ Y (M")Y) —
—
— Ext™ (M, Y) — Ext™ ™ (M, Y) = Ext™ P (M")Y) — - -
0 0 0

tenemos que Ext™ ™ (M”,Y) = Ext™, (M'Y) # 0, lo que implica que
G, Y )pd(M") =n+ 1.

Supongamos ahora que ¥(2°,%)-pd(M') < 9(Z",%)-pd(M) = n,
entonces Y € # tal que Ext”,(M,Y) # 0. Si consideramos los tér-

minos superiores de la sucesién exacta larga de la sucesiéon 0 — M’ —
M — M" — 0 asociada al funtor Hom,, (—,Y');

s = Ext? (M")Y) = Ext,(M,Y) — Ext, (M, Y) —
0
— Bxt N (M",Y) = Ext? (M, Y) = ExtH (M Y) — -+
0 0 0
se tiene que Ext”,(M”,Y") # 0 por ser Ext,(M,Y") # 0, luego 9 (2", % )-
pd(M") = n.

Como observabamos en el Ejemplo [3.1.2] si 2" es una subcategoria de

una categoria abeliana o7, se tiene que 4(Z2") = 9 (2, Z'). Ademas, si &
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es auto-ortogonal, cerrada bajo sumas directas finitas y cerrada bajo nucleos
de epimorfismos, entonces el par (2", Z") es G-perfecto y, por tanto, 4 (Z")
verifica los resultados estudiados hasta el momento. Y ademas:

Proposicion 4.1.16 Si 2 es auto-ortogonal, cerrada bajo sumas directas
finitas y cerrada bajo nicleos de epimorfismos entonces, para todo objeto
M de of con Z -dimension proyectiva es finita se tiene que Z -pd(M) =
G(Z)-pd(M).

Demostracién. Como claramente se cumple que 2~ C ¥(.2"),entonces
2 pd(M) > 9(2)pd(M).

Para comprobar la igualdad, aplicamos induccién sobre 2'-pd(M) = n.
Sin =0 entonces M € 2 CY(Z).

Supongamos ahora que n > 1. Tenemos que 2'-pd(M) = n, entonces
existe la sucesion exacta

0—=X, = - —=Xg—=>M—=0

donde X; € 2. Llamando K = Ker(Xy, — M), tenemos la sucesién exacta
0= K — Xy — M — 0donde Z’-pd(K) <n—1 (ya que si Z-pd(K) <
n — 1 tendriamos que 2-pd(M) << n), luego, por hipétesis de induccion,
4(Z)-pd(K) = n—1y, por el Teorema[t.1.12] tenemos que ¥(2")- pd(M) =

n. |

Para acabar esta seccién, veamos la relacion entre todas estas dimensiones

homolégicas inducidas por 2", Y(2) y 9 (2, %).
Teorema 4.1.17 Si el par (Z,%) es G-perfecto a izquierda, 9(Z°) C
G, Y)y X C X entonces, dado un objeto M de < ;

1. Si9(Z)-pd(M) es finita entonces G (X, % )-pd(M) =4 (2 )-pd(M).
2. 51 2 -pd(M) es finita entonces (2, % )-pd(M) = Z -pd(M).
Demostracién. Por la proposicién anterior, 2. es consecuencia de 1. Veamos

1. procediendo por induccién sobre n = ¢ (2")- pd(M). Si n = 0 entonces es
claro, ya que 4(2°) CY(2",%).

Supongamos que n = 1, aplicando el Teorema [4.1.8] existe una sucesion
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exacta
0O—X—-F—-M-—0

con X € 'y Ee92) Si9(2,%)-pd(M) = 0 entonces 0 — X —
E — M — 0 es Hom, (—,%)-exacta, y como 2 C % en particular es
Hom,, (—, X)-exacta, es decir, es escindida, luego M € ¢(Z"), lo que es una
contradiccion.

Sin=%9(Z)-pd(M) > 1 entonces, también por el Teorema existe
la sucesion exacta
O—-K—-E—-M-—20

con 9(Z)-pd(K) = n — 1. Ahora, por hipdtesis de induccién 4 (2", % )-
pd(K) =n — 1y, por el Teorema{4.1.12| 4 (2", %)-pd(M) = n. n

4.1.1 — Dimension (2", % )-Gorenstein inyectiva

El concepto dual de la ¢(2°, #)-dimensién proyectiva es la 4 (2", %)-
dimensién inyectiva. Se cumplen todos los resultados duales de la seccién 4.1,
pues las demostraciones consisten en repetir los mismos argumentos duali-
zando las ideas correspondientes.

Por este motivo, incluimos los correspondientes duales en este apartado,
pero no redactamos ninguna demostracion.

Definicion 4.1.18 Dado un objeto A de &, diremos que la ¥ (2", % )-
dimensién inyectiva de A es menor o igual que el natural n, y notaremos
G(Z,%)-id(A) < n, si existe una sucesion exacta

0—-M-—->Gy—G —-—>G1—>G,—0
donde G; € 9(Z", %) para todo i € {0,1,...,n}.

Y diremos que ¥ (27, % )-id(A) = n si n es el menor entero no negativo
por el que existe esta sucesion.

Lema 4.1.19 Si el par (Z,%) es G-compatible a derecha entonces, dada
la sucesion exacta

0—-M-—->Gy—G —-—G,1—>A,—0
con G; € (X, %) para todo i € {0,1,...,n—1}, existen la sucesion exacta

O—-M—=Yy—=Y ==Y, 1—>K,—0
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con'Y; € % y el morfismo de complejos

0 M GO Gl Gn_14>An4>O

Teorema 4.1.20 Si el par (Z°,%) es G-compatible a derecha e % es cerrada
bajo conicleos de monomorfismos entonces, dadas las sucesiones exactas

0—-M-—->Gy—G —-—>G1—>A,—0

O—+M-—-Hy—H —----—H,1—B,—=0

donde G, H; € (2, %) para todo i € {0,...,n — 1}, se tiene
A, €9 X, %) & B,e9(Z,%).

Proposicion 4.1.21  Supongamos que el par (2", %) es G-compatible a dere-
cha e % es cerrada bajo conicleos de monomorfismos. Dado un objeto M de
A, si9 (X, %)1d(M) es finita entonces existe una % -corresolucion exacta
de M. Ademds M € +% .

Proposicion 4.1.22  Si M es un objeto de o y el par (2", %) es G-perfecto a
derecha entonces, G( 2, % )-id(M) < n si, y solamente si, existe la sucesion
exacta 0 = G — P - M — 0 con G € 9(Z', %) y P es un objeto de of
que admite una Z -corresolucion exacta de longitud n.

Proposicion 4.1.23  Si M es un objeto de &7 y el par (2, %) es G-perfecto a
derecha entonces, (2, % )-id(M) < n si, y solamente si, existe la sucesion
eracta0 - G —- P — M — 0 con G € 9(Z,%) y P es un objeto de < tal
que existe una sucesion evacta 0 — P — Xog — -+ — X, — 0 donde todo
X, e Z.

Teorema 4.1.24 Sea (2, %) un par G-perfecto a derecha. Para todo objeto
M de o/ y todo enteron > 1, si 9(Z°,%)-id(M) < n entonces existe una
sucesion exacta 0 - M — G — P — 0, con G € (2, %) y P admite una
X -corresolucion exacta de longitud n — 1. Ademds, P € *4 (2, %).
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Corolario 4.1.25 Si el par (2°,%) es G-perfecto a derecha entonces todo
objeto de o/ con G( X", % )-dimension inyectiva finita tiene una G (X, Y )-
preenvolvente especial.

Corolario 4.1.26 Supongamos que el par (Z ,%) es G-perfecto a derecha
entonces, dado un objeto M de o con G(Z , % )-dimension inyectiva finita,
se tiene que G (X, %)-id(M) < n si, y solo si, M admite una G(Z ,%)-
corresolucion exacta de longitud n.

Proposicion 4.1.27 Supongamos que el par (2", %) es G-perfecto a derecha.
Si existe una sucesion exacta y Homy, (2", —)-exacta0 - M — G — G' = 0
donde G,G' € G( X, %) entonces M es (Z ,%)-Gorenstein.

Teorema 4.1.28 Supongamos que el par (Z°,%) es G-perfecto a derecha.
Para un objeto M de < con G( X", % )-dimensidn inyectiva finita equivalen:

1. 9(Z,%)-id(M) <n
2. BExt',(X, M) =0 para todo i >n y todo X € X .
3. Dada la sucesion exacta

0—-M-—->Gy—G —---

donde G; € G(X', %) para todo i > 0, se tiene Coker(G;,—1 — G;) €
G(Z, %) para todo i >n — 1.

Corolario 4.1.29 Si el par (2Z°,%) es G-perfecto a derecha y M es un objeto
de o con G(Z ,%)-id(M) finita entonces

G, )-id(M) =sup{i € N: Ext’,(X,M)#0 para alpin X € Z'}.
Proposicion 4.1.30 Si el par (Z°,%) es G-perfecto a derecha y
0=>M —>M-—=M'—0

es una sucesion exacta en </ talque dos de los tres objetos tienen G (2, % )-
dimension inyectiva finita, entonces el tercero también, y ademds se cumple:

1. 9(Z,%)-1dM') < méx{¥(Z,%)-id(M")+1,9(Z,%)-id(M)}, y
se tiene la igualdad si 9 ( X, % )-id(M) # <9 (X, %)-id(M").

2. 92, %)-id(M") < méx{¥9(Z,%)-1d(M), 9 (2, %)-id(M') — 1} ,
y se tiene la igualdad st G(Z, % )-id(M) # G4 (2, % )-id(M").
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3. G X, Y)-idM) < max{¥9 (2, %)-id(M"), 9 (X, % )-id(M")}, y se
tiene la igualdad si (X, % )-id(M") +1# G (L, % )-id(M’).

Proposicion 4.1.31 Si % es auto-ortogonal, cerrada bajo sumas directas
finitas y cerrada bajo conicleos de monomorfismos entonces, para todo ob-
jeto M de of con % -dimension inyectiva finita se tiene que ¥ -id(M) =
G (@ )-id(M).

Teorema 4.1.32 Sielpar (2, %) es G-perfecto a derecha, 9(%) C G (2, %)
e W C Z entonces, dado un objeto M de <, se tiene;

1. Si9(%)-id(M) es finita entonces G( 2", % )-id(M) = 4 (#)-id(M).
2. Si % -id(M) es finita entonces G(Z , % )-id(M) = & -id(M).

4.2 — Dimensiones Globales (2", % )-Gorenstein

Tal y como deciamos al principio del presente capitulo, estudiaremos las
dimensiones globales inducidas por esta subcategoria. Comenzamos dando la
definicion:

Definicion 4.2.1 Llamamos ¥ (2", %')-dimensién proyectiva global de 7,
G(X,%)-PD(4), al supremo de la 9 (2", #')-dimensién proyectiva de todo
objeto M de &7 o infinito si no existe dicho supremo, es decir

G, Y)-PD(H) =sup{¥Y (2, %)-pd(M)| M € </}.
Dualmente

G, 9)-1ID() =sup{¥9 (X, ¥)-id(M)| M € o/}.

En el siguiente resultado se puede ver qué sucede cuando las subcategorias
2" e % forman un par G-perfecto a izquierda, que ademas, se puede ver como
una generalizacién de lo que ocurre con los Ge-proyectivos en [6].

Teorema 4.2.2 Sea n un entero positivo. St (2, %) es G-perfecto a izquier-
da entonces equivalen:
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1. 9(Z,%)-PD(«) <n
2. Se cumplen las siguientes afirmaciones:

a) (X, %) es cerrada bajo sumas directas.

b) res(Z") = o/ (Todo objeto de </ admite una Z -precubierta épi-
ca).

c) & CProj().
d)idy(YV)<nVY e#.
e) Y, 2)-pd(I) <nVI e€Inj(d).

Demostracién. 1. = 2. a) Sea la familia de objetos G; € 9(2", %) con
i € I. Por hipétesis @G, tiene 4 (2", % )-dimension proyectiva menor o igual
que n, es decir, existe la sucesion exacta

0—-G — =G, —=®dG; —0

con G € G(Z,%) para todo j = 0,1,...,n. Observemos que esta suce-
sién es Hom, (2", —)-exacta y Hom,, (—, % )-exacta, entonces, aplicando [44],
Theorem 3.10] en cada sucesion exacta corta que nos da la sucesién anterior,
tenemos que &G; € Y(2,%).

Veamos b), dado M € &, por el Corolario existe una ¥ (2, % )-
precubierta especial, es decir, existe la sucesién exacta

0>K—>G—>M-—0,

con G € Y(X, %)y K € 9(2,%)*. Por otro lado como G € 4 (2, %)

existe la sucesion exacta y Hom(Z", —)-exacta

0-G -X—-G—=0

con X € 'y G € 9(Z,%). Ahora, tomando el diagrama pullback que
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nos da el Lema [2.3.3] tenemos

0 K G M 0

0 0

Para ver ¢), dado M € &7, como ¥ (2 ,%)-pd(M) < n, tenemos que
existe la sucesién exacta 0 - G,, = - = Gy —> M — 0con G, € 4(Z',%).
Y como Ext'(X, M) = Ext""(X,G,) = 0, tenemos X € Proj(<).

Ahora, para probar d), como ¥(2°, %)+ C 2+ entonces K € 2+, y
como G' € Y(2, %) C 2+, tenemos que F € 2'+, luego

O—F—=X—-M-—0

es Hom (2", —) exacta, luego X — M es una 4 -precubierta épica.
En segundo lugar, como ¢4(%2", % )-pd(M) < n y por el Corolario 4.1.13

se tiene

Exty(M,Y)=0, Vi>n+1, VY €%, VM c o,
luego idy(Y) <n, VY € #.
e) es evidente.

2. = 1. Dado M € ./, consideramos una 2 -resolucién de M
= X1 =2 Xo—=>X0=M-—=0
y una resolucion inyectiva de M
O >M=FE1—FEy—FE —---.

Descomponemos estas sucesiones exactas en sucesiones exactas cortas para
todo i € N
0—-Q;—=X,— N;,—0
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0—-K,—E, =L —0

donde Q; = Ker(P; — P;1), Ny = Im(P; — Pi_1), K; = Ker(E; — Ei1) y
L; = Im(E; — E;1). Tomamos la suma directa de las primeras sucesiones,

O%@Qi_)@Xi_}M@<@Qi)_>Oa

1€EN 1€EN neN

el producto de las segundas sucesiones

O—>M@<HLZ»>—>HEI»—>HLZ-—>O

ieN ieN ieN
y tomamos una sucesion exacta de la forma
0->Mad QL) -GPE—->Ma(Qa&L)—0

donde Q = B, @iy L = [ien Liy G = Pien Xi (que es (27, #')-Gorenstein
por ser (2, %) cerrada bajo sumas directas y 2~ C 9(Z, %)) vy £ =
[l;en Ei. Ahora tomamos una 2 -resoluciéon exacta de M & @ & L:

= X1 =2 Xo>MaeQae L —0.

Ahora, como 0 - M & (Q@ L) - GHE - M (Q S L) — 0es
Hom(X%Z", —)-exacta (2 € Proj(«/)), aplicando el Lema de la Herradura
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(Lema [2.2.7]) tenemos el siguiente diagrama conmutativo

0 0 0
0 Iy G’ Jn 0
0 X, 1 Xn1® Xnq X, 1 —0
0 X Xo & X Xo 0
0—=MOQSDL GOFE M®&QdL—=0
0 0 0

Donde J,, = ker(X,, — X,,—1). Como E es inyectivo, 4(Z", % )-pd(E) < n
y, por tanto, 4(2",%)-pd(G & E) < n. Entonces, por el Teorema
G' € 9(Z,%). Por otro lado, usando la resolucién proyectiva de M & Q& L,
tenemos que para todo Y € % y todo entero positivo i > 1, Ext””(]\/[ PQ D
L, X) = Ext'(J,,Y) =0, por el Lema.4.2) ya que & € 2+ e id,(Y) < n.

Juntando las sucesiones 0 — J, — G’ — J, — 0 con ellas mismas,
tendremos un sucesion exacta, Hom, (2", —)-exacta y Hom, (—, #)-exacta
de la forma --- - G’ - G’ — G’ — ..., que usando el Teorema [3.3.6]
tenemos que J, € Y(Z,%). Luego, 9(Z, % )-pd(M & Q& L) < n.

Finalmente, veamos que si 4(2",%)-pd(A & B) < n entonces se tiene
que (2, %)-pd(A) < n y habriamos terminado.

Para ello tomamos 2 -resoluciones exactas de Ay B,

—>X1—)XQ—>A—>O

= X > X, — B—=0,
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nos quedamos en el término n y tomamos la suma directa de los complejos:
0K, 0K, X, 106X, = —=>XodX,—>A®B—0.

Como ¥ (Z,%)-pd(A @ B) < n entonces Ko @ Kj € 9(Z,%), y por
la Proposicién Ko, Ky € 9(Z,%), luego Y(Z,%)-pd(A) < ny
G(Z,%)-pd(B) <n. [

A partir de aqui, tenemos las siguientes consecuencias que explican cémo
es la subcategoria (2", %) cuando la dimensién global es finita.

Corolario 4.2.3 Sea n un entero positivo. Si el par (2, %) es G-perfecto a
izquierda y G (2, %)-PD(«7) < n entonces &/ posee suficientes proyectivos

’ G(X V) =G (Proj(), V).

Demostracién. Por el Teorema anterior 2 es precovering con 2 -precubiertas
épicas y 2" C Proj(«). Por lo que cualquier 2 -precubierta es una precu-
bierta proyectiva.

Veamos ahora que ¥(2, %) = 4 (Proj(«),% ). Como X C Proj(</)
y toda sucesién exacta es Hom(Proj(</), —)-exacta, ya se tiene la primera
inclusion.

Sea ahora M € ¥ (Proj(<f/,% ), entonces existe una sucesién exacta,
Hom(Proj(</), —)-exacta y Hom(—, #)-exacta

P> F—=>Yy—=>Y— ...

donde P; € Proj(o/) e Y; € #, Vi € N, tal que Im(P) — Yp) = M.

Como 2" C Proj(«/) por el Teorema anterior, tenemos M € 2+ N+%
y M € res(Z7), como ademds por definicién M € cores(%), entonces, por la
Proposicién [3.2.1] tenemos M € (2, %). n

Veamos una aplicacion en la categoria R-Mod de este resultado cuando C'
es un R-moédulo débilmente Wakamatsu tilting (véase las Definiciones
2.5.4). Para ello observemos que C-GProj(R) = 4 (Addg(C), Addg(C)).

Corolario 4.2.4 Si C es w-tilting y C-GProj(R)-pd(R-Mod) < n entonces
C-GProj(R) = G¢ Proj(R).



4.2 Dimensiones Globales (.2, %')-Gorenstein 119

Demostracién. En primer lugar, es claro que el par (Addg(C), Addg(C))
es G-compatible por ser C' débilmente Wakamatsu tilting (véase [5]).

Para ser G-perfecto a izquierda falta que Addg(C') sea cerrada bajo ni-
cleos de epimorfismos. Para ello, sea la sucesion exacta

0>K—-A—-A—=0

donde A, A’ € Addg(C). Como C-GProj(R)-pd(R-Mod) < n existe la su-

cesion exacta
0—-G,—>Gpq1— - —>Gy— K—=0,

donde G; € C-GProj(R) C Addgr(C)*. Asi, por el Lema tenemos
que Exth(B, K) = Ext;™(B,G,) = 0 para todo B € Addg(C). Luego la
sucesion

0-K—-A—-A—=0

es Hompg(Addg(C), —)-exacta, y por tanto escindida. Y como Addg(C) es

cerrada bajo sumandos directos, tenemos que K € Addg(C).

Finalmente, aplicando el Corolario [4.2.3] se tiene que

C-GProj(R) =9 (Proj(R),Addgr(C)) = G¢ Proj(R).

De la misma forma se obtienen los resultados duales:

Teorema 4.2.5 Sea n un entero positivo. Si (2, %) es G-perfecto a derecha
e % es cerrada bajo productos directos entonces equivalen:
1. 9(Z,2)-1ID(«) <n
2. Se cumplen las siguientes afirmaciones:
a) (X, %) es cerrada bajo productos.
b) cores(#) = o/ (Todo objeto de </ admite una % -preenvolvente

mdénica,).
c) ¥ CInj().
d) pd(X)<nVXeZ.
e) Y(Z,%)-id(P) <n VP € Proj().
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Corolario 4.2.6 Sea n un entero positivo. Si el par (2, %) es G-perfecto a
derecha y (2, %)-1D(o) < n entonces Y( X, %) =G (X, Inj(H)).

Corolario 4.2.7 Si C es w-cotilting y C-GZnj(S)-pd(Mod-S) < n entonces
C-GZInj(S) = GeZInj(S).



/
CARITULOS
TEORIAS DE COTORSION A

PARTIR DE CLASES DE
FOXBY

En este capitulo estudiaremos las propiedades de las diferentes teorias de
cotorsion dadas por las clases de Auslander y de Bass. Estas propiedades las
usaremos para determinar cuando ciertos tipos de médulos son w-(co)tilting
y cuando ciertos tipos de clases de Auslander y de Bass son precovering y
preenveloping.

5.1 — Las clases Addz(C) y Prodg(C")

Existen en la literatura una serie de resultados que proporcionan informa-
ci6én sobre cuando la imagen de una (pre)cubierta o una (pre)envolvente me-
diante un funtor en una situacién de adjuncién vuelve a ser una (pre)cubierta
o una (pre)envolvente. Y seguro que existen soluciones a la pregunta de si
la “imagen” de una clase (pre)covering o (pre)enveloping es (pre)covering o
(pre)enveloping. Sin embargo, no las hemos encontrado y por eso, a conti-
nuacion, proporcionamos dos resultados que pueden aclarar este problema y

121
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que seran utiles mas adelante.

Teorema 5.1.1 Sea (F,G) un par adjunto.

1. Si % es una subcategoria (pre)enveloping de D entonces G(¥') es una
subcategoria (pre)enveloping de C.

2. Si 2 es una subcategoria (pre)covering de C entonces F(Z7) es una
subcategoria (pre)covering de D.

Demostracion. Veamos 1. pues 2. es el dual.

Dado un objeto A de C consideramos el objeto F(A)de Dy ¢ : F(A) - Y
una % -(pre)envolvente de F'(A). Aplicando G y componiendo con la unidad
de la adjuncion tenemos

At ara) Yl Gy

Veamos que o« = G(p)ua es una G(%)-(pre)envolvente de A. Sea f :
A — G(Y') un morfismo en C con Y’ € & aplicando F' y componiendo con
las counidades de la adjuncion tenemos

F(A) L paiy) >y
)
FG(Y)
Y/
CcOomo
vy F(a) = vy F(G(9)pa) = gty y Lae) F(G(@)pa) = nay (Lap)G(@)pa) =

= N4y (G(@)nar) (Lrwy)) = Nay (ay (Plray)) =

y ¢ es una #-(pre)envolvente existe w : Y — Y’ tal que wp = vy F(f), es
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decir, el siguiente diagrama conmuta

F(A) L paiy)y Sy

FG(Y’

Y
Volviendo a aplicar G' tenemos el siguiente diagrama conmutativo

\

!

/

GF(A
G(w
G(vy 1 F(f )l A
G

y como
Guy F(f))pa = Gy F(f))nara)y(Ira) = nay (vy F(f)1ra)) =
= nay (W F(f)) = nay (i y (Laom) F(f)) =
= Nay' (May(laan f) = naymay (f) = [
entonces G(w)a = G(vy ' F(f))ua = f.

Para ver que a es G(%)-envolvente de A tomamos Y =Y’y f = ¢,
y como ¢ : F(A) — Y es una #-envolvente de F(A), w es isomorfismo,
entonces G(w) es isomorfismo. ]

Podemos aplicar este resultado a la adjuncién méas conocida:

Corolario 5.1.2 Para todo par de anillos R y S y para todo bimédulo rMg
tenemos:

1. Si F es una clase de R-mddulos a izquierda (pre)enveloping entonces
Hompg (M, F) es una clase de S-mddulos a izquierda (pre)enveloping.
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2. Si F es una clase de S-moédulos a izquierda (pre)covering entonces
M ®g F es una clase de R-mddulos a izquierda (pre)covering.

Demostracién. Los funtores Homg(C,—) y C ®¢ — son adjuntos. ]

Vistos estos resultados, continuamos probando que las clases Addz(C) y
Prodg(C"), bajo determinadas condiciones sobre C, se pueden ver como otro
tipo de clases con interesantes propiedades. Esta identificacién la usaremos
a lo largo de esta Memoria.

Es conocido (véase [27]) que si R es conmutativo y C' es semidualizante
entonces las clases Addg(C) y C®gProj(S) coinciden. Comenzaremos exten-
diendo este resultado al caso no conmutativo y con restricciones significativas
sobre C'.

Proposicion 5.1.3  Si rC es auto-pequerio entonces Addg(C) = C®gProj(S).

Demostraciéon. Sea C ®g P € C' ®g Proj(S), como P € Proj(S) existe
tal que P @ Q = S para algin conjunto I. Por tanto

(CosP)®(C®sQ)=2CRs(P®Q)=CxgS" =00,

Luego C' ®g P C Addg(C).

Sea ahora N € Addg(C), luego existe un médulo M tal que NoM = CD
para algin conjunto I, asi

Hompz(C, N) ® Homp(C, T) = Homp(C,CY) 2 Hompg(C, C)!) =2 s,

Esto implica que Hompg(C, N) € Proj(S) y que tenemos el isomorfismo
natural

(C ®s HOIIlR(C, N)) ) (C ®S HOIIlR(C, M)) =0 ®S S(I) = C(I),
asi tenemos los diagramas conmutativos dados por la unidad de la adjuncién

0 — C ®g Homg(C, N) — C ®5 Homg(C,C1)

VNl ig

0 N cd
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y
C ®s Hompg(C,C") —— C ®g Homp(C, N) —=0
: -
cW N 0
que prueban que N = C' ®g Homg(C, N). [

Corolario 5.1.4 Si grC' es auto-pequeno entonces Addgr(C') es precovering en
R-Mod.

Demostracion. Se sigue de la Proposicion y el Corolario [5.1.2] |

Corolario 5.1.5 Si gC' es X-auto-ortogonal y 5S es perfecto entonces la clase
Addg(C) es covering en R-Mod.

Corolario 5.1.6 S5i rC' es X-auto-ortogonal y auto-pequeno entonces

Bo(R) = 9(C @5 Proj(S), Inj(R)) = 9(Addp(C), Inj(R)).

Demostracién. Por [5, Proposition 5.4] tenemos que (C®g—, Homg(C, —))
es un par adjunto semidualizante a izquierda. Aplicando el Corolario [3.4.3
tenemos la primera igualdad y aplicando la Proposicién tenemos la
segunda. [ ]

Concerniente a las clase Homg(C,Znj(R)) y Prod(C") tenemos.

Proposicion 5.1.7 Sea S un anillo, C' un S-mdédulo a derecha auto-ortogonal
que admite una resolucion proyectiva de finitamente generados y R = Endg(C').

Entonces Prodg(CY) = Hompg(C,Znj(R)).

Demostracién. La inclusién Hompg(C,Znj(R)) C Prods(C") es clara sin
asumir ninguna condiciéon sobre C.

Por otro lado, supongamos que C's admite una resolucién proyectiva de

finitamente generados entonces Aq(.S) es cerrada bajo productos, y por el
Teorema tenemos que Znj(R) C Be(R). Como CV € Ax(S) tenemos
que Prodg(CY) C Ac(S).

Si tomamos L € Prodg(CY), L& K = (CV)’? =2 Hompg(C, E7) para algin
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K € S-Mod, tenemos que
(C®sL)® (C®sK)=C®sHomg(C,E') = E’

(yaque Znj(R) C Be(R)). Por tanto como Hompg(C, C®gL)@Hompg(C, C®g
K) = Homg(C, E’), luego L = Homz(C,C ®s L) € Homy(C,Znj(R)). =

Corolario 5.1.8 Sean S cualquier anillo y C' un S-méddulo a derecha auto-
ortogonal que admite una resolucion proyectiva de finitamente generados.
Entonces Prodg(CV) es enveloping en S-Mod.

Demostracion. Se sigue de la Proposiciéon [5.1.7y el Corolario [5.1.2] |

Corolario 5.1.9 Sean S cualquier anillo y C' un S-modulo a derecha auto-
ortogonal que admite una resolucion proyectiva de finitamente generados.
Entonces

Ac(S) =4 (Proj(S), Homg(C,Znj(R))) = 4(Proj(S), Prods(C")).

Demostracién. Por el Teorema tenemos que (C' ®g —, Hompg(C, —))
es un par adjunto semidualizante a derecha. Aplicando el Corolario [3.4.1
tenemos la primera igualdad y aplicando la Proposicién tenemos la
segunda. [ ]

Ahora es el momento de estudiar condiciones para garantizar cuando un
modulo es w-(co)tilting,.

Recordemos que dada una subcategoria C de R-Mod, un médulo @ € C
es Ext-proyectivo en C si Q € +C. El médulo @) es generador de C si para
todo M € C existe una sucesion exacta 0 — M’ — Q" — M — 0 con M’ € C
y @ € Addg(Q). Los médulos Ext-inyectivos y cogeneradores se definen
dualmente.

Proposicion 5.1.10 Sea C una clase preenveloping de R-mddulos a izquier-
da, con C tal que contiene a la clase de todos los modulos inyectivos y con un
generador Ext-proyectivo Q) tal que Addg(Q) C C. Entonces Q) es w-tilting.

Demostracién. Como @ es Ext-proyectivo en C y Addg(Q) C C tenemos
inmediatamente que () es Y-auto-ortogonal. Lo tinico que falta es encontrar
una Addg(Q)-corresolucién de R.
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Comenzamos eligiendo una C-preenvolvente go : R — 1o de R. Como C
es coresolving, C' contiene los médulos inyectivos, asi la envolvente inyectiva
E(R) esta en C y tenemos que el siguiente diagrama

R__% T,

s
v
s
A

E(R)

se puede completar de forma conmutativa. De esta forma tenemos que toda
C-preenvolvente (en particular gg) es moénica.

Ahora, como () es generador en C existe una sucesion exacta
0=Y) = Qo >Ty—0

con Qp € Addgr(Q) e Yy € C. Entonces cualquier fy € Hompg(R, Qo) con
afo = go (R es proyectivo) es una C-preenvolvente monica ya que cualquier
morfismo h: R — X con X € C se tiene la siguiente situacién

go

/\
R~ Q=T
0

|

X

Pero gy es una C-preenvolvente entonces existe una hg : Ty — X que completa
el diagrama de forma conmutativa y entonces hoa : Q9 — X demuestra que
fo es una preenvolvente.

De esta forma, la sucesion exacta

O—>R@QO—>KO—>O

es también Homz(—, C)-exacta, y como Ext7'(Qo, C) = 0 (Q es Ext-proyectivo
en C y por tanto Qp lo es también) tenemos que Extz' (Ko, C) = 0. Pode-
mos hacer lo mismo sustituyendo R por Ky, y tendriamos K;. Continuan-
do indefinidamente con un argumento parecido tendriamos una Addg(Q)-
corresolucion

0O=>R—=>0Q0— Q1 — .

Dualmente, tenemos:
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Proposicion 5.1.11 Sea C una clase precovering en R-Mod, tal que contiene
a la clase de modulos proyectivos y con un modulo cogenerador Ext-inyectivo
D tal que Prodg(D) C C. Entonces D es w-cotilting.

Ahora daremos resultados con condiciones suficientes sobre C' para que
Addg(C') sea precovering en Bo(R) y Prodg(C") sea preenveloping en A¢(.S).

Proposicion 5.1.12 Si zC es auto-pequenio y X-auto-ortogonal entonces
cualquier modulo en Beo(R) tiene una Addgr(C)-precubierta con el nicleo

en Bo(R).

Demostracién. Por [5, Proposition 5.4] tenemos que Proj(S) C Aq(S)
entonces podemos aplicar [26, Theorem 2.14]y para cualquier M € Ba(C)
tenemos una C'®gProj(S)-precubierta épica «y : L — M. Pero la Proposicién
dice que Addg(C) = C ®g Proj(S) por lo que hemos encontrado una
Add¢ (R)-precubierta épica v : L — M de M.

Ahora, como rC' es auto-pequeno y Y-auto-ortogonal se tiene la inclu-
sion Addgr(C) C Be(R), luego L € Bo(R). Y que L, M € Be(R) implica
Extz'(C, L) = Ext3' = 0, asi aplicando Homp(C, —) sobre la sucesién exac-
ta

0=+ Kery—>L5M—=0

tenemos inmediatamente que EX‘C?(C’, Ker~) = 0.

Similarmente, que L, M € Bo(R) implica que Tor2, (C, Hompg(C, M)) =
0, asi aplicando C' ®¢ — a la sucesion exacta

0 — Hompg(C, Kery) — Hompg(C, L) — Homg(C, M) — 0
tenemos que
Tor“;(C', Hompg(C, Hompg(C, Kerv)) = Tor“;(C', Hompg(C,L)) =0
con L € Bo(R).

Finalmente, el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas

0—C ®s Hompg(C,Kervy) — C ®s (C, L) — C ®s Homg(C, M) —0

L F

Ker~y L M 0

0

prueba que Kery = C' ® g Hompg(C, Ker v) canénicamente. [ |
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Proposicion 5.1.13  Si Cy es auto-ortogonal, tiene una resolucion proyectiva
de finitamente generados y Endg(C) = R candnicamente, entonces cualquier
N € Aq(9) tiene una Prods(CY)-envolvente maonica con conticleo en Ac(S).

Demostracién. Aplicando la Proposicién tenemos que Prodg(CV) =
Hompg(C,Znj(R)), y por el Teorema que Inj(R) C Be(R), luego
Prodg(C"Y) C Ac(S). Entonces, aplicando el [26, Theorem 2.11] encontra-
mos una Prodg(C")-preenvolvente ménica 0 — N 5 T. Ademds, por el
Corolario existe una Prodg(C"Y)-envolvente de N que es ménica por
tener una Prodg(C")-preenvolvente monica.

Ahora, aplicando Homg(—, C") a la sucesién exacta
O—=N—=T—=A—=0
inmediatamente tenemos Extg' (A, CY) =0 ya que N,T € Ax(S), asi
Tor,(C, A)Y = Extg'(A,CY) =0
y entonces Tor“;l(C, A) =0y tenemos Al.
Pero la sucesién
0=>C®sN—->CRsT —-C®sA—0

es también exacta y aplicando Hom(C, —) se tiene que Ext3'(C, C®gA) = 0
ya que N, T € Ac(S), y el diagrama conmutativo con filas exactas

0— HOIIlR<C, C ®5 N) — HOIIlR(C, C ®S T) — HomR(C, C ®S A) —0

ig lg

0 N T A 0

que demuestra que Coker @« =2 A = Hompg(C,C ®g A) candénicamente. [

5.2 — Teorias de cotorsion a partir de clases de
Foxby

Comencemos viendo que cuando rC' es w-tilting entonces la clase de Bass,
Bo(R), se puede ver como la clase ortogonal de la suma de todos los conticleos
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de cualquier Addg(C)-corresolucién exacta de R, todo esto cuando rC' es
auto-pequeno.

Teorema 5.2.1 Sea C' un R-mdédulo a izquierda auto-pequeno y w-tilting y
sea

05RBCy-BC— -

una Addg(C)-corresolucion exacta de R. Entonces

Be(R) = (C @ (@52, Cokert;))*:.

Demostracién. Llamamos K; = Cokert;, i > 0, K = C & (B2, K)) y
tomamos cualquier M € Bo(R). Por la Proposicién sabemos que M
tiene una Addg(C')-precubierta épica v : L — M con Kervy € Bo(R), asi la
sucesion exacta

0—-Kery—>L5M—=0

es Hompg(C, —)-exacta.
Aplicando Hompg(—, M) y Homg(—, L) a la sucesién exacta
0— R g Co — K() — 0
tenemos el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas, notando por

0 — Hompg(Ky, L) — Hompg(Cy, L) — Hompg(R, L) 0

HomR(Koﬁ)i HOmR(C’o,W)J/ HOmR(RN)l

0 — Homg (Ko, M) — Homp(Cy, M) — Hompg(R, M) — Ext}, (K, M)

con Extz' (Co, M) = 0 (v ast Ext3?(Ko, M) = 0) ya que M € Bo(R).

Ahora, la conmutatividad del diagrama prueba que Hompg(ty, M) es un
epimorfismo asf vemos que Ext (Ko, M) = 0, luego Extg' (Ko, H) = 0 para
todo H € Be(R).

Ahora, para todo j > 0 tenemos que Ext§1(0j+1, M) =0 ya que Cj1; €
Addg(C) y M € Be(R), asi aplicando Homp(—, M) a la sucesién exacta

0—>KJ’—>C]'+1—>KJ'+1—>O

tenemos de la sucesién exacta larga que Exth(K;, M) = Extiy (K, M)
Vi > 1.



5.2 Teorias de cotorsién a partir de clases de Foxby 131

Por otro lado, aplicando Homp (K, —) a la sucesion exacta
0— Kery — L5 M —0,

y observemos que Extz' (K,L) = 0 (0 = R — Cy — C; — --- es una
Addg(C)-corresolucién) inmediatamente se ve que

Extly (K, M) = Extid ' (K;, Ker )
para todo 7 > 1.

De esta forma tenemos
Extif (K, Kerv) & Ext’(K;, M) = Ext ' (K41, M) Vi>1, ¥j > 0.

Pero sabemos que Ext3' (Ko, H) = 0 para todo H en Bo(R) y Kery € Bo(R)
asf Extz' (K, M) = 0 y entonces, por induccién, vemos que Extz' (K, M) =
0Vj >0y asi Ext3' (K, M) =0.

A la inversa, Proj(S) C Ac(S) (J5, Proposition 5.4]) y cualquier M € K+
estan en C*, asi por el [26, Theorem 2.14] es suficiente probar que M tiene
una Addg(C)-resolucion exacta (Proposicion [5.1.3).

Sea RX) — M un epimorfismo, consideramos los morfismos &t : R —
C(()X) y construimos el pushout

0 0
0—D—=RYX M 0
0—>D——>C® T 0
KéX) _ K(SX)
0 0

Como Exth(KéX),M) >~ Exth(Ko, M)X = 0, la columna de la derecha

escinde entonces existe un epimorfismo C’éx) — M, luego toda Addg(C)-
precubierta de M (que existe por el Corolario [5.1.4)) es épica.
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Ahora, aplicando Hompg(K;, —) a la sucesién exacta
0—>B—=C"—-M=0
tenemos que 0 = Ext%(Ki, M) = Ext?l(Ki, B) Vj >1,Vi >0,y aplicando

Homp(C, —) que B € C*, pero la sucesién exacta larga obtenida de

O—)Ki—>Ci+1—>Ki+1—>O

después de aplicar Hompg(—, B) se tiene Ext’(K;, B) = Ext? (K41, B) = 0
Vi > 0,7 >0, estoes, B € K. Podemos repetir este proceso hasta encontrar
una Addg(C)-resolucion exacta de M. u

Ahora es facil ver que, cuando C' satisface las condiciones del Teorema
5.2.1, Bo(R) es la clase de la derecha de una teoria de cotorsién que es
completa y hereditaria.

Corolario 5.2.2  Si gC es auto-pequerio y w-tilting entonces (1'Bo(R), Bo(R))
es una teoria de cotorsion completa y hereditaria. En particular Bo(R) es
preenveloping especial y 21 Bo(R) es precovering especial.

Demostraciéon. Sillamamos K = C @ (52, Cokert;) al médulo del Teo-
rema entonces sabemos que Bo(R) = K*. Ahora, elegimos cualquier
representacion proyectiva de K,

=P =P —= K —0,

llamamos L; = Ker(P,_y — P,_5) (siendo P_; = K) y consideramos el
médulo X = K & (PL;). Afirmamos que Bo(R) = X1,

Para cualquier R-moédulo a izquierda A tenemos
Extp(X, A) & Extp(K, A) x (T] Exty(Li, A)) |
y por supuesto Extp(L;, A) = Ext{ (K, A), asf
Extp (X, A) = [] Extl (K, A).

i>1

De esta forma vemos que X' = K+ = Bg(R), dicho de otro modo, el par
(11Bc(R), Bo(R)) es cogenerado por el conjunto X. Esto claramente implica
que esto es una teoria de cotorsién por

(SBem) 1= (4 (54))" = (4 (x4)) " = X = Bet),



5.2 Teorias de cotorsién a partir de clases de Foxby 133

Ahora, es bien conocido que cuando una teoria de cotorsién cogenerada
por un conjunto entonces ésta es completa (por [I8, Theorem 7.4.1]) y Be(R)
es cerrada bajo extensiones y conticleos de monomorfismos (5, Proposition
5.6]) asi esta es una clase coresolving, asi aplicando [25, Theorem 1.2.10]
tenemos que (“Bg(R), Bo(R)) es también hereditaria. [

Ahora enunciamos la versién no conmutativa de [31, Definition 2.1].

Definicion 5.2.3 Un par de dualidad a izquierda sobre R es un par (M, C),
donde M es una clase de R-modulos a izquierda y C es una clase de R-
modulos a derecha, que cumple:

1. Para un M € R-Mod se tiene: M € M si, y solo si M € C.

2. C es cerrado bajo sumandos directos y sumas directas finitas.

Anéalogamente se define un par de dualidad a derecha con M en Mod-R
y C en R-Mod.

Un par de dualidad a izquierda (M, C) se dice cerrado bajo (co)productos
si la clase M es cerrada bajo (co)productos en la categoria R-Mod.

Un par de dualidad a izquierda (M, C) se llama perfecto si es cerrado
bajo coproductos, M es cerrada bajo extensiones y R € M.

Queremos comprobar que Ac(R), Ac(S), Bo(R) v Be(S) son covering.
Comenzamos el camino con el siguiente resultado, que es una versiéon que

generaliza a |33 Proposition 7.2].

Proposicion 5.2.4 Si rC tiene una resolucion proyectiva de finitamente
generados entonces:

1. M € Ac(S) & Mt e Bc(S)
2. M € Bo(R) < M* € Ac(R).

Si S es cualquier anillo, C's tiene una resolucion proyectiva de finitamente
generados y R = Endg(C) entonces:

1. M e Ac(R) &S Mt e Bc<R)
9. M € Bo(S) & M* € Ac(S).
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Demostraciéon. Probaremos la primera parte, la segunda es similar.

1. Sea M un S-médulo a izquierda. En primer lugar como Q/Z es un Z-
modulo inyectivo entonces por [I8, Theorem 3.2.1], para cada i > 1, tenemos

Exts(C, M*) = Homg(Tor? (C, M), Q/Z),
y como Q/Z es cogenerador inyectivo

Homg/(Tor (C, M),Q/Z) = 0 < Tor? (C, M) = 0.

Ahora, aplicando en primer lugar la adjuncion entre el Hom y el tensor,
y después, como C' tiene una resolucién proyectiva de finitamente generados
y Q/Z es inyectivo, para cada i > 1, tenemos

Tor?(Homg(C, M), C) = Tor?(Homz(C @ M,Q/Z),C) =
>~ Homy(Exty(C,C ®@s M),Q/7Z),
y como Q/Z es cogenerador inyectivo

Homg (Ext,(C, C ®g M),Q/7Z) = 0 < Ext'(C,C @5 M) = 0.

Por tultimo, aplicamos la adjuncién entre Hom y el tensor y, como C' es
finitamente presentado y Q/Z es un Z-mdédulo inyectivo, por [I8, Theorem
3.2.11], tenemos

Homg(C, M™) ®r C = Homyz(C @5 M,Q/Z) @ C =
= Homgz(Homg(C,C ®s M),Q/Z),
y como Q/Z es cogenerador inyectivo por [I8, Lemma 3.2.8] tenemos
Homgz(Homz(C,C @5 M),Q/Z) = Homz(M,Q/Z) = M* &
< Hompg(C,C ®gs M) = M.

2. Sea M un R-médulo a izquierda. En primer lugar, como Q/Z es in-
yectivo y grC admite una resolucién proyectiva de finitamente generados,
tenemos

Tor[(M™, C) = Homg(Ext(C, M),Q/Z) Vi > 1,



5.2 Teorias de cotorsién a partir de clases de Foxby 135

y como Q/Z es cogenerador inyectivo

Homy (Ext’y(C, M), Q/Z) = 0 < Exty(C, M) = 0.

En segundo lugar, como rC' es finitamente presentado y Q/Z es inyectivo,
por [I8, Theorem 3.2.11] y [I8, Theorem 3.2.1] tenemos

Exts(C, M ®@p C) = Extls(C, Homg(Homp(C, M), Q/7Z) =

>~ Homy (Tor? (C, Homgz(C, M)), Q/7Z),

y como Q/Z es cogenerador inyectivo

Homg/(Tor? (C, Homg(C, M)),Q/Z) = 0 < Tor; (C, Homg(C, M)) = 0.

Por tltimo, como rC' es finitamente presentado y Q/Z es inyectivo en-
tonces por [I8, Theorem 3.2.11] y por la adjunciéon entre Hom y el tensor
tenemos

Homg(C, M ®g C') = Homg(C, Homz(Homg(C, M),Q/Z)) =

= HomZ(C' Xs HOIIlR(C, M)? Q/Z)

y como Q/Z es cogenerador inyectivo por [18, Lemma 3.2.8] tenemos
Homgz(C' ®s Homp(C, M),Q/Z) = Homz(M,Q/Z) = M" &

< C ®g Hompg(C, M) = M.

Corolario 5.2.5 Si zC tiene una resolucion proyectiva de finitamente gene-
rados entonces:

1. (Ac(S),Bc(S)) es un par de dualidad a izquierda sobre S cerrado bajo
coproductos y Ac(S) es cerrada bajo extensiones. Si, ademds, rC' es
Y -auto-ortogonal entonces el par de dualidad a izquierda es perfecto.

2. (Be(R), Ac(R)) es un par de dualidad a izquierda sobre R cerrado bajo
coproductos.
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Si, ademas, Cg tiene una resolucion proyectiva de finitamente generados,
entonces los pares (Ac(S), Bc(S)) y (Bo(R), Ac(R)) son también cerrados

bajo productos.

Por otro lado, si Cg tiene una resolucion proyectiva de finitamente gene-
rados entonces

1. (Ac(R),Bc(R)) es un par de dualidad a derecha sobre R cerrado bajo
coproductos y Ac(R) es cerrada bajo extensiones. Si, ademds, Cg es
Y-auto-ortogonal entonces el par de dualidad a derecha es perfecto.

2. (Bc(S), Ac(S)) es un par de dualidad a derecha sobre S cerrado bajo

coproductos.

Si, ademds, rC' tiene una resolucion proyectiva de finitamente generados,
entonces los pares (Ac(R),Bc(R)) y (Ba(S), Ac(S)) son también cerrados

bajo productos.

Demostracién. Por la Proposicién vemos que los pares son pares de
dualidad a izquierda.

Por supuesto son cerrados bajo coproductos, y por la Proposicion [5l, Pro-
position 5.4] Aq(S) es cerrada bajo extensiones. Si rC' es Y-auto-ortogonal
entonces A (S) contiene todos los S-moédulos proyectivos otra vez por [B]
Proposition 5.4].

Finalmente, si Cg tiene una resolucién proyectiva de finitamente genera-
dos entonces claramente A(C(S) y Bo(R) son cerradas bajo productos.

2. es el dual de 1. m

Con las herramientas desarrolladas hasta ahora, podemos responder va-
rias de las preguntas planteadas al principio de este capitulo. Esta respuesta
generaliza [31, Theorem 3.2] y mejora [8, Theorem 4.4].

Teorema 5.2.6 1. 8i gC' tiene una resolucion proyectiva de finitamente
generados entonces:

a) Las clases Ac(S) y Bo(R) son covering.

b) Si rC es X-auto-ortogonal entonces (Ac(S), Ac(S)*) es una teo-
ria de cotorsion perfecta.

2. Si gC y Cg tienen resoluciones proyectivas de finitamente generados
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entonces las clases Ac(S) y Bo(R) son preenveloping.

3. Si Cs tiene una resolucion proyectiva de finitamente generados enton-
ces:

a) Las clases Ac(R) y Bo(S) son covering.

b) SiCg es Si-auto-ortogonal entonces (Ac(R), Ac(R)*) es una teo-
ria de cotorsion perfecta.

4. Si gC y Cg tienen resoluciones proyectivas de finitamente generados
entonces las clases Ac(R) y Bo(S) son preenveloping.

Demostracién. 1. Por el Corolario 4.7 (Ac(S), Bo(S)) v (Bo(R), Ac(R))
son pares de dualidad a izquierda cerrados bajo coproductos, asi por [31]
Theorem 3.1] Ac(S) y Be(R) son covering.

Ahora, si gC es Y-auto-ortogonal entonces (Ac(S), Ac(S)*11) es perfecto,
asi otra vez por [31, Theorem 3.1] es una teoria de cotorsién perfecta.

2. Si Cg también tiene una resoluciéon proyectiva de finitamente generados
entonces Ac(S) v Bo(R) son cerradas bajo productos y entonces por [31)
Theorem 3.1, (a)] tenemos que son preenveloping.

3.y 4. se tienen por argumentos duales. [ |

Corolario 5.2.7 Supongamos que rC' tiene una resolucion proyectiva de fi-
nitamente generados. Entonces el par (Ac(S), Ac(S)*) es una teoria de
cotorsion hereditaria si, y solamente si, C' es Y-auto-ortogonal.

Demostracion. Si (Ac(S), Ac(S)*!) es una teorfa de cotorsién entonces
se tiene Ac(S) = 11(Ac(S)*1) v ast Proj(S) C Ac(S). Entonces, por [5]
Proposition 5.4], tenemos que C' es Y-auto-ortogonal.

A la inversa, si gC es Y-auto-ortogonal entonces (Ac(S), Ac(S)*11) es una
teorfa de cotorsién por el Teorema y asi, otra vez, Proj(S) C Ac(S),
ysiAe Ac(S) y

0O—-K—+P—+A—=0

es exacta con P un S-médulo a izquierda proyectivo, entonces K € Aq(S) ([5h
Proposition 5.4]). De esta forma, para cualquier M € Ac(S)*!, la exactitud
de la sucesion

o= Bxti (A, M) — Ext (P, M) — Exty (K, M) — -
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demuestra, usando induccién, que Ext?(A, M) = 0, y por tanto M €
Ac(S)L. |

Usando el Teorema y la Proposicion [5.1.10] podemos ver qué condi-
ciones necesitamos sobre C'y Bo(R) para conseguir que zC' sea w-tilting.

Corolario 5.2.8 Supongamos que grC es X-auto-ortogonal y auto-pequeno,
que Cg es auto-ortogonal, que R = Endg(C') candnicamente y que rC' y Cs
tienen resoluciones proyectivas de finitamente generados. Entonces Bo(R) es
una clase preenveloping y coresolving, rC' es un generador Ext-proyectivo de
Bo(R) y Addg(C) € Bo(R). Como consecuencia, rRC' es w-tilting.

Demostracién. La clase Bo(R) es preenveloping (Teorema [5.2.6]), coresol-
ving (Teorema2.5.9)), Addg(C) C Be(R) ([5, Proposition 5.6]) y por supuesto
rC' es Ext-proyectivo en Be(R) por definicién.

Ahora, cualquier B € Bo(R) tiene una Addg(C)-precubierta épica con
nicleo en Be(R) (Proposicion [5.1.12)), asi C' es un generador en Bo(R).

Finalmente, por la Proposiciéon [5.1.10] tenemos que zrC' es w-tilting. [ ]

De forma similar tenemos.

Corolario 5.2.9 Supongamos que rC es X-auto-ortogonal y auto-pequeno
y Hom-fiel, que Cs es auto-ortogonal, que R = Endg(C) candnicamente y
que rC y Cs tienen resoluciones proyectivas de finitamente generados. En-
tonces Ac(S) es una clase precovering y resolving, CV es un cogenerador
Ext-inyectivo de Ac(S) y Prodg(C) C Ac(S). Como consecuencia, CV es
w-tilting.

Demostracién. El Teorema muestra que Aq(.S) es a la vez covering y
preenveloping, Aq(S) es resolving por [5, Proposition 5.4], CV es cogenerador
de Ac(S) por la Proposicion [5.1.13]y es Ext-inyectiva por [18, Theorem 3.2.1]
y Prodg(CV) C Ac(S) por el Teorema [2.5.9] Por tanto C es w-cotilting por

la Proposicion [5.1.11} [ ]



/
CAPITULO6
EXISTENCIA DE
PRECUBIERTAS Y

PREENVOLVENTES
GORENSTEIN RELATIVAS

En este capitulo estudiaremos condiciones sobre C' para que las clases
Gorenstein relativas tengan precubiertas o preenvolventes. Nos referimos a las
clases Gorenstein C-inyectivas y C-proyectivas y las clases Go-proyectivas,
Ge-inyectivas y Ge-planas.

6.1 — Precubiertas Gorenstein ('-proyectivas y
preenvolventes Gorenstein C-inyectivas

En primer lugar, abordamos la siguiente pregunta: ;cuando son las cla-
ses de sicigias de Addg(C')-resoluciones completas y Prods(C")-resoluciones
completas precovering y preenveloping, respectivamente? Es decir, las clases
C-GProj(R) y C-GInj(S) de médulos Gorenstein C-proyectivos y mddu-

139
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los Gorenstein C-inyectivos introducidas en [27], jcudando son precovering y
preenveloping, respectivamente?

Como aplicaciones veremos que, de forma dual al Teorema la cla-
se de Auslander también se puede calcular a partir de los conucleos de una
Addg(C)-corresolucion de R cuando C' es w-tilting. También podremos cal-
cular la interseccion de la clase de Bass con su clase 1-ortogonal izquierda, y
la clase de Auslander con su clase 1-ortogonal derecha, obteniendo precisa-
mente las clases de modulos C-proyectivos e C-inyectivos respectivamente.

Merece la pena sefialar que cuando rC' es auto-pequeno, la clase de médu-
los C-proyectivos no es otra que Addg(C) (Proposicién[5.1.3)), asf los médulos
Ge-proyectivos en realidad son 4 (Proj(R),C ®@sProj(S)), es decir, las cero
sicigias del complejo exacto y Hompg(—, C ®g Proj(S))-exacto

o5 Pl PP 5 CQP—-CQP — ...

con todos P! proyectivos en R-Mod y todos P; proyectivos en Mod-S.

Similarmente, si C's es Y-auto-ortogonal con una resolucién proyectiva
de finitamente generados y R = Endg(C) entonces las clases de moédulos
C-inyectivos coincide con Prodg(C") (Proposicion y también se tiene
GeZInj(S) =9 (Hompg(C,Znj(R)),Inj(9)).

Comenzaremos con el caso de Prodg(C")-resoluciones completas. Pero
antes necesitaremos los siguientes resultados.

Lema 6.1.1 Sea F : C — D un functor adjunto a izquierda de G : D — C
y i, v la unidad y la counidad de la adjuncion respectivamente. Si A, B €

Ob(D) son dos objetos tales que va y pic(p) son isomorfismos entonces, para
cualquier morfismo f : G(A) — G(B) se tiene G(vpF (f)vy') = f.

Demostracion. Sabemos que G(VA)Mg(A) = lg(a), asi como v, es un iso-
morfismo implica que pg4y también lo es y G(va) = ,u(_;(l A)- Similarmente,
G(vg) = Mé%B)'

De esta forma, G(vpF(f)vy') = u&%B)GF(f)ug(A).
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Ahora, de la naturalidad de p tenemos que el siguiente diagrama

G(A) —L —~a(B)

/»‘G(A)l iﬂG(B)

GFG(A) gy GFG(B)

es conmutativo, es decir, u&%B)GF (f)iGeay = f como queriamos. [ |

Proposicion 6.1.2 Supongamos que rC es Hom-fiel, C's es ®g-fiel, tiene
una resolucion proyectiva de finitamente generados y CV € Ac(S). Entonces

C-GZnj(S) = Homg(C, GInj(R) N Bo(R)).

Demostracién. Comenzamos aplicando Teorema [2.5.8] para obtener que
R = Endg(C) y que Cg es Y-auto-ortogonal. Entonces, por la Proposicién

5.1.7, tenemos Prodgs(C"Y) = Hompg(C,Znj(R)).
De esta forma, si M € C-GZnj(S) tomamos una Hompg(C,Znj(R))-
resolucion completa de M

Xg:oo— HomR(O’ E—l) — HOHIR(O, Eo) — HOHIR(C, El) e

Llamando K; = Ker(X; — X;;1) (Asi M = Kj). Es claro que K; €
C-GInj(S) Vi, asi, de nuevo por Teorema [2.5.8, K; € Ac(S) Vi y enton-
ces C ®g K; € Bo(R) Vi.

Asi tensorizando con C, como C ®g Homg(C, E;) = E; Vi, tenemos el
complejo
C®RsXe: - —FEF 1 —>Ey—E — ...

Ahora, para cada i tenemos las sucesiones
0—)C®SKZ—>EZ—>O®SKZ_1—>O

son exactas, ya que K; 1 € Ac(S) (Torgl(C, K;11) =0),y por tanto, C®sX,
es exacto.

Veamos que son Hompg(FE, —)-exactas, y por tanto también lo serd C ®g
X,. Sea E — C®g K;_1 con E € Inj(R) y aplicamos el funtor Homg(C, —)
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y como K; € Ac(S) entonces Homg(C, C ®g¢ K;) = K; tenemos

Hompg(C, E)
0—>Ki—>H0mR(C, El) Ki,1 0

que es una sucesiéon Homg(Hompg(C, Znj(R)), —)-exacta, luego existe un mor-
fismo Hompg(C, E) — Homg(C, E;) que factoriza a Homg(C, E) — K;_;.
Tensorizando otra vez lo tenemos.

Sea N € GZnj(R) N Bc(R), existe una sucesién exacta y Homg(E, —)
exacta
E,: .- -—>EFs—>F1—E —FE —FE— -

tales que E; € Inj(R) y N = Ker(Ey — E;). Llamamos L; = Ker(E; —
FE;i1) tenemos que estan en GZnj(R), y también en Bo(R) por [5, Proposition
5.6].

Ahora, aplicando el funtor Homg(C, —) tenemos las sucesiones exactas
(Li € Be(R))

0— HOIIIR(O, Ll) — HOIIIR(O, Ez) — HOIIlR(O, Li+1) — 0, VieZ.
Veamos que son Homg(Hompg(C,Znj(R)), —)-exactas. Sea un morfismo

f : Homg(C, E) — Hompg(C, L;11) con E € Inj(R). Veamos que podemos
completar el siguiente diagrama

HOIIlR(O, E)

|

0 —— Hompg(C, L;) — Hompg(C, Ei)l{méf)lomR(C, Lis1)—=0

de forma conmutativa.

Tensorizando con C' ®g — tenemos la siguiente situacion

E
luLM (le®f)vg'

0 K; E; K 0
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como todo L; y todo F; estan en Ba(R), donde

vg : C ®s Homg(C, FE) — E
es un homomorfismo natural dado en la definiciéon de las clases de Bass, es
decir, la counidad de la adjuncién (C ®g —, Homg(C, —)).

Pero E, es Hom(Znj(R), —)-exacta, luego existe g : E — E; que hace
el diagrama anterior conmutativo. Aplicando otra vez Hompg(C, —) tenemos
Hompg(C, g) : Homg(C, E) — Hompg(C, E;) tal que

Homp(C, §;) Homg(C, g) = Homgp(C, vz, (1c ® f)vg'),

y Homz(C,vr,.,(1c ® f)vg') = f por el Lema[6.1.1) como querfamos.

Con el mismo razonamiento se prueba, que las sucesiones
0— HOHIR(C, Ll) — HOHIR(C, Ez) — HOIIIR(C, Li+1) —0, VieZ.
son Homg(—, Hompg(C, Znj(R))-exactas ]

Corolario 6.1.3 Supongamos que rC' es Hom-fiel, que C's es ®-fiel, tiene una
resolucion proyectiva de finitamente generados y C¥ € Ac(S). Siidg(C) <
oo entonces C-GInj(S) = Homg(C,GInj(R)).

Ademdas, si R es noetheriano a izquierda entonces C-GInj(S) es preen-
veloping.

Demostracién. Por el Teorema tenemos que Znj(R) C Be(R), asi
por [8, Proposition 3.2] tenemos que GZnj(R) C Bo(R). Entonces aplicando
la Proposicion tenemos la primera parte.

Ahora, si R es noetheriano a izquierda entonces GZnj(R) es preenveloping
en R-Mod, asf por el Corolario [5.1.2) Homg(C, GZnj(R)) es preenveloping en
S-Mod. [

Ahora daremos los resultados duales concernientes a Addz(C')-resoluciones
completas. Omitimos la demostracién por utilizar los argumentos duales.

Proposicion 6.1.4 Seca rC Hom-fiel, auto-pequerio y X-auto-ortogonal. En-
tonces

C-GProj(R) = C ®s (GProj(S) N Ac(9)).
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Corolario 6.1.5 Sea rC auto-pequeno, X-auto-ortogonal, Hom-fiel y sea E
es un cogenerador inyectivo en R-Mod cumpliendo que pdg(Hompg(C, E)) es

finita. Entonces C-GProj(R) = C ®s GProj(S).

Ahora, daremos condiciones sobre C' para que C-GProj(R) sea precove-
ring en la categoria R-Mod.

Proposicion 6.1.6 Supongamos que idg(C') y ids(C) son finitas, que rC' es
Hom-fiel, ¥-auto-ortogonal, y auto-pequeno con resolucion proyectiva de fini-
tamente generados, y que S es noetheriano a derecha y n-perfecto a izquierda.
Entonces C-GProj(R) es precovering en R-Mod.

Demostracién. La clase Bo(R) y la clase de todos los R-médulos a iz-
quierda con C-GProj(R)-dimensién finita coinciden por [8, Theorem 3.4],
asi en particular la clase C-GProj(R) es precovering en Be(R). Entonces,
como Be(R) es precovering en R-Mod por el Teorema tenemos que
C-GProj(R) es precovering en R-Mod. [

En el Teorema [5.2.1] vimos que, bajo ciertas circunstancias, la clase de
Bass, B (R), se podia calcular con los conticleos de una Add g (C')-corresolucién
exacta de R. Veamos ahora que, cuando C satisface condiciones adicionales,
la clase de Auslander Ao (R) también se puede caracterizar de una forma
parecida.

Corolario 6.1.7 Supongamos que rC' es auto-pequerio y w-tilting (asi sea

una Addg(C)-corresolucion de R y llamamos K = (C @ (©2, Cokert;))*),
que R = Endg(C) y que Cg tiene una resolucion proyectiva de finitamente
generados. Entonces

Ac(R) = {M| Torl,(M,K) =0} = ~(K™).
Demostracién. Usando la Proposicion [5.2.4] tenemos que M € Aq¢(R) <
M+ € Bo(R) y por el Teorema [5.2.1{ sabemos que Beo(R) = K+, asf tenemos

M € Ac(R) & Exth(K,MT) =0 Vi > 1.

Pero Ext’ (K, M+) = Tor (M, K)* ([I8, Theorem 3.2.1]) asi M € Ac(R) <
Torf (M, K)* =0 < Tor (M, K) = 0 Vi > 0.
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Anélogamente, tenemos Ext’ (M, K+) = Tor (M, K)*, asf otra vez
Exthy (M, KT) =0Vi> 1<« Torf(M,K)=0Vi>1
y finalmente tenemos M € A¢(R) < Extiy(M, K*) =0Vi > 1. ]
Terminamos esta secciéon probando que, bajo determinadas condiciones,
la parte comtin de las dos componentes de los pares (Ac(S), Ac(S)H) y
(11Bc(R), Bo(R)) es precisamente la clase de los S-médulos a izquierda C-

inyectivos y la clase de los R-modulos a izquierda C-proyectivos, respectiva-
mente.

Proposicion 6.1.8 Se cumple:
1. grCys es auto-pequeno y X-auto-ortogonal si, y solo st,

Bc(R) N J'IBC'(R) =C ®s PTO](S)

2. Supongamos que rC' es Hom-fiel y C's tiene una resolucion proyectiva
de finitamente generados. Entonces R = Endg(C) candnicamente y Cg
es auto-ortogonal si, y solamente si

Ac(S) N Ac(S)* = Homg(C,Znj(R)).

Demostracion. 1. En primer lugar por la Proposicion sabemos que
Addg(C) = C ®g Proj(S) y por [5, Proposition 5.6] Addg(C) C Be(R).
Por otro lado, para cualquier S-moédulo a izquierda proyectivo P y cualquier
R-médulo a izquierda B € Be(R), tenemos que Exty(C ®g P, B) es sumando
directo de algiin Extj(C ®g S, B). Pero
Exth(C ®g5SP, B) = ExtL(CY, B) = Exth(C, B)! =0
asi Exty(C ®s P, B) = 0.
Entonces tenemos C' ®@g Proj(S) C Bo(R) N1 Bao(R).

A la inversa, elegimos cualquier M € Bo(R)N*Bc(R). Por la Proposicién
5.1.12[ sabemos que M tiene una Addg(C)-precubierta épica

O—-T—L—-M-—=0

con niicleo T € Beo(R). Pero entonces Extp(M,T) = 0 luego la sucesién
escinde, lo que prueba que M € Addg(C) = C ®g Proj(S).
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2. Por el Teorema tenemos que Znj(R) C Bg(R) y, por tanto,
Hompg(C,Znj(R)) C Ac(S).

Por otro lado, para cualquier inyectivo £ € Znj(R) y cualquier A €
Ac(S) tenemos

Exts (A, Homg(C, E)) = Hompg(Tor] (C, A), E)

por [I8, Theorem 3.2.1]. Pero Tor{(C, A) = 0 puesto que A € Ac(S) as
Hompz(C, E) € Ac(S)** y entonces Homg(C,Znj(R)) C Ac(S) N Ac(S)4.

A la inversa, si M € Ac(S) N Ac(S)*, 26, Theorem 2.11] garantiza
la existencia de una Hompg(C,Znj(R))-precubierta ménica 0 — M — X.
Ahora, como Hompg(C,Znj(R)) C Ac(S), tenemos M, X € Aq(S5), asi por
[5, Proposition 5.4] el conicleo X/M también estd en Ax(S). Pero M €
Ac(9)* asf aplicando Homg(X/M, —) podemos ver que la sucesién

0—-M—X—X/M—0

escinde, y como Hompg(C,Znj(R)) = Prods(C"), que es cerrada bajo suman-
dos directos, tenemos que M € Hompg(C,Znj(R)). u

6.2 — Precubiertas G-planas y Go-proyectivas

La informacién existente en la literatura acerca de la existencia de pre-
cubiertas Gorenstein planas relativas a un R-médulo C' es muy limitada. En
esta seccion queremos abordar dos problemas naturales que surgen al estu-
diar esta clase de médulos: jcuando existen las (pre)cubiertas Gorenstein
planas relativas? Y, jcuando esta la clase de moédulos Gorenstein proyecti-
vos relativos, también a C', contenida en la clase médulos Gorenstein planos
relativos? Y, relacionado con este tltimo problema, ;podemos comparar las
dimensiones Gorenstein proyectiva y plana relativas a C?

Para conocer mejor cémo es la clase de médulos Gorenstein planos relati-
vos, estudiaremos sus relaciones con la clase de médulos Gorenstein inyectivos
relativos.

Como consecuencia de los resultados que se obtendran en esta seccion,
también daremos condiciones suficientes para que la clase de modulos Go-
renstein proyectivos relativos sea precovering especial en R-Mod.
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Empezamos recordando el concepto de moédulo Gorenstein plano relativo
aC.

Definicion 6.2.1 Un R-mdédulo a izquierda es Ge-plano si existe una suce-
sion de R-mdédulos exacta y (Homg(C,Znj(R)) ®g —)-exacta

X= - F' 5 F' 5 CsFy— C®gF — -

conde F' € Flat(R), F; € Flat(S) y M =Im(F° — C ®3 Fp).

La clase de todos los R-mddulos a izquierda Geo-planos la denotaremos por
Ge Flat(R) y decimos que la sucesion X es una (Flat, C' ® Flat)-resolucién
completa.

Es inmediato ver que la clase G¢ Flat(R) es cerrada bajo sumas directas.

Proposicion 6.2.2 Supongamos que rC' es Y-auto-ortogonal y tiene una
resolucion proyectiva de finitamente generados. Entonces Flat(S) C Ac(5),

C ®g Flat(S) C Bo(R) y Homg(C, C ®g Flat(S)) C Flat(S).

Demostracién. Por [5, Proposition 5.4] sabemos que Proj(S) C Ac(S),
y como los médulos planos son limite directo de proyectivos, y como rC
tiene una resolucién proyectiva de finitamente generados (que nos dice que
Hompg(C, —) y Ext3'(C, —) preserva limites directos) tenemos que Flat(S) C
Ac(S).

Pero entonces sabemos que C' ®g Flat(S) C Be(R) y asi Homg(C, C ®g
Flat(S)) € Ac(S). De esta forma, para cualquier F' € Flat(S) tenemos
F =2 Homg(C,C ®g F) y asi Homg(C,C ®g F') es un S-mbdulo a izquierda
plano. |

Con el uso de la Proposicién [6.2.2] podemos dar condiciones sobre la clase
C ®g Flat(S) para que sea cerrada bajo productos directos y submédulos
puros, que, como consecuencia, seran condiciones para que esta clase sea
preenveloping.

Proposicion 6.2.3 Si zC es Hom-fiel, Y-auto-ortogonal y tiene una resolu-
cion proyectiva de finitamente generados, entonces C ®@g Flat(S) es cerrada
bajo submodulos puros.

Si S es coherente a derecha y Cg es finitamente presentado entonces C Qg
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Flat(S) es cerrada bajo productos.

Como consecuencia, cuando se cumplen todas las condiciones C®gFlat(S)
es preenveloping en R-Mod.

Demostracién. Para probar que C'®g Flat(S) es cerrada bajo submoédulos
puros seguimos [33, Lemma 5.2 y usamos la Proposicion [6.2.2]

Que C' ®g Flat(S) es cerrada bajo productos es claro.

Finalmente, sabemos que si es una clase Kaplansky es cerrada bajo pro-
ductos directos es preenveloping (por [I8, Theorem 11.9.4]) asi que basta con
probar que C ®g Flat(S) es Kaplansky.

Para ello sea F' € Flat(S) cualquier S-médulo a izquierda plano y x €
C' ®g F' cualquier elemento. Entonces podemos escribir x como z = Y1 ; ¢;®
x;, y por el Lema [I8, Lemma 5.3.12] sabemos que hay un cardinal « (de-
pendiendo s6lo de |R|) tal que para cualquier i existe un submédulo puro
A; < F conteniendo a z; tal que |A;| < a. Pero entonces A =71 A, < F
es un submédulo puro de F'y por supuesto |A| < «. Si elegimos cualquier
numero cardinal X > max{|C|, a} tenemos que |C ®@g A| < |C x A| < Y. De
esta forma tenemos que z € C ®g A € C ®g Flat(S) y |C ®@s A] < X.

Ahora, A < F nos da la sucesion pura

0>CRsA—>CRsF—C®sF/A—0

. . C®sF
exacta, asi como F'/A es plano inmediatamente tenemos que ————— estd en

C®sA
C ®g Flat(9), luego C ®g Flat(S) es Kaplansky. u

Una pregunta muy interesante es saber cuando la clase de R-modulos a
derecha C-inyectivos, es decir, la clase Homg(C,Znj(S)), esta contenida en
la clase de los médulos Ge-inyectivos. Se sabe que si C' es semidualizante
entonces la respuesta es si, pero, ;jes cierto para casos mas generales?

Proposicion 6.2.4 Supongamos que rC' es Y-auto-ortogonal y que tiene una
resolucion de proyectivos finitamente generados. Entonces, la clase de R-
modulos a derecha Homg(C,Znj(S)) estd contenida en la clase GoInj(R)
de todos los R-mddulos a derecha Gg-inyectivos.
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Demostracion. Observemos en primer lugar que

Ge GInj(R) = 9(Homg(C,Znj(95)),Inj(R)).

Ahora, se tiene que al ser gC' un moédulo X-auto-ortogonal entonces
Homg(C,Znj(S)) es auto-ortogonal, y como

L Znj(R) = cores Inj(R) = Mod-R,
basta aplicar la Proposicién [3.3.1] ]
Veamos ahora una ligera modificacion del dual de Holm [29, Corolary 2.11]

para mdédulos Gorenstein proyectivos, extendido por White [40), Corolary 3.8]
al caso de modulos Ge-proyectivos relativos a un modulo semidualizante C'.

Proposicion 6.2.5 Supongamos que rC' es Y-auto-ortogonal y tiene una
resolucion proyectiva de finitamente generados. St

0 — M — Homg(C,I) - G — 0

es una sucesion exacta corta de R-modulos a derecha donde I es un S-maodulo
a derecha inyectivo, G es Go-inyectivo y Ext}%(A, M) = 0 para todo R-maédulo
a derecha C-inyectivo A, entonces M es Gg-inyectivo también.

Demostracion. Observemos que estamos en la misma situacién de la Pro-
posicién anterior, por tanto, basta aplicar [44, Theorem 3.10]. [ |

El siguiente resultado esta probado cuando C' es semidualizante ([42, Pro-
position 2.5]). Sigamos extendiéndolo a un caso mas general.

Proposicion 6.2.6 Sea M cualquier R-mddulo a izquierda. Se cumple:

1. Si M es Geo-plano entonces M™* es Ge-inyectivo.

2. Supongamos ahora que R es coherente a izquierda, que S es coherente
a derecha, que rC' es finitamente presentado, Y-auto-ortogonal y Hom-
fiel, y que Cs es finitamente presentado. Si M+ € GoZInj(R) entonces
M € G¢ Flat(R).

Demostracion. 1. Sea M un R-modulo a izquierda Ge-plano. Sea

X= s Fl o F' 5 CesFp > C®sFy — -+
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una (Flat,C ® Flat)-resolucion completa de M.

Aplicando el funtor Homz(—, Q/Z) tenemos la sucesion exacta
Xt=... 5 (C®s )" = (Cos Fy)" = (FO)" — (FY)t — ...

tal que M+ = Im((C ®s Fy)t — (F°)T). Por [I8, Theorem 3.2.10] (F*)T es
un R-moédulo a derecha inyectivo y, por la adjunciéon del Hom y el tensor,
tenemos que (C' ®g F;)™ = Homg(C, F;") € Homg(C,Znj(S)) C Prodg(C")
y que el complejo (Homg(C,T) ®r X)" = Homg(Homg(C, ), X") es exac-
to para todo S-mddulo a derecha inyectivo. Luego M es un R-mdédulo a
derecha Gg-inyectivo.

2. Supongamos que M es un R-mddulo a derecha Gg-inyectivo, entonces
existe una sucesion exacta

0>K—>A—>M"=0

con A € Prodg(CV) = Homg(C,Znj(S)) (ya que al ser gR coherente y
rC' finitamente presentado entonces rC' tiene una resolucién proyectiva de
finitamente generados y podemos aplicar la Proposicion , luego existe
un R-médulo a derecha inyectivo I tal que A = Homg(C, I'). Aplicando ahora
el funtor exacto Homgz(—, Q/Z), tenemos la sucesién exacta

0— M*™ — Homg(C,I)* — KT — 0.

Como la aplicacién candénica M — M™T es inyectiva, componiendo, te-
nemos el monomorfismo M — Homg(C, I)*. Por el Teorema [18, Theorem
3.2.11] tenemos Homg(C,I)" = C ®g I, como S es coherente a derecha,
entonces I es un S-mdédulo a izquierda plano, por tanto tenemos el mono-
morfismo 3 : M — C ®g I con It plano. Notemos que por la Proposicién
[6.2.3) C®@gFlat(S) es preenveloping. Sea ¢ : M — C®gFy una C®gFlat(S)-
preenvolvente de M, entonces ¢ es monomorfismo por serlo 5. Asi tenemos
una sucesion exacta

O—>M3>C®SF0—>K1—>O,

donde K = Coker ¢. Aplicando el funtor Homz(—, Q/Z) tenemos la sucesion
exacta
0— K = (C®s F))t =M™ —0.
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Veamos que K;" es Ge-inyectivo. Como (C ®g Fy)™ = Homg(C, F') es
Ge-inyectivo (F" es inyectivo), solo falta ver que Ext(Homg(C, I'), K;7) = 0
([44, Theorem 3.10]) para todo S-médulo a derecha inyectivo. Pero, siendo
I’ cualquier S-médulo a derecha inyectivo, Extj,(Homg(C, I'), Ki7) = 0 si, y
solo si

HOIIlR<HOII15(C, I/), (C QR F0)+> — HOIIIR(HOHI5<C, I/>, M+)

es epimorfismo. Por la adjunciéon entre Hom y el tensor tenemos el siguiente
diagrama conmutativo

Hompg(Homg(C, I'), (C ®g Fy)™T) Homp(Homg(C, I'), M™)
(Homg(C, I') @ C ®g Fo)* (Homg(C, I') @ M)*
Hompg(C ®g Fy, Homg(C, I)™) Hompg(M, Homg(C, I')")

Como el médulo Homg(C, I")" = C ®g I'" ([18, Theorem 3.2.11]) esta en
C®sFlat(S)y M — C®g Fy es una C®gFlat(S)-preenvolvente, entonces la
ultima fila es un epimorfismo. Luego también lo es la primera fila. Por tanto
K es Ge-inyectivo. Podemos proceder de la misma forma hasta obtener la
sucesion exacta

0—=-M—=>C®sFy—C@gFy —---

con F; € Flat(S) e Im(C ®g F; - C® Fi11) = K;. Ademas, notemos que
Extp(Homg(C, I'), K;7) = 0 = Ext’(Homg(C, I'), M*) para i > 1, entonces,
por [I8, Theorem 3.2.1]

0 = Extp(Homg(C, I'), K;) = Torf(Homg(C, I'), K;)™ =

= Torf(Homg(C, I'), K;) = 0,

asf la sucesién anterior también es Homg(C,Znj(S)) ®r —-exacta. De la
misma forma se ve que Tor®(Homg(C, '), M) = 0.

Por otro lado, como Flat(R) es covering, existe la sucesién exacta y
Hompg(Flat(R), —)-exacta

e A W ey V/ |
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con F* € Flat(R). Y como Torf(Homg(C,I'),M) = 0 Vi > 1 entonces
también es Homg(C, I') ® g —-exacta.

Juntando ambas sucesiones, tenemos la sucesion exacta y Homg(C, I') ®g
—-exacta

X= = Fl 3 F' 5 CesFy = C®gFy — -

con F' € Flat(R), F; € Flat(S) y M = Im(F° — C ®5 Fy). Luego M es un
R-moédulo a izquierda Ge-plano. [ ]

Corolario 6.2.7 Supongamos que Cs es finitamente presentado, que rC' es
Y-auto-ortogonal y Hom-fiel, y que tiene una resolucion proyectiva de finita-
mente generados. Si R es coherente a derecha entonces la clase Gg Flat(R)
es covering en R-Mod.

Demostracién. Por la Proposicién el par (G¢ Flat, GeInj(R)) es de
dualidad perfecto y asi el resultado viene dado por el Teorema|31, Theorem
3.1]. n

Lema 6.2.8 Supongamos que rC' es X-auto-ortogonal. Dada X® cualquier
(Proj(R),C ®s Proj(S))-resolucion completa, si

0-C®RsQ, > CRs5Qp1— - —CRs5Qy—L—0

es exacta con todos los QQ; S-modulos a izquierda proyectivos, entonces la
sucesion de complejos

0— HOIHR(}(.7 C Rs Qn) — HomR(X', C Rs Qn—l) — ...

-+ = Homp(X*, C ®s Qo) = Homp(X*, L) = 0

es también exacta.

Demostracion. Tenemos que probar que para cualquier entero m, la suce-
sion

0 — Hompg(X™,C ®s Q) = Homp(X™, C ®s Qn-1) — ...

o = Homp(X™, C ®5 Qo) — Homp(X™, L) — 0

es exacta.
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Sim < 0 entonces X™ es proyectivo y, por tanto, la sucesion correspon-
diente es exacta.

Por otro lado, si m > 1 entonces X™ = (' ®¢ K para algin S-modulo
a izquierda proyectivo K. Entonces, K es sumando directo de S para
algtin conjunto J, e igualmente, Q,, es un sumando directo de algiin ). De
esta forma Ext%(C ®g K,C ®g Q) es (isomorfo a) un sumando directo de
Ext’(C ®g SY), C ®g SU)) = Exth(C,CD),

Pero zC es Y-auto-ortogonal, luego Exth(C,C)’ = 0 y entonces se
tiene que ExtEI(C’ ®s K,C ®s Q) =0.

Con el mismo argumento demostramos que Extgl(C’ ®s K,C®sQ;) =0
para todo 4, asi haciendo uso de la sucesion exacta larga asociada a

0>C®sQ, > CRsQp_1—> A1 —0

se prueba que Extz' (X, A,_1) = 0.

Con un proceso inductivo tenemos que Ext}%l(X ™ A;) = 0 para todo i, y
por tanto, las sucesiones

0— HomR(Xm, C XRg Qn) — HOHIR(Xm,C XRg anl) — ...

co = Homp(X™, C ®5 Qo) — Homp(X™, L) — 0

son exactas para todo m > 1. [ ]

Teorema 6.2.9 Supongamos que S es coherente a derecha, que Cg es finita-
mente presentado y que rC' es Xi-auto-ortogonal. Si Po-pd(C®sF) < oo para
cualquier S-médulo a izquierda plano cotorsion F. Entonces Go Proj(R) C

GC flat(R)
Demostracién. Sea M € G¢Proj(R) y sea X una (Proj,C ® Proj)-
resolucion completa de M.

Tenemos que probar que el complejo Homg(C, I) ®p X es exacto para
cualquier S-moédulo a derecha inyectivo I, y entonces tendremos que M es
G¢-plano.

Pero por la adjuncién entre Homg(C, I) ® g — y Homz(Homg(C, I),—) v
por [I8, Theorem 3.2.11]

(Homg(C, I) ®r X)" = Homg(X, Homg(C, 1)) = Hompg(X,C ®s ).
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Como S es coherente a derecha, I es plano y cotorsién y como Pe-pd(C ®g
IT) < 00, tenemos la sucesién exacta

05CRsQ"=>CRsQ" = 5 C0RsQ°—>CRsIT =0

con todos los @); S-mddulos a izquierda proyectivos.

Pero todo Homp(X, C' ®¢ Q') un complejo aciclico, asi por el Lema m
e induccién sobre n tenemos que Hompg(X,C' ®g IT) es aciclico también y
hemos terminado. ]

Nuestro siguiente objetivo serda encontrar condiciones para que cada mo-
dulo Ge-plano tenga Ge-dimension proyectiva finita. Necesitaremos el si-
guiente resultado, inspirado en la prueba de [I, Proposition 3.1].

Recordemos que un médulo M se dice que tiene dimensién plana cotorsion
menor o igual a un entero no negativo n si existe la sucesion exacta

O—-M-—-F—->FKH—---—=F —0

donde los Fj; son mdédulos planos cotorsion.

El siguiente resultado proporciona una propiedad interesante de modu-
los planos sobre anillos n-perfectos. Aunque es probable que sea conocido,
no hemos encontrado su prueba en la literatura, por lo que lo probamos a
continuacion.

Proposicion 6.2.10 La dimension plana cotorsion de cualquier R-mddulo a
izquierda plano sobre un anillo R n-perfecto es siempre menor o igual que n.

Demostraciéon. Sea F' cualquier R-mddulo a izquierda plano y
0> F—>Cy—C,— ...

una resolucién cotorsién de F. Si llamamos K; = Ker(C; — C;y1) para
todo ¢ > 1 entonces sabemos que K; por el Lema de Wakamatsu (véase [43,
Lemma 2.1.2] se tiene que cada C; es plano cotorsién. De esta forma, solo
necesitamos probar que K, es cotorsién. Pero para todo médulo plano F
tenemos Extz' (F, C;) = 0 Vi, asf

Exth(F, K;) = Extly’/(F, F) Vi, j > 1.
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Ahora, como R es n-perfecto a izquierda, tenemos Ext’é(F, Fy=0Vi >
n + 1 asi
Extp(F, K,) = Exth™(F,F) =0

y K, es cotorsion. [ |

Lema 6.2.11 Supongamos que S es n-perfecto a izquierda, que Cg es fi-
nitamente presentado y que rC es Y-auto-ortogonal. Entonces, dado X un
complejo exacto de R-mddulos a izquierda tal que todas las componentes son
Ge-proyectivas, tenemos: si Homg(C,I) ®g X es eracto para cualquier S-
modulo a derecha inyectivo I entonces Hompg(X,C ®g P) es un complejo
exacto para cualquier S-modulo a izquierda proyectivo P.

Demostraciéon. En primer lugar notemos el morfismo natural de S-mdédulos
a izquierda F' — F* es una inyeccién pura, asi is F' es un plano cotorsién
entonces F' es sumando directo de F*7.

Ahora, como Cy es finitamente presentado, tenemos un isomorfismo na-
tural de complejos

(Homg(C, I) @z X)* =2 Homg(X,C @5 F™).

Entonces, como F*t es un S-médulo a derecha inyectivo, se tiene que el
complejo (Homg(C, FT)®@zX)™ (v también el complejo Hompg (X, C®sF1T))
son exactos por hipétesis, y de esta forma , el sumando directo Homg(X, C®g
F) es exacto. Asi Homg(X,C ®g F) es un complejo exacto para todo S-
modulo a izquierda plano cotorsion.

Ahora, como S es n perfecto a izquierda, por la Proposicién |6.2.10| tene-
mos que si P es cualquier S-médulo a izquierda proyectivo, podemos encon-
trar una sucesion exacta

O—+P—=F—-FN—--—=F =0

con todos los F; S-moédulos a izquierda planos cotorsién. Entonces, la sucesion
de R-modulos a izquierda

0—-C®sP—>C®sgly— - —>C®sgFy—0
es exacta y, si probamos que

0— HOHIR(X,C Rg P) — HOHIR(X,C®S Fo) — ...
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e — HOHIR(}(7 C XRg anl) — HOHIR(X, C XRg Fn) —0

es exacta, habremos probado que el complejo Homg (X, C ®g P) es exacta y
quedaria probado que todos los complejos Homg (X, C' ®g F;) son exactos.

Pero todos los F; son planos asi que tiene dimension proyectiva finita y
cada C ®g F; tiene Po-dimensién proyectiva. De esta forma Ext’ (X7, C ®g
F;) = 0 para todo i > 1y para todo j ya que X7 es Gg-proyectivo (véase [T,
Corollary 2.5]). u

Daremos ahora una extension del concepto de anillo n-perfecto, adaptado
a estos nuevos conjuntos C-relativos.

Definicion 6.2.12 Dado un entero no negativo n, un anillo R se dice (C,n)-
perfecto a izquierda si todo R-moédulo plano a izquierda tiene Po-dimension
proyectiva menor o igual que n.

Llegamos asi al siguiente resultado, que va a ser la respuesta a una de las
preguntas que nos haciamos al principio de esta seccion y la antesala de la
prueba de cudndo la clase G¢ Proj(R) es precovering.

Teorema 6.2.13 Supongamos que R es (C,n)-perfecto a izquierda, que S es
n-perfecto a izquierda y coherente a izquierda ay que rC' es w-tilting y tiene
una resolucion proyectiva de finitamente generados. Entonces todo R-maodulo
a izquierda Ge-plano tiene Ge-dimension proyectiva finita.

Demostracion. Sea M un R-mdédulo a izquierda Ge-plano. Entonces existe
un complejo exacto y (Homg(C,Znj(S) @ —)-exacto
X o X X0 X .
en el que M = Im(X°? — X1), X% es un R-médulo a izquierda plano para
todoi <0y X'~ C®g F con F' un S-médulo a izquierda plano para todo
1> 0.
De esta forma, Po-pd(X?) < n para todo i < 0 ya que R es (C, n)-perfecto
a izquierda, y pdg(F*) < n para todo i > 1 por ser S n-perfecto a izquierda.

Entonces, Po-pd(C ®5 F*) < n para todo i > 1y, por tanto, por [7, Theorem
3.6] tenemos Go-pd(X*) < n Vi.

Ahora, para cada 7 < 0 sea

0=+ K =P =X =0
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una sucesion exacta corta en R-Mod con los P! proyectivos, y si ¢ > 1 consi-
deremos las sucesiones exactas

0K =P —-F =0
en S-Mod con los P? proyectivos, por lo tanto, las sucesiones de R-médulos
0-CRsK' - CosP'—-CosF'=X"-0

es también exacta.

Para cualquier ¢ < —1 tenemos el diagrama conmutativo

0 Pl—=P' 0
s Xi—l - Xi - Xi+1 Xz‘+2
0

con filas y columnas exactas. Similarmente, si ¢ > 1 tenemos

0 C®g Pl——C®g P! 0
. Xi—l Xl Xi-‘rl Xi-‘rQ
0

y si ¢ = 0 tenemos

Pl 0——s ...

S R

X! X0 X! X2

|

0

De esta forma, si para cualquier modulo N llamamos N[i] al disco

o—> 00— N=—7"N—0—...
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con N en las i-ésima e (i + 1)-ésima posiciones, tenemos la sucesién exacta
de complejos

0—-W—=Po=|PP[i]| & |PCosPli]| > X—0
i<0 i>1
donde cada W' se obtiene de la siguiente manera: para i < 0 como el pullback

0 K W P! ——0

L

0 K’ P X' 0,

para ¢ > 2 como el pullback

04>C®5Ki Wi O@SPi_IHO

| l

0—=CRsK'—=C®s PP——=C®s FI——=0

y para ¢ = 1 como el pullback

0—C ®s K! WwW! PY 0

| |

0*>C®5K1*>C®5P1*>C®SF1*>O

Pero P y X son complejos exactos, luego W también lo es. Entonces,
como Py y X son (Homg(C,Znj(S)) @ —)-exactos, también lo es W.

Ademas, de los pullbacks anteriores podemos ver que

Kieg Pt sit <0
Wi y
(CesKHY® P sii=1.

Ahora, para cualquier ¢ > 1 sabemos que C ®g P! es un sumando directo
de C ®@¢ SU) = CW | entonces Extllq(C’ ®g P71 C ®g K% es un sumando
directo de

Exth,(CY), C @y K') = Exth(C,C @y K')'.
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Pero rC' tiene una resolucién proyectiva de finitamente generados, luego, por
el [18, Theorem 3.2.15], tenemos

Extp(C,C ®g K') = Exty(C,C) ®g K' =0
y, por tanto, tenemos que

W' (Ces K)® (Cos P Vi>1.

De esta forma, el complejo W es

s Ko P ' 5 (Cos KNP = (Ces K@ (Cos P — ...

Ademas, para todo ¢ € Z se comprueba facilmente que Py’ es un R-
modulo a izquierda Gg-proyectivo, asi en la sucesion exacta

0—-W-—>Py—-X—-0
tenemos que
sup {Gc—pd(POi), Geo-pd(X") — 1} =Ge-pd(X)—1<n—1

salvo que X sea Gg-proyectivo, en cuyo caso W' también lo serd por la
Proposicién [3.2.6

Asf, aplicando la Proposicién [4.1.14] tenemos que Go-pd(W?) < n —1 Vi.

Llegados a este punto, podemos aplicar los mismos argumentos sobre el
complejo W para iniciar un procedimiento inductivo obteniendo la sucesion
exacta y (Homg(C,Znj(S)) ®g —)-exacta de complejos exactos

0 —-+Wy—=Py1—-—=Pg—=>X—=0

cont < ny Ge-pd(Wy') =0 Vi.

Ahora, Addg(C) = C ®s Proj(S) ya que grC es auto-pequeno (debido a
que tiene un resolucién proyectiva de finitamente generados). Entonces por el
Teoremase tiene G Proj?(R) = Ge Proj(R), y como cada W' es G-
proyectivo (tiene G¢-dimensién proyectiva cero), tenemos que Z°(Wy) es un
R-modulo a izquierda Ge-proyectivo. Pero, de la misma forma tenemos que
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todos los R-m6dulos Z°(P;) son también Ge-proyectivos, es decir, tenemos
la sucesion exacta

0— ZO(Wt) — ZO(Pt_l) S e ZO(Po) N ZO(X) — M =0

lo que prueba que Go-pd(M) < n. [ |

Para acabar, damos condiciones para que la clase G Proj(R) sea preco-
vering especial.

Corolario 6.2.14 Sea R un anillo (C,n)-perfecto a izquierda, S n-perfecto a
izquierda 1y coherente a derecha, rRC Hom-fiel, w-tilting y con una resolucion
proyectiva de finitamente generados, y Cs finitamente presentado. Entonces
G Proj(R) es precovering especial en R-Mod.

Demostracion. Por los Teoremas [6.2.13] y tenemos las inclusiones

GC PTO](R) Q Gc ]:lat(R) Q GC PT’O](R)

donde G¢ Proj(R) denota la clase de R-mddulos a izquierda con Ge-dimension
proyectiva finita.

Ahora, dado cualquier R-moédulo a izquierda M, por el Corolario [6.2.7]
tenemos una G¢ Flat(R)-cubierta ¢ : F' — M, y entonces, por [5, Theorem
3.5] (extendido por Corolario [1.1.9), F tiene una G¢ Proj(R)-precubierta
especial ¢ : P — F. Comprobemos que ¢ : P — M es una G¢ Proj(R)-
precubierta especial de M.

Como ¢ es una cubierta y 1 es una precubierta especial, tenemos que
Ker ¢ estd en Go Flat(R)1 y que Ker v estd en Go Proj(R)*t. Pero como
Go Flat(R)* C G Proj(R)*!, entonces ambos niicleos estdn contenidos en
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Ge Proj(R)*r. Asi, de la columna de la izquierda del diagrama pullback

0 0

Ker ¢ ——=Ker ¢

0 D P M 0
‘
0——=kerop F—7=M 0
0 0

tenemos que D estd en G¢ Proj(R)*, y esto implica que el morfismo ¢ es
una G¢ Proj(R)-precubierta especial. ]
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