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Resumen.

La relacién entre las matematicas y la historia es tan intrinseca y antigua como
la misma humanidad, es por ello que debemos entender que la propia
matematica es una ciencia que se ha nutrido y a su vez ha nutrido a las diversas

ramas del saber: pintura, escultura, fisica, arquitectura, etc.

Sin embargo, la mayor parte de las veces la forma en que se ensefian las
matematicas las hace parecer un conocimiento tedrico y estanco que no guarda
relacion con la vertiente social del mundo. Por ello, en el presente Trabajo Fin de
Master hemos pretendido mostrar esa relacion entre las matematicas y la historia
reciente de la humanidad, con el objetivo de mostrar al alumnado como las
matematicas y las personas que las construyen son elementos intimamente

relacionados.

Para tal proposito, hemos tomado el ejemplo de la ensefianza de las
matematicas durante el Tercer Reich, asi como un listado de matematicos que
fueron ejecutados por el simple hecho de tener un origen racial o pensamiento

diferentes a los del régimen predominante.

El objetivo es mostrar la vertiente humana de los matematicos y el caracter
histérico y social de dicha materia, asi como deducir que cualquier tipo de
intolerancia acarrea una pérdida de riqueza cultural. Para ello se han
estructurado una serie de biografias sobre matematicos asesinados por el Tercer
Reich y unas actividades ligadas al conocimiento que aportaron dichas personas
antes de ser ejecutados. Cada actividad cumple con parte del contenido, criterios

de evaluacién y estandares de aprendizaje que marca la norma educativa.

Palabras Clave.
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Abstract.

The relationship between mathematics and history is as intrinsic and old as
humanity itself, that is why we must understand that mathematics itself is a
science that has nurtured differents branches of knowledge: painting, sculpture ,
physics, architecture, etc.

However, most of the time the way in which mathematics is taught makes it seem
like a theoretical knowledge that is not related to the social aspect of the world.
For this reason, in this Master's Thesis we have tried to show that relationship
between mathematics and the recent history of humanity, with the aim of showing
students how mathematics and the people who build it are closely related

elements.

For this purpose, we have taken the example of the teaching of mathematics
during the Third Reich, as well as a list of mathematicians who were executed for
the simple fact of having a racial origin or thought different from those of the

prevailing regime.

The goal is to show the human aspect of mathematicians and the historical and
social character of this subject, as well as to deduce that any type of intolerance
leads to a loss of cultural wealth. For this, we has elaborated a series of
biographies on mathematicians assassinated by the Third Reich and some
activities linked to the knowledge that these people contributed before being
executed. Each activity complies with part of the content, evaluation criteria and
learning standards set by the spanish educational laws.
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1. Introduccion.

En el presente Trabajo Fin de Master se pretende abordar la relacion entre las
matematicas y el nazismo, prestando especial atencion a los matematicos
asesinados por el régimen nacionalsocialista, que goberné Alemania entre 1933
y 1945.

La tematica elegida resulta de gran interés para la formacion docente como
complemento a los estudios matematicos y cientificos que solemos tener el
alumnado del master de profesorado, es decir, estos aportes histéricos
complementan un area en la que dicho profesorado suele tener carencias debido
a la excesiva especializacion que sufren los grados en la actualidad y que nos

hace especialistas en unas areas, pero practicamente ignorantes en otras.

Por tanto, a lo largo de este trabajo se pretende cumplir uno de los objetivos
fundamentales de la competencia matematica que se pretende mostrar a
nuestros futuros alumnos, el de formar ciudadanos constructivos,
comprometidos y reflexivos como bien enuncia PISA 2012 (Marcos y pruebas de
evaluacion de PISA 2012. Matematicas, Lectura y Ciencias) al incluir en su
definicion de competencia matematica el siguiente fragmento: “Ayuda a los
individuos a reconocer el papel que las matematicas desempefan en el mundo
y a emitir los juicios y las decisiones bien fundadas que los ciudadanos

constructivos, comprometidos y reflexivos necesitan”

Por tanto, que mejor manera de construir alumnos reflexivos que mostrandoles
la historia de las matematicas, asi como la implicacion ética y moral que las
matematicas han llevado implicitas y mas especialmente en tiempos convulsos

como fue la Alemania Nazi de la primera mitad del siglo XX.

Para lograr este objetivo realizaremos una prosopografia centrada en el periodo
histérico del Tercer Reich ejecutando una compilacion biografica de algunos de
los matematicos asesinados bajo el mando del nacionalsocialismo aleman. En

concreto nuestra area de trabajo se basara en los siguientes matematicos:

e Berwald, Ludwig.
¢ Blumenthal, Otto.



e Frolich, Walter.

e Grelling, Kurt.

e Pick, Georg.

e Remak, Robert.

e Strassmann, Reinhold.
e Tauber, Alfred.

La forma de proceder estara fundada en una pequefa biografia y en la
contribucion al mundo de las matematicas por parte de cada uno de los
matematicos estudiados. Dicha informacién sera explicada de forma transversal
en los temas que estén relacionados con la tematica principal de cada uno de
los profesores descritos anteriormente y se complementara con actividades

practicas que puedan ejecutarse en el aula de los institutos.



2. Marco teorico.

Tradicionalmente los conocimientos de las distintas areas se han considerado
estancos, esto quiere decir que no se ha intentado mostrar al alumnado la
relacion entre las distintas disciplinas lo que ha provocado la sensacion irreal y
poco logica del conocimiento. Sin lugar a dudas, dos de las materias en las que
los discentes tienen dificultades para relacionarlas son la historia y las
matematicas. En la educacién actual, la relacion entre los distintos saberes
resulta imprescindible como se deduce de la normativa nacional sobre
educacion. Con respecto a la relacion entre las matematicas y la historia nos
encontramos el siguiente fragmento del Real Decreto 1105/2014, de 26 de
diciembre, por el que se establece el curriculo basico de la Educacion
Secundaria Obligatoria y del Bachillerato. “...Las matematicas son un
instrumento indispensable para interpretar la realidad y expresar los fenbmenos
sociales, cientificos y técnicos de un mundo cada vez mas complejo; contribuyen
de forma especial a la comprensién de los fendmenos de la realidad social, de
naturaleza econodmica, historica, geografica, artistica, politica, sociologica, etc.,
ya que desarrollan la capacidad de simplificar y abstraer.” Y aun mas
explicitamente puede verse en el siguiente fragmento: “...Tampoco debe
olvidarse la contribucion de las matematicas a otras areas como la Geografia, la
Historia o el Arte en donde las matematicas han tenido una reconocida

influencia...”

Son pocos los estudios que se han hecho al respecto, y entre los que podremos
destacar simplemente algunos TFM relacionados con la tematica como los

siguientes:

e Por qué incluir la Historia de la Matematica en el aula? Helena
Palenzuela Rodriguez.
e La historia de las matematicas como recurso didactico. Beatriz Navarro

Vicente.



3. Marco aplicado o propuesta de intervencion.

Nuestra intervencién tendra lugar en los distintos bloques curriculares de las
matematicas de la ensefianza secundaria espafiola. Como ya se mencioné con
anterioridad, el contenido de este TFM pretende ser llevado a la practica de una
forma transversal, es decir, que se ejecutara desde 1° de E.S.O hasta 2° de
Bachillerato aprovechando los contenidos que establece la ley para introducir
una breve resefa biografica de los autores preestablecidos (matematicos
asesinados por el Tercer Reich), asi como para establecer actividades que nos
permitan conocer su contribucion al mundo de las matematicas. Se trata por
tanto de una intervencion comunitaria que llevaremos a la practica centrandonos

en como se podria realizar en los distintos cursos de un instituto cualquiera.

3.1. Conceptos previos.

En primer lugar, procederemos a explicar la forma de proceder para cada uno de
los ejemplos practicos que se realizaran en clase. Dichos ejemplos seran
coherentes en todo momento con la normativa aplicable en nuestro ambito, es
decir, el educativo. Por tanto, no regiremos en todo momento por el Real Decreto
1105/2014, de 26 de diciembre, por el que se establece el curriculo basico de la
Educacion Secundaria Obligatoria y del Bachillerato.” Dicho real decreto
establece las competencias y objetivos del curriculo en base a contenidos
(estructurados en bloques), criterios de evaluacion y estandares de aprendizaje

evaluables.

Por tanto, para cada una de nuestras actividades expondremos el bloque para el
que esta disefiada nuestra actividad, asi como los contenidos, criterios de
evaluacion y estandares de aprendizaje que aplicaremos. Previo paso a esta

cuestion vemos de suma importancia definir los siguientes conceptos:

L Aunque la normativa ha cambiado, se ha elegido realizar el presente TFM con la normativa que se
aplica aun en las aulas.
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e Contenidos: Segun la Web del Ministerio de Educacion y Formacion
Profesional se definen los contenidos como: “conjunto de conocimientos,
habilidades, destrezas y actitudes que contribuyen al logro de los objetivos
de cada ensefianza y etapa educativa y a la adquisicion de
competencias.” Extrapolando dicha definicion al caso de las matematicas
podriamos definir el contenido matematico como el conjunto de
conocimientos, habilidades, destrezas y actitudes que permite la
adquisicion de las competencias matematicas.? Dicho contenido se
estructura en bloques de conocimiento segun la normativa. Dichos
bloques coinciden para las matematicas de E.S.O y Bachillerato y se
corresponden con:

- Bloque 1. Procesos, métodos y actitudes en Matematicas.
- Bloque 2. Numeros y algebra.

- Bloque 3. Geometria.

- Bloque 4. Funciones.

- Bloque 5. Estadistica y probabilidad.

e Criterios de evaluaciéon. Buscan conocer el grado de adquisicion de las
competencias, asi como saber si se han logrado los objetivos de la
materia.

e Estandares de aprendizaje. Se corresponden con el desglose de los
criterios de evaluacion de forma que el profesorado tenga elementos de
concrecion, observables y medibles que permitan cuantificar el grado de

rendimiento del alumnado en cada una de las competencias.

2 Aunque usemos el término Competencias Matematicas, en nuestra asignatura se valoraran distintas
competencias segun establece el Ministerio de Educacién.
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3.2. Introduccién histérica y contextualizacion de la intervencién.

Como ya se menciond en la introduccion, el periodo histérico que queremos
desarrollar durante nuestra intervencion es el protagonizado por el régimen nazi
durante el Tercer Reich y mas concretamente nos centraremos en los
matematicos asesinados durante dicho periodo. A modo de introduccién

citaremos los sucesos historicos ocurridos en dicha época:

Tras la Republica de Weimar de 1919 a 1933, Hitler es nombrado canciller de
Alemania el 30 de enero de 1933 por el entonces presidente Paul von
Hindenburg después de las elecciones generales de 1932 donde Hitler formé un
gobierno de coalicién formado por su propio partido, Partido Nacionalsocialista
Obrero Aleman (NSDAP), y por el Partido Nacional del Pueblo Aleman (DNVP).
El 14 de julio de 1933 se decreta el Partido Nazi como el unico partido legal de

Alemania, suponiendo el paso de la democracia a la dictadura.

En los afnos posteriores las minorias de Alemania se ven desprovistas de sus
derechos civiles sobre todo a partir de septiembre de 1935 cuando se promulga
la Ley de Nuremberg que establecia que aquellas personas de sangre no
alemana no tenian ningun derecho civil. Ademas, se prohibié el matrimonio entre
alemanes y judios, considerando a cualquier persona que tuviera un abuelo judio
como judio. En este periodo también se ejerci6 una persecucién de
homosexuales y personas discapacitadas. Poco a poco esta persecucion fue
extendiéndose al resto de las minorias, afectando especialmente a gitanos y
judios, perteneciendo a este ultimo colectivo la gran mayoria de los matematicos

que vamos a estudiar en este TFM.

Las ideas de superioridad racial aria fueron instalandose en toda la sociedad
alemana, y el campo matematico no fue una excepcion. En la comunidad
matematica destacaba Ludwig Bieberbach un brillante matematico que se habia
convertido en profesor de la universidad de Berlin en 1917. Poco a poco su vision
antisemita fue impregnando sus obras, llegando a afirmar que las mentes de
judios y alemanes funcionaban de una forma diferente a la hora de comprender
y explicar las matematicas. Dicha vision se puede ver en el siguiente fragmento

de su obra, Stilarten mathematischen Schaffens, p.357: “... la imaginacion
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espacial es una caracteristica de las razas germanicas, mientras que el
razonamiento lI6gico puro es ricamente desarrollado por las razas romanicas y
hebreas. En el ambito intelectual la raza se muestra en la forma de crear, la
evaluacion de los resultados, y considero que también en el punto de vista de las

cuestiones de los fundamentos...”

Estas ideas de superioridad racial no sélo fueron calando entre el profesorado y
su obra, también afecto a la educacion de los pupilos alemanes, muestra de ello
son los siguientes problemas planteados en la guia “Matematicas en el Servicio
de Educacion Nacional y Politica” que fue distribuida en 1936 para plantear a los

profesores las directrices pedagdgicas:

e “Unloco cuesta cada dia 4 marcos, un invalido 5°5 marcos, un criminal 3’5
marcos. En muchos casos, un funcionario no cobra mas que 4 marcos, un
empleado 3’6 marcos, un aprendiz 2 marcos. Calculad cuanto cuestan
anualmente los 300000 locos y epilépticos de Alemania. ;Cuanto se
ahorraria el estado si estos individuos fueran eliminados? ¢;Cuantos
préstamos de 1000 marcos podriamos conceder a matrimonios si
pudiéramos economizar ese dinero?”

e “Entre los tres grupos raciales mas importantes de Europa, se detecto el

siguiente crecimiento de la poblacién entre 1900 y 1930:
— Poblacion teutdnica: De 124 millones a 149 millones.
— Poblacion latina: De 103 millones a 121 millones.

— Poblacion eslava: De 166 millones a 226 millones.

Asumiendo un nivel de crecimiento constante, calcula el crecimiento de
estos tres grupos en un periodo de diez afios. ¢ Cual sera el porcentaje de

poblacion de los tres grupos en el afio 1960 si esta tendencia continua?

¢ Qué riesgos para la poblacion alemana puedes percibir si no ocurre un

cambio en esta tendencia?”

Llega a ser relevante como en una materia tan aséptica de contenido politico

como son las matematicas se llego a incluir este tipo de contenido que sin lugar
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a duda pretendia dirigir el pensamiento de los nifios hacia la causa nazi, algo

que reconocié el propio Hitler en “Mein Kampf” (1924):

“...La culminacion de toda labor educacional del Estado racista consistira en
infiltrar instintiva y racionalmente en los corazones y los cerebros de la juventud
que le esta confiada, la nocion y el sentimiento de raza. Ningun adolescente, sea
varon o mujer, debera dejar la escuela antes de hallarse plenamente convencido
de lo que significa la puridad de la sangre y su necesidad. Ademas, esta situacion
desde el punto de vista racial, tiene que alcanzar su perfeccion en el servicio
militar, es decir, que el tiempo que dure este servicio hay que considerarlo como

la etapa final del proceso normal de la educacion del aleman en general...”

Ambos problemas podrian plantearse en nuestras clases de matematicas,
haciendo hincapié en los alumnos en la falta de moral de dichos problemas y en
como los objetivos de la educacion es hacer alumnos reflexivos que busquen la
mejora de nuestra sociedad. El primer problema seria apropiado para el primer
ciclo de la E.S.O y el segundo para el segundo ciclo de la E.S.O y bachillerato.
Una forma de hacerlos reflexionar sobre dichas cuestiones matematicas seria

visualizando el siguiente fragmento de la pelicula “La vida es bella”:

https://www.youtube.com/watch?v=49pjtXcFDIk
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3.3. Matematicos asesinados por el nazismo y ejercicios practicos para

llevar a clase.

3.3.1. Berwald, Ludwig.
(8 de diciembre de 1883 — 20 de abril de 1942)

Nacié en Praga en 1883, era hijo de unos famosos
libreros judios. En 1900 se traslada a Munich junto a su
familia, matriculandose en la universidad Ludwig
Maximilian. En 1908 se doctoré con una tesis sobre las |
propiedades de curvatura en las superficies internas de

un sistema rectilineo y superficies contenidas en el

mismo. Posteriormente se convirtié en profesor de la
Universidad Carolina en Praga, logrando la catedra en 1924. Destacé por sus
conocimientos en geometria diferencial, destacandose por sus trabajos sobre la

geometria de Finsler.

El 22 de octubre de 1941, fue deportado al gueto de Lodz, creado por el régimen
Nazi en Polonia y donde se encarcelaron a judios y gitanos. Muri6 el 20 de abril
de 1942. (Ver anexo |)

Su contribucion seria desarrollada en Matematicas I. 1° Bachillerato de Ciencias
y Tecnologia, y en concreto dentro del Bloque 4 (Geometria) con el objetivo de
poder atender de una forma adecuada a los siguientes contenidos, criterios de
evaluacién y estandares de aprendizaje evaluables marcados por el Real
Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, por el que se establece el curriculo

basico de la Educacion Secundaria Obligatoria y del Bachillerato.

Contenidos:

e Geometria en el plano: Incluyendo las distintas ecuaciones de la recta, asi
Como sus posiciones relativas.
e Distintos tipos de lugares geométricos del plano

e Distancias y angulos entre rectas.
15



Criterios de evaluacion:

Ser capaces de distinguir los distintos elementos de la geometria plana,
asi como obtener las ecuaciones de las rectas correspondientes de forma
que puedan ayudarse de ellas para resolver los problemas de calculo de
incidencia y distancia.

Resolver problemas de lugares geométricos, asi como identificar las
formas correspondientes de los lugares geométricos mas comunes,
analizando y comprendiendo sus ecuaciones reducidas de forma que

puedan analizar sus propiedades métricas.

Estandares de aprendizaje evaluables.

Son capaces de calcular distancias, entre puntos y de un punto a una
recta, asi como angulos de dos rectas.

Logran obtener la ecuacion de una recta segun sus distintas formas,
identificando los elementos caracteristicos de cada forma.

Conocen y diferencian las diferentes posiciones relativas de lados rectas.
Reconocen los lugares geométricos mas comunes en geometria, asi
como conocer sus caracteristicas principales.

Realizan investigaciones utilizando programas informaticos matematicos

en las que se pueda aplicar todo lo aprendido en geometria plana.

La actividad practica consistira en demostrar el teorema de Finsler-Hadwiger

que establece que, si dos cuadrados tienen un vértice comun, entonces los

centros de ambos cuadrados y los puntos medios de los segmentos que unen

los vértices adyacentes al comun forman un cuadrado.

Para hacerlo mas visual se mostrara su desarrollo con GeoGebra, ya que

como se menciona en Iranzo, N., & Fortuny, J. M. (2009), dicho programa tiene

una gran importancia en la adquisiciéon de las competencias por parte del

alumnado de ciencias.
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Problema: Dados los cuadrados A y B de vértices: A1(3,2), A2(3,-2), As(-1,-2),
A4(-1,2) y B1(3,2), B2(3,8), B3(9,8), B4(9,2). Buscar el cuadrado que satisface el

teorema de Finsler-Hadwiger.

Resolucion: Consultar anexo Il.

17



3.3.2. Blumenthal, Otto.
(20 de julio de 1876 — 12 de noviembre de 1944)

Nacié en 1876 en Frankfurt (Alemania). Hijo de una
familia de doctores judios comenzd sus estudios de
medicina en la Universidad de Gotinga, pero tras un
semestre se cambid a la carrera de matematicas. En

1905 se convirti6 en profesor de la Universidad de

Aquisgran. Destacod por sus trabajos en analisis de
funciones complejas, aunque durante la Primera Guerra Mundial camenzé a
interesarse en resolucion de problemas asociados a la aviacion, tensién en vigas
y vibracion de membranas. La influencia de Blumenthal en las matematicas
continua actualmente gracias a la publicacién de aplicaciones del Teorema de
Blumenthal-Nevai. También, fue editor de diferentes revistas, entre las que
destacaba la editada por la Sociedad de Matematicas Alemana, de la que era
miembro ejecutivo. Blumenthal fue expulsado de la universidad en 1933 debido
a sus raices judias, aunque él se habia convertido al protestantismo desde muy

joven.

Tras esta expulsién decidié emigrar a Holanda y aceptar un trabajo en Utrecht,
sin embargo, la invasion de Holanda por parte del ejército Nazi provocé el arresto
de Blumenthal y su mujer que terminaron encarcelados en el campo de

concentracion de Theresienstadt (Republica Checa) donde murio en 1944,

Entre sus contribuciones a las matematicas destacaremos el Teorema de
Blumenthal de los polinomios ortogonales, dichos polinomios se caracterizan por
formar bases ortogonales en ciertos espacios y tienen gran importancia en la
teoria de ecuaciones diferenciales, la teoria de la aproximacion de funciones y la

mecanica cuantica.

Para la actividad practica relacionada con este matematico nos basaremos en

los polinomios de Legendre, ya que se trata de polinomios ortogonales.

Lo primero que se hara es adaptar la actividad al contenido curricular que
dictamina el Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, por el que se

establece el curriculo basico de la Educacién Secundaria Obligatoria y del
18



Bachillerato. En concreto tomaremos parte del contenido curricular del Bloque 2

(numeros y algebra) para primero y segundo de E.S.O.

Contenidos:

Introduccion de los alumnos en la utilizacion del lenguaje algebraico.
Traduccion de expresiones del lenguaje cotidiano de la vida, que
representen situaciones reales, al algebraico y viceversa.

El lenguaje algebraico como forma de generalizar propiedades y expresar
relaciones.

Obtencién de expresiones algebraicas y polinomios, asi como de los
términos generales de dichos polinomios basandose en la observacién de
pautas y regularidades.

Valor numérico de las expresiones algebraicas, prestando especial
atencion a los polinomios.

Suma, resta y multiplicacion de polinomios.

Operaciones con expresiones algebraicas sencillas.

Criterios de evaluacion:

Utilizar numeros naturales, enteros y racionales, asi como saber realizar
operaciones con ellos para transformar e intercambiar informacién de
forma que sean capaces de resolver distintos problemas.

Reconocer y utilizar propiedades de los numeros en contextos de
divisibilidad y operaciones sencillas

Desarrollar la habilidad para resolver operaciones combinadas como
culmen a la correcta realizacidon de operaciones aritméticas, sabiendo

aplicar la jerarquia de las operaciones combinadas.
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Estandares de aprendizaje evaluables.

e Ser capaces de hallar el valor de expresiones numéricas de distintos tipos
de numeros a través de la suma, resta, multiplicacion y division, asi como
de las potencias de exponente natural sabiendo aplicar de una forma
adecuada la jerarquia de las operaciones.

e Realizan calculos en los que aparezcan potencias de exponente natural,
siendo capaces de aplicar las distintas reglas de las operaciones con
potencias.

e Logran realizar, de una forma adecuada, operaciones combinadas entre
numeros enteros y fraccionarios, bien mediante el calculo mental,
algoritmos de lapiz y papel, calculadora o medios tecnologicos utilizando
la notacidn correcta y respetando la jerarquia de las operaciones.

Problema: Dados los siguientes polinomios de Legendre:

Pi(x) =x

1
Py(x) = E(sz -1
1
Py(x) = 5 (5x3 — 3x)
1
P(x) = E(E’»Sx4 —30x% + 3)

1
Ps(x) = E(63x5 — 70x3 + 15x)

a) Establece el grado de cada uno de ellos, su coeficiente principal y su término

independiente.
b) Calcula el valor de todos los polinomios cuando x toma el valor 2.

c) Suma entre si los polinomios que tengan grado par.

Resolucion: Consultar anexo lll.
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3.3.3. Frohlich, Walter.
(2 de diciembre de 1902 — 29 de noviembre de 1942)

Nacido en 1902 en Praga, pronto destacoé en el
campo de las matematicas, siendo profesor de la
Universidad de Praga en el momento de la contienda.
Se especializd en geometria descriptiva, aunque
desde principios de la década de 1930 su interés se

centro en la teoria de nudos.

El 21 de octubre de 1941 fue deportado al gueto de

Lodz, ya descrito anteriormente, donde fue asesinado
el 29 de noviembre de 1942. (Ver anexo V)

Con Frohlich introduciremos a los alumnos en la teoria de nudos que es la rama
de la topologia que se encarga de estudiar el objeto matematico que abstrae la

nocién de nudo.

0,603V

BB EBY
80 BHEY D
ERRRECRRES

Un nudo es matematicamente una curva cerrada en el espacio tridimensional y
que no tiene auto intersecciones. El nudo mas simple es el circulo. El principal
problema de la llamada Teoria de Nudos es su representacion en el plano. A la
hora de clasificar dos nudos se dice que dos nudos son equivalentes si se puede

transformar uno en otro sin alterar su topologia.
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Algunos ejemplos de nudos aparecen en la naturaleza, por ejemplo, las

moléculas de ADN y de ARN o las proteinas.

Para la puesta en practica de la teoria de nudos nos adaptaremos al contenido

curricular de 4° E.S.O y en concreto en la asignatura de matematicas orientadas

a las ensefanzas aplicadas. La actividad estara enmarcada dentro del Bloque 1

(Procesos, métodos y actitudes en matematicas). Los contenidos, criterios de

evaluacion y estandares de aprendizaje evaluables seran los siguientes:

Contenidos:

Planificacion de procesos que lleven a la correcta resolucion de problemas
de la vida cotidiana.

Elaboracion de estrategias y procedimientos para la puesta en practica de
la planificacion anteriormente mencionada, mediante el uso del lenguaje
apropiado: (grafico, numérico, algebraico, etc.), reformulacion del
problema, buscar regularidades y leyes, etc.

Analisis de los resultados: mediante asignacion de las unidades
correspondientes, revisibn de las operaciones, realizando las
comprobaciones oportunas e interpretacion de las soluciones en el
contexto del problema planteado, busqueda de distintas formas de
resolucién, etc.

Planteamiento de investigaciones matematicas en distintos contextos:
numeéricos, geométricos y funcionales.

Realizacion de procesos de matematizacion y modelizacion de
situaciones reales.

Confianza del alumnado en sus capacidades de forma que pueda
desarrollar adecuadamente actitudes propias del trabajo cientifico.
Conocimiento sobre la forma de utilizar distintos medios tecnoldgicos en

el proceso de aprendizaje.
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Criterios de evaluacion:

e Expresar adecuadamente el proceso seguido para la resolucion del
problema.

e Utilizar procesos adecuados de razonamiento que lleven a distintas
estrategias de resolucion de problemas, realizando los calculos
adecuados y comprobando las soluciones obtenidas, asi como su logica
dentro del contexto de nuestro problema.

e Descubrir y comprender distintas situaciones de cambio, de forma que se
puedan deducir o inducir patrones que lleven a justificar la existencia de
regularidades y/o leyes matematicas, valorando la utilidad de estos
procedimientos para hacer predicciones adecuadas.

e Interiorizar de una forma adecuada los problemas resueltos de forma que
puedan ser planteados con variaciones en los datos, en el contexto, etc.

e Elaborar y presentar informes sobre los proceso, resultados vy
conclusiones obtenidas a lo largo de los proyectos de investigacion.

e Llevar a cabo procesos de matematizacion de la realidad cotidiana,
logrando la identificacion de problemas que puedan ocurrir en la vida
cotidiana.

e Apreciar la modelizacion matematica como una forma de resolucion de
problemas que podemos encontrarnos en nuestro dia a dia, logrando
evaluar la eficacia e identificando las limitaciones de los problemas
planteados.

e Superar las inseguridades al enfrentarse a la resolucion de problemas de
situaciones desconocidas.

e Reflexionar de una forma adecuada sobre las decisiones a la hora de
resolver los problemas de forma que se logre un aprendizaje de cara a
situaciones futuras similares.

e Emplear las herramientas tecnoldgicas adecuadas para cada situacion de
una forma eficiente, de manera que permitan realizar los calculos
necesarios, asi como las representaciones graficas adecuadas que

recreen situaciones matematicas. Dichas representaciones ayudaran en
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la comprension de los conceptos matematicos, asi como en su correcta
interpretacion y analisis.

e Utilizar las tecnologias de la informacién de modo que se permita mejorar
el proceso de aprendizaje, buscando, comprendiendo y sintetizando la
informacion mas relevante de forma que permita elaborar documentos
propios logrando exponer y argumentar dicha informacion de forma que
pueda ser transmitida a los demas.

Estandares de aprendizaje evaluables:

e Es capaz de expresar por escrito y oralmente, el proceso empleado para
resolver los problemas adecuadamente.

e Tras analizar, comprende correctamente los enunciados de los
problemas, sabiendo extraer los datos y sus relaciones, asi como
entendiendo el contexto del problema).

e Logra realizar estimaciones y crear conjeturas sobre los resultados de los
problemas a resolver.

e Ultiliza las estrategias y razonamientos matematicos adecuados para la
resolucion de los problemas, sabiendo analizar los resultados.

e Es capaz de deducir patrones y regularidades de forma que establezca
leyes matematicas que le permitan resolver problemas parecidos.

e Analiza el resultado de forma que comprende si la solucion es coherente
con el problema planteado.

e Busca formas alternativas de resolucion para los problemas.

e Sebe establecer conexiones entre los problemas y la realidad de forma
que es capaz de describir la utilidad practicas de los problemas
analizados.

e Sabe exponer de forma clara y concisa el proceso seguido, asi como las
conclusiones a las que ha llegado.

e Logra desarrollar actitudes correctas para el trabajo matematico:

esfuerzo, flexibilidad, persistencia, aceptacion de la critica razonada, etc.
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e Distingue de forma correcta entre los problemas y los ejercicios de forma
que adquiere la forma mas adecuada de resolucion en cada caso.

e Tiene una actitud de curiosidad, que le lleva a plantearse cuestiones
matematicas.

e Logra modelizar situaciones de la vida cotidiana en problemas
matematicos que después sabe resolver.

e Realiza representaciones graficas que ayudan a explicar tanto el proceso
seguido para resolver el problema como los resultados finales.

e Sabe elaborar objetos geométricos con herramientas tecnoldgicas
interactivas que permiten mostrar, analizar y comprender distintas
propiedades geométricas.

e Elabora de una forma adecuada documentos propios en formato digital:
textos, presentaciones, etc. tras sintetizar la informacion buscada y
analizada. Sabe expresar las conclusiones obtenidas de una forma clara
y concisa.

e Utiliza los recursos de forma adecuada para lograr exponer sus

conocimientos en forma de presentaciones, exposiciones, etc.

Para ello les mostraremos los siguientes los siguientes ejemplos de nudos:

https://www.geogebra.org/m/Kd8PqgdgN

https://www.geogebra.org/m/NZNQHGRe

https://www.geogebra.org/m/m3YJJB6M

Después se les pedira que realicen un trabajo de investigacion donde expliquen
diez tipos de nudos que se encuentren en la vida real, deben indicar el tipo de
nudo del que se trate y las ventajas y desventajas que presenta para el uso que
se le da. El trabajo se realizara en grupos de 4 y deben exponerlo durante 10
minutos delante del resto de los compaferos prestando especial atencion a los

elementos matematicos que muestren dichos nudos.
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3.3.4. Grelling, Kurt.
(2 de marzo de 1886 — 18 de septiembre de 1942)

Kurt Grelling nacié en 1886 en Berlin, pertenecia a
una familia acomodada judia, siendo su padre doctor.
De nifio asistio a una escuela elemental de habla
francesa, entrando en la Universidad de Gotinga en
1905. Pronto se interes6 por las paradojas tanto
matematicas como filosoficas, siendo el creador de la
paradoja semantica conocida como paradoja de

Grelling-Nelson. Ejemplo:

Rojo.
Rojo.

En 1910, obtuvo su doctorado en la universidad basado en una tesis sobre el
desarrollo de la aritmética en la teoria axiomatica de conjuntos. Pasando
posteriormente a ser profesor de instituto y trasladandose a Bruselas en 1937,
donde vivi6 hasta que fue arrestado en 1940, tras la invasion de Bélgica por el
ejército Nazi. Tras este arresto se le propuso a su mujer, Greta, el divorcio de
Kurt por ser de raza “aria”, sin embargo, tras la negativa de esta, los dos fueron
enviados al campo de exterminio de Auschwitz-Birkenau el 16 de septiembre de
1942 donde fueron ejecutados en la camara de gas el 18 de septiembre de 1942,

al no considerarse aptos para el trabajo de dichos campos.

Para la actividad que realizaremos con los alumnos nos basaremos en el tema
de su tesis, es decir, en la teoria de conjuntos, que es la rama de la ldgica

matematica que estudia las propiedades y relaciones de los conjuntos.

La teoria de conjuntos ayuda a construir y comprender todo el conocimiento
matematico basandose en la Iégica. Actualmente se acepta que los axiomas de
la teoria de Zermelo-Fraenkel seria suficiente para el desarrollo de cualquier area

de matematicas: numeros, funciones, geometria, etc.
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Una de las herramientas de la teoria de conjuntos son los diagramas de Venn,
creados en 1880 por John Venn, y que nos permiten visualizar de una forma
intuitiva las relaciones entre los distintos conjuntos, en concreto nos facilitan la

comprension de los conceptos de union, interseccion, inclusion y disyuncion.

La actividad que crearemos mediante esta herramienta y de forma que
pongamos en practicas los estudios de Kurt Grelling se basaran en el contenido
curricular de la asignatura Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales Il de
2° Bachillerato y especificamente en el bloque 4, es decir, el de Estadistica y
Probabilidad.

A continuacion, detallaremos los objetivos, criterios de evaluacion y estandares
de aprendizaje que busca cumplir nuestra actividad respecto a la norma

educativas.

Contenidos:

e Profundizacion en la Teoria de la Probabilidad mediante el estudio de la
asignacion de probabilidades a sucesos a través de la regla de Laplace y
de la frecuencia relativa.

e Estudio de la probabilidad condicionada, asi como las leyes que la rigen.

e Dependencia e independencia entre sucesos.

e Teoremas de Bayes y de la probabilidad total.

Criterios de evaluacion:

e Asignar probabilidades a sucesos aleatorios mediante la regla de Laplace.
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e Aplicar el teorema de Bayes de forma que seamos capaces de calcular la
probabilidad de diferentes subconjuntos partiendo de unos datos iniciales
obtenidos de contextos relacionados con las ciencias sociales.

e Presentar de forma ordenada los resultados y la informacion estadistica
mediante el uso del lenguaje matematico y estadistico, razonando de

forma logica los resultados obtenidos.

Estandares de aprendizaje:

e Logra calcular de una forma adecuada la probabilidad de sucesos
mediante la regla de Laplace.

e Calcula correctamente la probabilidad de sucesos partiendo de sucesos
que constituyen una parte del espacio muestral.

e Es capaz de obtener la probabilidad final de un suceso mediante la
aplicaciéon de la férmula de Bayes.

e Resuelve de forma adecuada las cuestiones relacionadas con la toma de

decisiones basandose en la probabilidad de las distintas alternativas.

La actividad consistira en la resolucién del examen de 2020 sobre la Prueba de
Evaluacion de Bachillerato para el Acceso a la Universidad, en concreto se
resolvera la convocatoria ordinaria de Matematicas Aplicadas a las ciencias
sociales Il en Andalucia. Ademas, se afaden dos apartados extras para

completar y evaluar los conocimientos de los alumnos.

Previamente a la actividad se les explicara la teoria ayudados del esquema de
la siguiente pagina:
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Teoria (Diagrama de Venn)

O @ (@

P(E)=1 P(A) P(B)

[©

P(AB) P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB) P(A U B)=1-P(AUB)

Actividad: A 120 estudiantes se les ha recomendado la lectura de dos libros. Se
sabe que 46 de ellos han leido el primer libro recomendado, 34 el segundo y 16

estudiantes han leido ambos libros. Se elige un estudiante al azar.

a) Calcule la probabilidad de que haya leido alguno de los dos libros.

b) Calcule la probabilidad de que no haya leido ninguno de los dos libros.
c) Calcule la probabilidad de que solamente haya leido el primer libro.

d) Calcule la probabilidad de que haya leido el primer libro, si se sabe que no ha
leido el segundo.

e) Establezca si los sucesos haber leido el primer libro y haber leido el segundo

libro son independientes.

f) Si usted fuera el editor y sabiendo que por la venta de ambos libros obtiene el

mismo beneficio, ¢ qué libro preferiria editar?

Resolucién: Ver anexo V.
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3.3.5. Pick, Georg Alexander.
(10 de agosto de 1859 — 26 de julio de 1942)

Nacio en Viena en la época del Imperio austriaco, siendo
hijo de una familia judia. Su padre era director de un
instituto privado y decidieron educar a Georg en casa hasta
cumplir los once anos. Estudio en la Universidad de Viena

y tras la publicacion de su tesis doctoral pasoé a ser profesor /

en la Universidad Carolina de Praga en 1881.

Dio clases a Einstein sobre calculo diferencial absoluto, algo que ayudo al fisico

a formular la teoria de la relatividad general en 1915.

Cuando se jubilo, en 1927, volvid a Viena de donde huyo en 1938 tras la invasion
de Austria por parte del ejército de Hitler. Permanecioé en Praga hasta que fue
capturado y trasladado al campo de concentracion de Theresienstadt donde

murio a las dos semanas de llegar.

Entre las aportaciones de Pick a las matematicas destaca el teorema de Pick
que permite calcular el area de un poligono que tengan los vértices en
coordenadas enteras (poligono reticular) conocidos el numero de puntos enteros

del borde y el numero de puntos enteros del interior del poligono. Es decir:

A—I+B 1
B 2

Donde:
A = Area del poligono.
| = Numero de puntos enteros en el interior del poligono.

B = Numero de puntos enteros en el borde.
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Ejemplo:

I=49 B=11
Area = 49+(11/2)-1
=53.5

Para poder crear una actividad relacionada con el matematico anteriormente
descrito nos basaremos en el curriculo de la materia de matematicas de 1° de
E.S.O., destacando que como el contenido es el mismo dicha actividad también
seria apta para 2° de E.S.O. La actividad se enmarcaria en el bloque 3, es decir,
el de Geometria y los contenidos, criterios de evaluacion y estandares de

aprendizajes que aplicariamos serian los siguientes:

Contenidos:

e Elementos de la geometria plana, asi como la distintas propiedades y
relaciones de figuras planas.

e Paralelismo y perpendicularidad.

e Angulos y relacién entre los distintos angulos de una figura plana.

e Construcciones geométricas sencillas:

e Mediatriz y bisectriz.

e Figuras planas como el triangulo, cuadrado, resto de figuras poligonales.

e Calculo y medida de los angulos en distintas figuras poligonales.

e Calculo de areas y perimetros: incluido hallar el valor de areas por
descomposicion en figuras mas simples.

e Triangulos rectangulos.

e Aplicacion del teorema de Pitagoras.
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Criterios de evaluacion:

Reconocer y describir tanto figuras planas, como sus elementos,
propiedades y caracteristicas de forma que puedan ser clasificadas.
Plantear estrategias y elaborar procedimientos que permitan resolver
problemas de perimetros, area y angulos de figuras planas, sabiendo
expresar el procedimiento utilizado.

Aplicar el Teorema de Pitagoras, sabiendo reconocer las situaciones en
las que es aplicable.

Resolver problemas asociados al calculo de longitudes y superficies.

Estandares de aprendizaje:

Logra reconocer los distintos elementos de las figuras planas: angulos,
diagonales, simetrias, etc.

Diferencia los elementos de los tridngulos, sabiendo trazarlos y
clasificarlos en funcion de sus lados y de sus angulos.

Diferencia los cuadrilateros y paralelogramos atendiendo a sus
caracteristicas.

Resuelve de forma adecuada problemas relacionados con perimetros,
superficies y angulos en figuras planas.

Sabe aplicar de forma adecuada el Teorema de Pitagoras sabiendo
reconocer las situaciones en las que aparece.

Construye secciones de los cuerpos geométricos de forma que los
subdivide en otros de facil resolucion.

Para el disefio de la actividad nos hemos basado en Bagni, G. (1997), donde se

utiliza el Teorema de Pick de una forma didactica para resolver problemas en la

geometria reticular.
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Actividad: Dada la siguiente figura, donde cada cuadrado tiene un centimetro de

lado.

a) Establece de que figura se trata, ¢ Es regular?

b) Calcula la suma de sus angulos interiores.

c¢) Dibuja un eje de simetria mediante una mediatriz y otro mediante una bisectriz.
d) Calcula su perimetro.

e) Calcula su area por descomposicion en otras figuras mas simples.

f) Calcula su area aplicando el Teorema de Pick.

Resolucion: Ver anexo VI.
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3.3.6. Remak, Robert Erich

(14 de febrero de 1888 — 13 de noviembre de 1942)
Robert Remak naci6 en Berlin en 1888, su abuelo, fue el
primer judio al que se permiti6 dar clase en una
universidad de Prusia sin abandonar su fe. Robert, fue
criado en una familia de profesores universitarios y él
mismo decidié estudiar matematicas y fisica en la

universidad de Berlin. En 1911 leyo sus tesis “Sobre la

descomposicién de grupos finitos en factores indirectos

irreducibles”.

Al comenzar la Primera Guerra Mundial Remak se inscribié como soldado, esto
postergo su solicitud para ser profesor universitario, algo que no logré hasta el
11 de enero de 1929. Es de destacar que este retraso también se debid a que
dos de sus solicitudes fueron rechazadas por la oposicion de Max Planck
alegando que Remak no era puramente “ario”. Continué como profesor hasta el
7 de abril de 1933 cuando la Ley para la Restauraciéon de la Funcion Publica lo

aporto de la docencia por ser descendiente de judios.

La noche de 9-10 de noviembre de 1938 fue arrestado por ser judio, esa noche
murieron 91 judios y otros 30.000 fueron arrestados, sus negocios y unas 150
sinagogas fueron quemadas, dicho suceso se conoce como la noche de los
cristales rotos. Remak fue llevado al campo de concentracion de
Sachsenhausen. Su mujer intenté tramitar la emigracién de Remak a EE. UU,
pero tras sus fracasos decidid divorciarse para poder salvar su propia vida, ya

que ella no era judia.

A principios de octubre de 1942, los alemanes transfirieron 100.000 judios a
Auschwitz, entre ellos estaba Robert, quien fue ejecutado tres dias después de

su llegada a dicho campo de exterminio.

Entre sus aportaciones matematicas destacaremos la Descomposicion de
Remak que consiste en la descomposicion de un grupo abeliano en una suma

finita de objetos irreducibles, entendiendo por grupo abeliano como aquel en que
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el resultado de la operacién es independiente del orden de los argumentos, es

decir:
gef=feg
Recordemos que la composicion de funciones no es una propiedad que sea

reciproca, sin embargo, en el caso de grupos abelianos dicha composicion si

sera igual en ambos sentidos.

La actividad elaborada y relacionada con los estudios de este matematico estara
enmarcada en el curriculo de 1° de Bachillerato de Ciencias Sociales. Los
elementos curriculares que aplicariamos serian los que se enumeran a

continuacion y corresponden con el Bloque 3, o sea, el de analisis:

Contenidos:

e Funciones basicas: funcién lineal, funcion racional...
o Representacion basica de funciones.

e Operaciones y composicion de funciones.

Criterios de evaluacion:

¢ Identificar distintas funciones elementales dadas mediante enunciados, o
expresiones algebraicas de forma que puedan representarse
graficamente.

e Representar y estudiar las distintas propiedades de las funciones.

Estandares de aprendizaje evaluables:

e Reconoce las funciones reales tanto analitica como graficamente.

e Sabe seleccionar las escalas adecuadas para representar las funciones y
de esta forma poder interpretarlas.

e Logra comprobar los resultados con la ayuda de medios tecnoldgicos
adecuados.

e Conoce y aplica de forma adecuada el concepto de composicidon
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e Representa graficamente funciones, y reconoce los elementos basicos de

dichas representaciones.

El ejercicio planteado sera el siguiente:

Actividad: Establezca las funciones dadas por el siguiente enunciado: f(x) se
corresponde con el triple de un numero mas dos y g(x) con el cociente entre un
numero mas tres y el doble de un numero mas uno. Establezca que tipo de
funcién es cada una, dibujelas y diga si forma un grupo abeliano, justifique su

respuesta.

Resolucion: Ver anexo VII.
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3.3.7. Strassmann, Reinhold.
(24 de enero de 1893 — finales de octubre de 1944)

Fue el tercer hijo del profesor Dr. Fritz Strassmann,
considerado el padre de la medicina forense, y de su
mujer Rose. Se bautiz6 como protestante, aunque su

familia era de origen judio.

Durante la Primera Guerra Mundial participo como militar
y fue herido por la municién de una bomba, esto le dejo

secuelas que le acompafaron el resto de su vida.

En 1923 se gradué con honores en el doctorado de
matematicas. En una de sus visitas al hospital se enamord de una enfermera con
la que se caso y de la que se divorcio siete anos después. Paso a vivir con sus

padres, pasando frecuentes periodos en un sanatorio suizo.

En 1936 fue privado de su trabajo como estadistico debido a la ley Nuremberg,

ley antisemita que le afecto directamente debido a su origen judio.

En octubre de 1938 su hermano Georg emigré a EE. UU, pero Reinhold se nego
a marcharse junto a él porque estaba cuidando de su padre postrado en la cama
como consecuencia de un ictus. En 1941 fue obligado a vender sus posesiones

y fue forzado a trasladarse al gueto de Bayerisches Viertel en Berlin.

Finalmente, el 23 de octubre de 1944 fue deportado a Auschwitz donde

probablemente fue ejecutado a los dias siguientes.

Una de sus contribuciones al mundo matematico fue el Teorema de Strassmann,
el cual establece que, para determinados campos, las series de potencia
adecuadas con coeficientes en el anillo de valoracion tienen sélo un numero finito
de ceros. Gracias a esta introduccién al mundo de las series pasaremos a
elaborar una actividad relacionada con dicho concepto matematicos enfocado a
alumnos de 3° de E.S.O y en concreto del Bloque 2 (Numeros y Algebra) de la
asignatura de Matematicas Académicas. Antes de enunciar la actividad,
pasaremos a enumerar los contenidos, criterios de evaluacion y estandares de
aprendizaje evaluables.
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Contenidos:

Busqueda de regularidades, relaciones y propiedades que puedan
aparecer entre distintos conjuntos de numeros.

Expresion de dichas regularidades o sucesiones mediante el uso de
lenguaje algebraico.

Sucesiones numeéricas y sucesiones recurrentes.

Progresiones aritméticas y geométricas.

Criterios de evaluacion:

Calcular y operar con expresiones que simbolicen sucesiones numéricas
observando las regularidades que se den entre ellas.

Usar el lenguaje algebraico para extraer la informacion relevante de los
enunciados y transformarlos en sucesiones.

Resolver problemas de la vida cotidiana relacionados con los conceptos

anteriores.

Estandares de aprendizaje evaluables:

Logra calcular los términos de una sucesion mediante formacién
conocidos los términos anteriores.

Descubre la forma de la férmula del término general.

Reconoce las progresiones aritméticas y geométricas, sabe calcular su
término general y el calculo de la suma de los “n” primeros términos.
Reconoce los elementos de las sucesiones en problemas de la vida

cotidiana.
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Actividad:

Ejercicio 1. Dado un cuadrilatero cuyos lados estan en progresion aritmética de
diferencia 6. Sabiendo que el perimetro es de 52 cm, halla las medidas de sus
lados.

Ejercicio 2. Si sabemos que un cultivo de bacterias, se multiplica por biparticion
cada 30 minutos y al principio tenemos 10 bacterias. ; Cuantas bacterias habra

al cabo de 12 horas?

Resolucién: Ver anexo VIII.
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3.3.8. Tauber, Alfred.
(5 de noviembre de 1866 — 26 de julio de 1942)

Nacio en Bratislava, en el antiguo Imperio Austrohungaro,
comenzando sus estudios en matematicas en la
Universidad de Viena en 1884. Aunque su principal interés

fueron las matematicas, también estudié temas de fisica,

filosofia y economia politica. En 1888 presento su tesis :
sobre varios teoremas de la teoria de grupos. Durante los siguientes afos
continué publicando articulos matematicos de gran calidad. Finalmente logré un
puesto como profesor universitario en 1908 en la Universidad de Viena. Durante
esta etapa desarrolld multiples aspectos de las matematicas destacando la
Teoria Tauberiana que recibié este nombre gracias a su contribucion. En sus
origenes, dicha teoria, simplemente se utilizaba para tener un criterio que
permitiera asignar un valor a la suma de series. Sin embargo, actualmente, dicha
teoria es una herramienta de gran utilidad a la hora de estudiar el

comportamiento asintotico de sucesiones, series y funciones.

El 1938, tras la anexidén de Austria por parte de Alemania, fue obligado a dimitir
como profesor, siendo deportado a finales de junio de 1942 al campo de

exterminio de Theresienstadt, donde fue ejecutado el 26 de julio de dicho afo.

La actividad propuesta que relaciona el contenido matematico aportado por
Alfred Tauber con los cursos que impartimos, estara dirigida a los alumnos de la
asignatura Matematicas Il, es decir, a 2° de Bachillerato de Ciencias vy
Tecnologia. En concreto la enmarcaremos en el Bloque Il (Analisis) y consistira
en la realizacion de un apartado de un ejercicio de las pruebas de EVAU, para
acceso a las universidades andaluzas al que hemos afnadido algunos apartados

extra.

Para la realizacion de este ejercicio atenderemos al cumplimiento de los
contenidos, criterios de evaluacion y estandares de aprendizaje que nos marca

la ley.
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Contenidos:

e Limite de una funcién, tanto en un punto como en el infinito.
e Continuidad de una funcién.

e Tipos de discontinuidad.

e Calculo de asintotas verticales, horizontales y oblicuas.

e Funcidn derivada.

e Regla de L'Hépital y su aplicacion al calculo de limites.

Criterios de evaluacion:

e Estudiar la continuidad de las funciones e identificar los distintos tipos de
discontinuidades.

e Determinar las asintotas de una funcion tanto analiticamente como
graficamente.

e Aplicar de forma correcta la regla de L’'Hépital para el calculo de limites.

Estandares de aprendizaje:

e Conoce las propiedades de las funciones, sabiendo representar las
funciones y prestando especial atencién al entrono de los puntos de
discontinuidad.

e Sabe aplicar de forma correcta los conceptos de limite y de derivada.

e Utiliza la regla de L'Hopital para resolver indeterminaciones que le
permiten calcular los limites.

e Calcula y representa de forma adecuada las asintotas verticales,
horizontales y oblicuas, sabiendo diferenciar los casos en que aparecen
cada una de ellas.

La actividad propuesta esta basada en el examen de las pruebas de acceso a

las universidades andaluzas de 2020, en concreto de la convocatoria de junio.
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x%2-2x-3
x2-1

Actividad: Considera la funcion f definida por f(x) = parax # 1,—1

a) Estudia y halla las asintotas de la grafica de f.

b) Representa la funcién

Resolucion: Ver anexo IX.
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4. Conclusiones.

Destacar que el presente TFM pretende dar unas ideas generales de la forma en
que podemos obtener una sinergia al unir los conocimientos matematicos e
histéricos. Como menciona Rico, L. (Edt.) (1997), la ensefianza de las
matematicas no se limita a ensefar unos procedimientos establecidos para
resolver problemas, es mucho mas, las matematicas deben ensefarnos a pensar
y reflexionar, aprovechando cualquier organizador del curriculo para ayudarnos
a lograr dicho objetivo, en nuestro caso nos hemos centrado en el organizador

historico.

Por todo lo anterior, consideramos imprescindible cambiar la forma de transmitir
las matematicas, ya que debemos intentar, en la medida de lo posible, ensenar
no solo los conceptos y procedimientos matematicos, sino también el contexto
en que dichos conceptos fueron descubiertos. Por tanto, este TFM, es s6lo un
ejemplo de la forma en que podemos introducir una época historica
transversalmente a los conocimientos matematicos. El periodo elegido ha sido el
nazismo, pero dicha forma de trabajar enlazando pequefios aportes histéricos
con matematicas podria ser extensible a cualquier otro periodo temporal, y la
tematica podria cambiar cada afo haciendo que los discentes vean las
matematicas como algo real y que ha tenido gran importancia a lo largo de toda

la historia.
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Anexos.

Anexo |. Pasaporte de Berwald, Ludwig.
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Anexo ll. Resolucién actividad relacionada con Berwald, Ludwig.

Al ver que el vértice comun es el A1 = B1 debemos tomar los vértices adyacentes
a cada uno de los cuadrados, siendo para el cuadrado A los vértices A2y A4y

para el cuadrado B los vértices B2 y Ba.

1+3 2+8

Estableciendo el punto medio entre A4 y B2 tendremos Ci+ ( >

) =15

3+9 —-2+2
Haciendo lo mismo con Az y B4 saldra calcularemos C2 _(T' >

) =(60)

A continuacion, calcularemos C3 como el punto medio entre A1y As, obteniendo

3—-1 2-2

Cs (— 7) = (1,0)

Para finalizar calculamos el ultimo vértice como el punto medio entre B2y Ba y

3+9 8+2

saldra Cs = '(T_) = (6,5)

Para demostrar que en efecto se trata de un cuadrado vemos que dos de sus

lados adyacentes miden lo mismo:

CiG=yA-1)2+(0-5)?%=5

Cil=yJ(6-1)2+(5-5)?%=5

Graficamente obtendriamos el resultado que se muestra en la siguiente pagina:
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De forma mas general se les presentara a los alumnos la siguiente actividad en
GeoGebra, de forma que puedan observar como el teorema sirve para cualquier
cuadrado:

https://www.geogebra.org/calculator/axzykdg6
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Anexo lll. Resolucién actividad relacionada con Blumenthal, Otto.

a) P,(x) = x - Grado 1. Coeficiente principal 1. No tiene termino independiente.

Py(x) = %(sz — 1) - Grado 2. Coeficiente principal % Término independiente

-1

2

P;(x) = %(Sx3 — 3x) = Grado 3. Coeficiente principal % No tiene término
independiente.

P(x) = %(SSx4 — 30x2 + 3) = Grado 4. Coeficiente principal 32—5 Término
independiente %

Ps(x) = %(63x5 — 70x3 + 15x) = Grado 5. Coeficiente principal 62—3 No tiene
término independiente.

b)

P1(2) =2

P(Z)—1(3 22 1)—11
2 —2 . = 2
1
P3(2) = 5(5.23 -32)=17
1 443
Py(2) =5(35.2" —30.27 +3) = —

1
P5(2) = (63. 25 —70.23 4+ 15.2) = 903

c)

1 1 35 27
Py(x) + Py(x) = E(sz -1+ 5(35x4 —30x*+3) = TX4 - sz +1
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Anexo IV. Pasaporte de Frohlich, Walter.
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Anexo V. Resolucion actividad relacionada con Grelling, Kurt.

Datos:

46 23

34 17

16 2
ranm-2-2 |(())

Resolucion:

Apartado a) (@D

23 17 2
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)=—+

8
60 60 15 15
Apartado b) m
PAUB) =1-PAUB) =1 — =
( B B 15 15
Apartado c) (.)
P(AnBC):P(A)—p(AnB)=§—f—5_§
Apartado d)
1 1
P(A/BC)_P(AnBC)_P(A)—P(AnB)_ Z _ 7 143 60 15
- P(BY)  1-P(B)  _17 43 4’60 172 43
60
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Apartado e)
Dos sucesos son independientes si:

P(A).P(B) =P(ANB)

23 17 2 .
Pl - Por tanto, son sucesos, dependientes.

60 60

Apartado f)

Deberia editar el libro A por ser P(A) = g > P(B) = %
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Anexo VI. Resolucion actividad relacionada con Pick, Georg Alexander

a) Se trata de un hexagono no regular.
b) (Numero de lados - 2) *180 = (6-2) *180 = 720°
¢) Rojo: Mediatriz.

Verde: Bisectriz.

d) Para resolver los lados inclinados se aplica el Teorema de Pitagoras al

siguiente triangulo rectangulo:

N

h? = ¢? + ¢?
h? = 6% + 62 >h =36 + 36 =72 ~ 8,49 cm
Por tanto, el perimetro quedara como:
P=4%849+ 26 =4596cm

e) Tenemos multiples soluciones entre ellas una seria descomponer la figura en

dos triangulos y un rectangulo.
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Siendo:

Atriéngulo = T = 5 =36 cm?
Arecténgulo =bxh=12x6=72cm?

Arora = 2 %36+ 72 = 144 cm?

ooooooooo
oooooooooooo
oooooooooooooooo
ooooooooooooooo

00000000000000000
oooooooooooooooooo
oooooooooooooo
ooooooooooooo

| = Numero de puntos enteros en el interior del poligono = 127

B = Numero de puntos enteros en el borde = 36

A—I+B 1
- 2

. 36
Area = 127 + -~ 1 = 144 cm?.
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Anexo VII. Actividad relacionada con Remak, Robert Erich.

f(x) = 3x + 2 > Funcioén lineal. (verde)

x+3
2x+1

glx) = —> Funcion racional. (azul)

e

3x+2+3 _3x+5
2Bx+2)+1 6x+5

gef=9lf)]=9gBx+2)=

x+3 x+3 3x+9 (2x+1)

g°f=fwanzf<mﬁq)= T P R P
3x+9 4x+2 7x+11
Sl 2x e+l 241

Como puede observarse no se trata de un grupo abeliano, ya que:

gef#feog

55



Anexo VIIl. Resoluciéon actividad relacionada con Strassmann, Reinhold.

Ejercicio 1)
n(a, + ay,)
ST
52 =11 5 96 =, +ay > +a,+3d =26 > 20, =8> a; =4

Por tanto, los lados medirian: 4 cm, 10 cm, 16 cm y 22 cm.

Ejercicio 2)

Del enunciado podemos deducir:

a, = 10. Instante inicial.

a, = 10 = 2 = 20. Bacterias a los 30 minutos.
a; = 20 * 2 = 40. Bacterias a los 60 minutos.
A las 12 horas tendremos n=24, por tanto:

a, =a; *r" ! > a,, = 10 = 223 = 83886080 bacterias.
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Anexo IX. Resolucion actividad relacionada con Tauber, Alfred.

¢ Asintotas verticales:

Las asintotas verticales pueden estar en x=1 y x=-1. Pasaremos a comprobarlo:

e Para x=1

Por tanto, x=1, es asintota vertical.

e Para x=-1

. x*—2x—-3\ 0 UHonital - i 2x — 2 _—4_2
m () =g o LHonial o Jim (S) = 5 =

. x?—2x-3 0 UHonital - i (Zx - 2) —4 )
—_— = 4 ==
im 71 5 opita im

x->-1"

Por tanto, en x=-1, no hay asintota vertical.

¢ Asintotas horizontales:

Como el numerador y el denominador tienen grado par, es suficiente con que
hagamos el limite cuando tiende a infinito ya que ambos resultados dan lo
mismo.

li X 2x—3) L’Hopital
e\ T2 21 T o Hopta

_ 2x — 2 0 o o2
- llm( )=g—>LHopltal—> lim ==1

x—>+00 2x x—>+00 2

Por tanto, en y=1 hay una asintota horizontal.
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e Asintotas oblicuas: Como hay asintota horizontal, no habra asintotas
oblicuas.

-5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

-1

—2

—3

-5
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