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Introduccion

El estudio de las copulas y sus aplicaciones en estadistica es un fenémeno
bastante reciente. Hasta hace relativamente poco (principios de la década
de los noventa) resultaba dificil encontrar el término ‘cépula’ dentro de la
literatura estadistica.

La nocién de cépula fue introducida por A. Sklar en 1959, respondien-
do a un problema planteado por M. Fréchet en [10] sobre la relacién entre
una funcién de distribucién multivariante y sus marginales unidimensionales.
Inicialmente las cépulas se utilizaron mucho en el desarrollo de la teoria de
espacios métricos probabilisticos, pero mas adelante se usaron para definir
medidas no paramétricas de dependencia entre variables aleatorias.

Gracias a la gran flexibilidad que ofrecen las cépulas para modelar las
relaciones en una pareja aleatoria de variables, sus aplicaciones se extienden
a diversos campos como pueden ser la biomedicina aplicada, donde el interés
puede centrarse en los tiempos de ocurrencia de una enfermedad en érganos
pares, o los calculos actuariales, donde el interés puede centrarse en la esti-
macién de la distribuciéon conjunta de los momentos correspondientes a dos
tipos de indemnizacién. Otro campo donde las copulas han suscitado mucho
interés recientemente es en las finanzas y el control de riesgo financiero. En
el capitulo 1 se recoge toda la informacién acerca de la Teoria de Cépulas
necesaria para entender y motivar los resultados contenidos en los capitulos
posteriores.

El término fractal fue acunado por B. Mandelbrot en 1975. La primera
interpretacién que subyace de un fractal es que es un conjunto mucho mas ‘ir-
regular’ que los considerados normalmente en la geometria clésica: no importa
cuanto se magnifique el conjunto que las irregularidades se veran mas y mas
pequenas. B. Mandelbrot argumentaba que tales abstracciones geométricas
se ajustaban més al mundo fisico que los elementos regulares. En la primera
pagina de [18] Mandelbrot escribié: “las nubes no son esferas, las montanas no
son conos, las costas no son circulos y ni las cortezas de los arboles son suaves
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ni los rayos son rectilineos”. Para dar un sentido matematico a los fractales,
B. Mandelbrot los define como: “conjuntos cuya dimensién de Hausdorff [5]
es estrictamente mayor que su dimension topoldogica”.

Una forma de construir fractales es a través de los Sistemas Iterados
de Funciones [17], que se introducirdn en el capitulo 2. Hablar de SIFs es
hablar de contractividad y muy a menudo también de autosemejanza. Pero
para relacionar copulas con soporte fractal y SIFs es necesario introducir
un espacio métrico que sea completo para definir posteriormente operadores
contractivos y utilizar el teorema del punto fijo. Para ello, se podria trabajar
directamente en el espacio métrico completo (y compacto) (C,d.,) pero, tal
y como se vera en el capitulo 3, se introducira la métrica D; que también
dotara al espacio de cépulas de estructura de espacio métrico completo, ver
[25].

En el capitulo 4 se construiran copulas cuyos soportes son conjuntos frac-
tales. En particular, se vera que los elementos de una familia tienen soportes
con dimensién de Hausdorff [8] arbitraria en el intervalo (1,2), ver [11]. Tam-
bién se usaran esas copulas para construir funciones de distribucién bivari-
adas con soportes fractales. En este capitulo también se comprobara que los
resultados presentados en [11] siguen siendo vélidos cuando se trabaja en
una clase mucho mas pequena, la de las cépulas idempotentes, obteniéndose
resultados muy interesantes [20].



Capitulo 1

Teoria de Copulas

En la Introduccién de este trabajo se hizo referencia a las cépulas co-
mo aquellas funciones que relacionan una distribucién multivariante con sus
marginarles univariadas. Pero también se podria hacer alusién a las copulas
como ‘funciones de distribucion restringidas a [0, 1] x [0, 1] cuyos marginales
unidimensionales son uniformes’. En este capitulo daremos una definicién pre-
cisa de copulas bidimensionales, o también 2-copulas, o directamente copulas,
y sus principales propiedades asi como el principal resultado en la Teoria de
Copulas: el teorema de Sklar.

1.1. Introduccion

En este contexto es necesario generalizar la nocion de ‘no decreciente’
en funciones univariadas a un concepto aplicable a funciones multivariantes
(bivariadas en este trabajo). Comenzaremos introduciendo la notacién ele-
mental que sera utilizada a lo largo de este trabajo. Un rectdngulo en R es el
el producto cartesiano B de dos intervalos cerrados, B = [x1, 23] X [y1, y2]. Los
vértices del rectdngulo B son los puntos (z1,y1), (z1,%2), (X2, 71) v (%2, y2).
El cuadrado unidad I? es el producto cartesiano I? = T x I, donde I = [0, 1].

Definicién 1.1 Sean Sy y Sy dos subconjuntos no vacios de R, y sea H una
funcion real de dominio Sy X Sy. Sea B = [x1,xs] X [y1,ys] un rectangulo
cuyos vértices estan contenidos en el dominio de H. Entonces el H-volumen
de B viene dado por

Vu(B) = H(xy,y2) — H(xo,y1) — H(z1,92) + H(22,2)
Definicién 1.2 Se dice que una funcion bivariada H es 2-creciente si

4
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para todos los rectangulos B cuyos vértices estén en Dom(H ).

Notar que una funcién 2-creciente no es necesariamente no decreciente en
cada argumento, y el reciproco tampoco es cierto en general: sea H una
funcién definida en 1% por H(z,y) = (22—1)(2y—1). Entonces, para cualquier
rectangulo B = [x1, ] X [y1, Yo se tiene:

Va(B) = (2w —1) — (221 — 1)) ((2y2 — 1) — (231 — 1))
= (229 — 271)(2y2 — 2y1) > 0,

de modo que H es una funcién 2-creciente en I?. Sin embargo, es una funcién
decreciente en x para todo y € (0, 1/2) y decreciente en y para todo x € (0, 1/2).

Definicién 1.3 Sean S1,S; C 1. Una subcopula es una funcion C' de do-
minio S1 X Sg con las siguientes propiedades:

a) 0,1 € S5;N5,.

b) C' es 2-creciente,

c) Yu € S1,Yv € Sy, C'(0,v) = C'(u,0) =0
d) Yu € S;,Yv € Sy, C'(u,1) = C'(1,v) = 1.

En lo que sigue, Dom(C") y Ran(C") denotaran el dominio de definicién y el
rango de una funcién C’ respectivamente.

Notar que V(u,v) € Dom(C"), C'(u,v) esta acotada inferior y superior-
mente por 0 y 1 respectivamente, de modo que se tiene Ran(C") C L.

Definicién 1.4 Una cépula es una funcién C : 12 — 1 que verifica las
siquientes propiedades:

a) Yu,v €1,
C(u,0) = C(0,v) =0,

b) Yu,v el
Clu,)=u y C(1l,v) =, (1.1)

c) Yuy,ug,v1,v9 € I tales que uy < ug y vy < vg, el C-volumen (ver
definicion 1.1) del rectingulo B = [x1, x| X [y1,y2] €s no negativo, i.e.,

Ve(B) =0 (1.2)
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Como consecuencia de las propiedades de la definicién, una cépula es una
funcién 2-creciente y no decreciente en cada argumento.

Teorema 1.1 Sea C' una cépula. Entonces V(u,v) € T2,
W(u,v) := max{u+v— 1,0} < C(u,v) < min{u,v} =: M(u,v). (1.3)

Ademds, las funciones W y M son copulas.

Demostracién Sea (u,v) € I? cualquiera. Como una cépula es una funcién
no decreciente en cada argumento podemos escribir

Cluv) <Cu1) Fu y  Cluw) <) =y,

de modo que C(u,v) < min{u,v}. Ademas,

0 %)wﬂ%uxmuﬂ@‘aLn_aLm—awm+0@w

Ly —v—u+ C(u,v),
de donde se deduce que C(u,v) > max{u + v — 1,0}.
Puede comprobarse facilmente que W y M son cépulas, pues es inmediato
verifican las 3 propiedades de la definicién 1.4.
[ |

La desigualdad (1.3) es la versién para cépulas de la desigualdad de las
cotas de Fréchet-Hoeffding. Asi mismo, nos referiremos a M como la cota
superior de Fréchet-Hoeffding y a W como la cota inferior de Fréchet Ho-
effding. Otra copula que aparecera con frecuencia a lo largo de este capitulo
es la cdpula producto, que se define como II(u,v) = uv.

Notar que el teorema 1.1 no es cierto para céopulas de dimension d > 2
(ver [19)).

El siguiente teorema establece la continuidad de las cépulas via una condi-
cién de tipo Lipschitz en IZ.

Teorema 1.2 Sea C' una cépula. Entonces, V(uy,us), (v1,v9) € 12,
’O(UQ,UQ) — O(U17U1)| S |UQ — U1| + |U2 — Ull,

es decir, C' es uniformemente continua.

Demostracién Es inmediata, basta con tener en cuenta la desigualdad
triangular y la definicién 1.4 de cépula. m
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Definicién 1.5 Sea C' una copula, y a € 1. La seccion horizontal de C' en el
punto a es la funcion dada por t — C(t,a). La seccion vertical de C' en el
punto a es t — C(a,t) y la seccion diagonal t — 0c(t) = C(t,1).

Notar que las secciones horizontal, vertical y diagonal de una cépula son
funciones no decrecientes y uniformemente continuas en 1.

Una forma sencilla y 1til de representar el grafo de una cépula es a través
de un diagrama de contorno (Conway, 1979), es decir, con grafos de sus
conjuntos de nivel en I? dados por C(u,v) = a, donde a es una constante
cualquiera en I. Por ejemplo:

M(u,v) W(u,v)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Pi(u,v)
1.0
0.8
0.6
0.4

0.2

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 1.1: Diagramas de contorno de las cotas superior e inferior de Fréchet-
Hoeffding y de la cépula producto
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A continuacion veremos unos resultados acerca de diferenciacién en copu-
las.

Teorema 1.3 Sea C una cépula. Vv € 1, la derivada parcial OC(u,v)/0u
existe para casi todo w. Para tales u y v se tiene

0
< — <1 1.4
0< o-Clu,0) < (14)

Andlogamente, Yu € 1, la derivada parcial OC(u,v)/0v existe para casi todo
v, Y para dichos u y v se tiene

0< %C’(u,v) <1 (1.5)
Ademds, las funciones u +— 0C(u,v)/0v y v +— OC(u,v)/Ou estin bien

definidas y son no decrecientes en casi todo punto de 1.

Para la demostracién consultar [19].

Teorema 1.4 Sea C una cdpula. Si OC(u,v)/0v y 0*C(u,v)/Oudv son con-
tinuas en 12 y OC(u,v)/Ou existe para todo v € (0,1) cuando v = 0, en-
tonces C (u,v)/Ou y 9*C(u,v)/dvdu existen en (0,1)* y 8*C(u,v)/Oudv =
0*C(u,v)/Ovou .

Para la demostracién ver [24].

1.2. El Teorema de Sklar

El teorema que da titulo a esta seccién es el resultado central de la Teoria
de Cépulas. El teorema de Sklar deja claro el papel que juegan las cépulas en
la relacion entre funciones de distribucién bidimensionales y sus marginales.
Comenzaremos con las definiciones estandar de funcién de distribucién uni-
dimensional y bidimensional tal y como se recoge en [19]:

Definicién 1.6 Una funcion F : R — R es una funcion de distribucion si
a) F es no decreciente y continua por la derecha.
b) lim,, o F(x) =0,
c) lim, o F(z) = 1.

Definicién 1.7 Una funcion H : R xR — R es una funcion de distribucion
conjunta Si
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a) H es 2-creciente (ver definicion 1.2) y continua por la derecha.
b) lim, , o H(z,y) =lm, , - H(z,y) =0,
c) limy oo H(z,y) = lim,_,oo H(z,y) = 1.

Teorema 1.5 (de Sklar, 1959). Sea H una funcion de distribucion con-
junta con marginales F y G. Entonces existe una copula C' tal que Va,y € R,

H(x,y) :C(F(m),G(y)). (1.6)

Si ademds F' y G son continuas, entonces C' es unica. Si no, C' estd univo-
camente determinada en Ran(F) x Ran(G). Reciprocamente, si C' es una
copula y F' y G son funciones de distribucion, entonces la funcion H defini-
da en (1.6), es una funcion de distribucidn conjunta con marginales F y

G.

La demostracion de este teorema se basa en dos resultados auxiliares:

Lema 1.1 Sea H una funcion de distribucion conjunta con marginales F' y
G. Entonces existe una tunica subcopula C' tal que

a) Dom(C") = Ran(F) x Ran(G),
b) Yo,y € R, H(z,y) = C'(F(z),G(y)).
Demostracion La distribucién conjunta H satisface:
[ H (22, y2) — H(x1,41)| < |F(a2) — F(21)] + |G(y2) — Gy,
de modo que si F(zq9) = F(x1) y G(y2) = G(y1), se tiene que
H(x2,y2) = H(z1,11).
Asi, se puede definir una funcién

C": Ran(F) x Ran(G) — 10,1]
(F(x).Gy)  +— C'(F(z2),Gly) = H(z.y)

Ahora bien, para cada u € Ran(F), existe un z € R tal que F(z) = u, y
en consecuencia, C'(u,1) = C'(F(z),G(00)) = H(x,00) = u. Utilizando un
razonamiento analogo, se tiene que C’'(1,v) =1y C'(u,0) = C’'(0,v) = 0.
Por tltimo, sean uy,us € Ran(F') tales que u; < uo. Entonces, existen
r1, Ty € R tales que F(21) = uy, F(xy) = uy y ademés 2, < x5, pues F es no
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decreciente. Andlogamente, sean vy, vy € Ran(G) tales que v; < vy. Entonces
existen 4y, ys € R tales que G(y1) = v1, G(y2) = v2 vy 11 < y2. Asi,

Ver([ur, ua) x o1, va]) “E C'(ug, v9) — C' (g, 01) — €' (un, v2) + C' (g, v1)
= (F(xQ)v <y2>) (F( )7G(y1))
—C'(F(1),G(ya2)) + C'(F(x1), G(w1))
= H(wy,y2) — H(z2,y1) — H(z1,92) + H(z1,91)
H 2;07’6007

quedando demostrado que C’ es una subcépula.
|

Lema 1.2 Sea C' una subcopula. Entonces existe una cépula C tal que
V(u,v) € Dom(C"),
C(u,v) = C'(u,v), (1.7)

es decir, toda subcopula puede extenderse a una copula. Esta extension no
es, en general, unica.

Demostracién Por ser C’' una subcopula es no decreciente en cada argu-
mento, de modo que por continuidad se puede extender a una funcién C”
cuyo dominio sea Sy x S,, siendo S y S, las clausuras de S; y Sy respectiva-
mente. Es evidente que C” es otra subcopula, ya que todas las propiedades
de subcépula siguen siendo ciertas.

A continuacién extenderemos C” a una funcién C' cuyo dominio sea IZ.
Para ello, se toma un punto cualquiera (a, b) € 12, y se consideran a; y as los
elementos maximo y minimo de Sy que satisfacen a; < a < ay. Andlogamente,
se toman by, by € S, tales que sean el mayor y menor elemento que satisfacen
by < b < by. Notar que si a € S, entonces a1 = a = as, y si b € S,
by =b=bs.

Ahora, se toman

A\ a_al/ag—al si a; < asg,
1 pu— .
1 sl a; = a9

o bibl/bz—ln si bl < b2,
f= 1 si b1 = bg

y se define

C(CL, b) = (1 - )\1)(1 — ,ul)C"(al, bl) + (1 - )\1)#10//(@1, bQ)
"‘)\1(1 — ul)C’”(ag, bl) -+ AlulC”(ag, bg) (18)
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Notar que la interpolacion definida en esta expresiéon es lineal en cada argu-
mento, pues A\; y p; son lineales en a y en b respectivamente.
Es evidente que Dom(C) =% y que

C(a,b) = C"(a,b), V(a,b) € DomC".

Se puede comprobar facilmente que Va,b € 12, C(a,0) = C(0,b) = 0 y que
C(1,b) =by C(a,1) =a.

Ahora sé6lo queda comprobar la dltima propiedad que define a las copulas.
Para ello, sea a,b,c,d € I tales que ¢ > a y d > b. Sean ¢y, ¢ca,dy, do, Ao, o
tales que estan relacionados con ¢ y d en la misma manera en que lo estan
ai,as,b1,b2, A1, 1 con a 'y b. Notar que como ¢ > a y d > b entonces Ay > A
y t2 > pq. Llamamos B al rectangulo [a,c] X [b,d]. Evaluando Vi (B) se
distinguen varios casos, dependiendo de si existe o no algin punto en S;
entre a y ¢y si existe o no algin punto en S, entre b y d.

= Si no existe ningin punto de S; entre a y ¢ y no existe ningiin punto
en S, entre by d, es decir, si ¢; = ay, ¢y = ag,dy = by, dy = by, se tiene

Vo(B) = Cle,d) — Cle,b) — Cla,d) + Cl(a,b)

c” cop.
= (A= A)(p2 — Nl)VC“([abaﬂ x [b1, bz]) > 0,

= El caso mas complicado se presenta cuando existe al menos un punto
en Sy entre a y ¢ y existe al menos un punto en S, entre by d, es decir,
cuando a < as < ¢y <cy b < by <d; <d. En esta situacion, se tiene

Va(B)=C(e, d) — C(e,b) — Cla, d) + Cla, b)
= (1= M)p2Ver(lar, az] x [di, da]) + p2Ver([az, 1] x [di, da])
+ Ao Ver ([e1, ea] X [dy, da]) + (1 — A1) Ve ([ar, as] X [be, d1])
+ Ver([ag, e1] X [ba, di]) + AoV ([e1, o] X [ba, di])
+ (1= p)Ver(laz, e1] x [br, bo]) + Ao(1 — 1) Ver ([, e2] x [b1, b))

Es decir, Vi(B) es una combinacion de los volimenes de 9 rectdngulos
con coeficientes no negativos, de modo que Ve (B) > 0.

= El resto de casos de demuestran de forma analoga.

Queda probado entonces que C' es una cépula y que verifica (1.7).
|
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Demostracién (teorema de Sklar). La existencia de la cépula C' expre-
sada en (1.6) queda garantizada por el lema 1.1 y el lema 1.2.

Si F''y G son continuas, entonces Ran(F) = Ran(G) = I, de modo que la
unica subcopula del lema 1.1 es en realidad una cépula. Puede comprobarse
de forma inmediata que el reciproco es cierto.

]

F. Durante, J. Ferndndez-Sanchez y C. Sempi encontraron otras dos for-
mas de demostrar la veracidad del teorema de Sklar, ver [6] y [7].

El teorema de Sklar ofrece una expresién para funciones de distribucién
conjunta en términos de una cépula y dos funciones de distribucién uni-
varadas. Pero también puede invertirse para expresar cépulas en términos
de funciones de distribucion conjunta y de ‘inversas’ de sus marginales. Sin
embargo, la funciéon de distribucion H no es necesariamente una funcién es-
trictamente creciente, de modo que no tiene inversa en el sentido habitual.
Es necesaria entonces la definicién de ‘cuasi-inversa’ de una funciéon de dis-
tribucion.

Definicién 1.8 Sea F' una funcion de distribucion. Se define la cuasi-inversa
de F, F=V | como una funcion cuyo dominio es 1 tal que

FEY(t) = inf{z : F(z) >t} =sup{z: F(z) <t}, (1.9)
Consideraremos inf ) = —oo.

Si I’ es estrictamente creciente, entonces tiene una unica cuasi-inversa
que coincide con la inversa habitual, que denotaremos por F~!. Utilizando el
concepto de cuasi-inversa, se tiene el siguiente corolario de acuerdo con [19].

Corolario 1.1 Sean H,F,G y C' como en el lema 1.1, y sean F=Y G
las cuasi-inversas de F y G respectivamente. Entonces,

C'(u,v) = H(FY(u), GV (v)), V(u,v) € T

Este resultado se utiliza frecuentemente como método de construccién de
cépulas a partir de funciones de distribucién conjunta.

1.3. Copulas y variables aleatorias

Como las funciones de distribucién y las variables aleatorias estan direc-
tamente relacionadas, se sigue que una cépula asocia dos variables aleato-
rias. En particular, si las funciones de distribucién marginales son contin-
uas entonces la copula correspondiente es tnica. En lo que sigue, usaremos
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mayusculas para representar las variables aleatorias y mintsculas para sus
valores. Sea (2,4, P) un espacio de probabilidad sobre el que se define una
variable aleatoria X. Diremos que F es la funcién de distribucion de X si
Vr € R, F(z) = P[X < z].

A continuacién se enuncia el teorema de Sklar en términos de variables
aleatorias.

Teorema 1.6 (de Sklar). Sean X eY wariables aleatorias definidas sobre
un mismo espacio de probabilidad (2, A, P) cuyas funciones de distribucion
son Fx y Fy respectivamente, y su funcion de distribucion conjunta es Fxy .
Entonces existe una copula C' tal que

Fxy(z,y) = C(Fx(2), Fy(y))  Y(z,y) € R (1.10)

Si ademds Fx y Gy son continuas, C' es unica. Si no, C estd univocamente
determinada en Ran(Fx) x Ran(Fy).

Cuando Fx y Fy son continuas la cépula C' de (1.10) se llama cdopula
de X e Y,y se denota por Cxy para enfatizar la relacion entre las variables
aleatorias X e Y. Sin embargo, el teorema de Sklar no es la tinica manera
en la que las copulas y las variables aleatorias estdn relacionadas. Notar
que, extendiéndose adecuadamente a R?, toda cépula puede asociarse a una
funcion de distribucién conjunta cuyos marginales sean uniformes en I. De
forma mas precisa, podemos hacer la siguiente definicion.

Definicién 1.9 Sea C una cépula. La funcion He : R? — 1 definida como

0 stu<0ov <O,
C(u,v) si (u,v) € I,
He(u,v) = u stuelyv>1, (1.11)
v sivelyu>1,
1 stu,v > 1,

es la funcion de distribucion asociada a C'.

Es evidente que una cépula C' define univocamente la funcién He y vice-
versa. También se puede comprobar facilmente que Hgo es una funcion de
distribucién bivariada con marginales uniformes en I. Notar que todas las
funciones de distribucién asociadas a cépulas coinciden en el conjunto R?\ 12
y que P(B) = 0, para todo conjunto de Borel B C R? \ T?. De este modo y
sin perder informacién, toda cépula puede verse como una restriccién a I? de
una funcion de distribucion cuyos marginales sean uniformes en I.
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Entonces, toda copula C induce una medida de probabilidad pc en la
o-algebra de conjuntos de Borel de [0,1]%, denotada en lo que sigue por

B([0,1]?), via

po([T1, 2] X [y1,92]) = Vo[, 22] X [y1,v2]), (1.12)

donde V¢ es el C-volumen (ver definicién 1.1) del rectdngulo [z, 22| X [y1, ya].
Esta medida de probabilidad pc puede extenderse de forma estandar a los
subconjuntos de Borel de R? utilizando técnicas conocidas de Teorfa de la
Medida, ver [15].

De forma intuitiva, la C-medida de un subconjunto de [0, 1]? es la prob-
abilidad de que dos variables aleatorias definidas sobre un espacio de proba-
bilidad (£2,.4, P) con distribucién uniforme en (0, 1), U y V, y con funcién de
distribucién conjunta He, tomen valores en ese subconjunto. Con frecuen-
cia las C-medidas se llaman medidas doblemente estocdsticas, ya que para
cualquier subconjunto medible S de T,

pe(S x I) = pe(l x S) = A(S),

donde A denota la medida estandar de Lebesgue en I. El término ‘doblemente
estocastica’ viene de la teoria matricial, donde las matrices doblemente es-
tocasticas tienen todos sus elementos no negativos y todas las filas y columnas
suman 1.

Enunciamos a continuacién el teorema de descomposicion de Lebesgue,
aunque no sin antes recordar que los conceptos de medida singular y de
medida absolutamente continua con respecto a otra medida: dos medidas
v, i definidas sobre (2, .A) se dice que son singulares una respecto de la otra
si estan concentradas sobre conjuntos disjuntos, es decir, si existen A, B € A
con AN B = () y tales que

v(E)=v(ENA), wE)=unFENDB), VE € A,

y se denota por v L u. Por otro lado, se dice que p es absolutamente continua
con respecto de v si se cumple

v(E)=0= pu(E) =0, VE € A,
y se denota por pu < v.

Teorema 1.7 Sea (2, A,v) un espacio de medida finito y sea p una medida
finita sobre (£, A). Entonces existe un unico par de medidas finitas ps, jiq
sobre (2, A) tales que

p= s + Ha; ps L v, Pa L V.
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Como consecuencia de este teorema y de la estrechisima relacion entre
copulas y medidas, toda copula C' admite una descomposicién en una com-
ponente absolutamente continua y en una componente singular. De acuerdo
con [19] podemos escribir

C(u,v) = Ac(u,v) + Sc(u,v)

donde

u v 2
Actuo) = [ [ S tards, o) = Clu) Actuso).

Considerar la segunda derivada de una cépula entra dentro del marco de
la legalidad del anélisis matematico, tal y como se recoge en el teorema 1.4
contenido en [24].

Si C' = Ac en I2, es decir, si consideramos C' directamente como funcién
de distribucién conjunta, su densidad viene dada por 9?C'(u,v)/0udv, y en-
tonces C es absolutamente continua, mientras que si C = Cg en 12, i.e., si
0?C(u,v)/Oudv = 0 en casi todo punto de I?, entonces C es singular. En
otro caso, C tiene una componente absolutamente continua A¢ y una com-
ponente singular Sc. En este caso ni A¢ ni S¢ son copulas, pues ninguna
tiene marginales uniformes en (0, 1).

Notar que la C-medida de la componente absolutamente continua es
Ac(1,1) v la de la singular es S¢(1,1) [19].

Definicién 1.10 El soporte de una copula C' es el complementario de la
union de todos los subconjuntos abiertos de I? de C-medida nula. Cuando el
soporte de una copula es 12, diremos que tiene soporte completo.

Notar que el soporte de una copula es un conjunto cerrado. Otra definicion
alternativa para el soporte de una cépula es la del conjunto formado por todos
los puntos (z,y) € I? tales que para cada € > 0, se tiene que el rectdangulo
R.=(x—¢€,x+¢€) X (y—e€,y+e€) cumple

Vc(Re) > 0.



Capitulo 2

Sistemas 1terados de funciones

En este capitulo, introduciremos los conceptos de Sistema Iterado de Fun-
ciones y de Sistema Iterado de Funciones con Probabilidades, enumeraremos
sus principales propiedades, e incluiremos algin resultado que ayude a enten-
der la forma de construir los soportes fractales de las copulas que se incluyen
en este trabajo. A lo largo de las tres secciones que lo componen, consider-
aremos siempre que (£, p) es un espacio métrico completo, denotaremos por
K(Q) a la familia de todos los subconjuntos no vacios compactos de €)'y por
P(Q2) a la familia de todas las medidas de probabilidad definidas sobre la
o-algebra de Borel B(Q2).

2.1. La métrica de Hausdorff

El espacio sobre el que se define la métrica que da nombre a esta sec-
cién es precisamente K(€2). Esta métrica es en realidad una distancia entre
conjuntos compactos basada en la métrica subyacente que mide la distancia
entre puntos. Si se modifica la métrica subyacente, también se modifica la
métrica de Hausdorff resultante. Sin embargo, la topologia inducida por la
métrica de Hausdorff no dependera de la métrica subyacente elegida [17].

Definicién 2.1 Sean A, B € K(X2). Se define la distancia de Hausdorff como

pu(A, B) = max {sup inf p(a,b),sup ingp(a, b)} :

acA beB beB a€

Notar que como la distancia de un punto a un conjunto es

pla, B) == nf p(a,b)

16
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y la distancia unilateral entre dos conjuntos es

p(A, B) == sup inf p(a,b),

acA beB

la distancia de HausdorfI es el méximo entre una de las distancias unilaterales
entre conjuntos.

Definicién 2.2 Sea (2, p) un espacio métrico, A C Q y e > 0. Entonces, se
define la e-expansion de A como el conjunto

Ac=A{z: p(x,a) < e para algin a € A}.

Una vez hechas las presentaciones, comprobaremos que el espacio métrico
(K(Q), pgr) es una espacio métrico completo cuando asi lo sea el espacio
métrico subyacente [17].

Teorema 2.1 Si (€2, p) es completo entonces también lo es (K(Q2), py).

Demostracién Sea (A, )nen € K(€2) una sucesion de Cauchy. Veamos que
es convergente. Para ello, definimos

donde la barra superior denota la clausura. Probaremos que pg(A,, A) =0
y que A € ().

Comenzaremos demostrando que A € K(2). Como (£2,p) es un espacio
métrico completo, la compacidad es equivalente a ser cerrado y totalmente
acotado. Mostraremos que cada

B, = | Ax
n>m

es un conjunto compacto y no vacio, pues esto implicaria que A es compacto
y no vacio también. Es evidente que cada B,, es cerrado y que B,,,11 C By,
de modo que bastara con probar que B; es compacto. Para demostrar que
By esté totalmente acotado, tomamos un € > 0 cualquiera pero fijo.

Ahora bien, como (A, ),en, existe algin m € N tal que ¥n > m,
pr(Am, An) < €/2,1o que implica que A,, C (A,,)/2, donde (Ay,)c/2 es la ¢/2-
expansién de A,,. Entonces, B, C (A,)¢», de modo que B, estd totalmente
acotado (y es compacto) por estar A, totalmente acotado. Notar que

BlelLJAQU...UAm,lUBm,



18 Julia Lastra Garcia

es decir, B; es la clausura de una unién finita de conjuntos compactos, luego
B es compacto.

Ahora demostraremos que A,, — A en la métrica de Hausdorff. Sea ¢ > 0
fijo. Entonces, existe algin m € N tal que Vn > m se tiene

[NRINe

Esto significa que A,, C (By,)» y que By, C (Ay)es. Como A C By, se tiene
que A C Ag), -
Para demostrar el contenido inverso, tomamos un x € A,,. Como pg(A,, Ax) <
¢/2 para todo k > n, tenemos una subsucesién de elementos xy € Ay tal que
p(ag, ) < ¢/2. Esto significa que zy € B, y B, es compacto, de modo que
xj contiene un punto de acumulacién y € B,, y por tanto p(y,x) < ¢/2.

Sabemos que x, € B;, VI > n, por lo que y € A y en consecuencia
A, C A.. Asi,

oA A,) <,

de modo que A,, — A en K(Q).
|

Algunas de las propiedades de la métrica de Hausdorff son:

= Una sucesion de conjuntos finitos puede converger a un conjunto no

numerable. Por ejemplo: Vn € N, tomamos A, = {i/n: 0 < i < n} C
[0, 1]. Entonces,

1

An7 07 1)) = a0

pr(An,10,1)) = —

luego A,, — [0,1] en (K(R), pg).

= Anadir o quitar un unico punto puede cambiar drasticamente la dis-
tancia entre dos conjuntos: sean A = [0,1] y B = [0,1] U {z}, con
x ¢ [0,1]. Entonces py(A, B) = max{—=z,1 — 2}, de modo que puede
ser arbitrariamente grande.

2.2. Sistemas Iterados de Funciones

Tal y como se menciona en la Introduccion, hablar de SIF’s es hablar de
contracciones y frecuentemente de semejanzas. En esta seccién nos familiar-
izaremos con estos conceptos e introduciremos el operador de Hutchinson y
el atractor del SIF.
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Definicién 2.3 Una aplicacion w : Q — Q es una semejanza en el espacio
métrico (82, p) si existe una constante positiva r > 0 tal que

plw(r),w(y) =rp(z,y),  Vr,y e

Definicién 2.4 Una aplicacion w : 2 — € es una contraccion si existe una
constante L < 1 tal que

p(w(x),wy)) < Lp(z,y), VYa,yeQ.

Definicién 2.5 Un Sistema Iterado de Funciones (SIF) es una familia de
contracciones en Q, {w;}1_y, n > 2, y se denotard por {Q, {w;}1}.

La contractividad del SIF es el valor L := max;e(,.,
es la constante de contraccién de la correspondiente w;.

n} L; < 1, donde L;

Todo SIF induce un operador H : () — K(2), conocido como operador
de Hutchinson y definido por:

H(Z) = Uwi(Z). (2.1)

Para mas detalles en su definicién ver [13].

Proposicién 2.1 Sea {Q,{w;}7_,} un SIF con constante de contractividad
L < 1. Entonces el operador de Hutchinson inducido por el SIF es contractivo
en en (K(Q), pu) con constante de contractividad L.

Demostracién Esto es muy sencillo de ver, pues para todo i € {1,...,n},

p(wi(a:), wl(y)) < L;p(x,y) implica que infye g p(wi(a),wi(b)) < L;infyep p(a,b),
y entonces se tendria que

p(H(A),H(B)) < Lp(A, B)
Entonces, bastara con demostrar que YAy, Ay, By, By € K(),
pH<A1 U A27 Bl U BQ) S méx{pH(Al, Bl), pH(AQ, Bg)} (22)

Para ello, hay que destacar que para cualquier C' € K(f), se tiene que

p(A1UA,,C) =  sup p(a,C)
ac€A1UA;
= madx { sup p(a,C), sup p(a,C)} (2.3)
a€Ay a€Az

= méx {p(41,0),p(As,C)}
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y
pla, B1U B2) = min{p(a, By), p(a, By)} (2.4)
Entonces,
pH(Al U AQ, B1 U BQ)
= max {min{p(Al, Bl), ,0(./41, B — 2)}, me{p(AQ, Bl), ,O(AQ, BQ)}
min{p(Bl> Al)v IO(Bb A2)}> min{p(B% Al)> p(327 AQ)}}
< méax{p(A1, B1), p(B1, A1), p(Az, By), p(Ba, A2) }
= max{pg(A1, B1), pu(Az, B2)}
[

Corolario 2.1 El operador de Hutchinson H inducido por un SIF tiene un
inico punto fijo de atraccion global Z* € K(Q)) que satisface

i=1

Demostracién Como (K(2), pg) es un espacio métrico compacto es tam-
bién completo y separable, de modo que estamos en condiciones de aplicar
el teorema del punto fijo de Banach a la contraccién py, de donde se obtiene
el resultado.

|
De este modo, ver [17] y [2] para mas detalles, para todo R € K(2) se
tiene
lim py (H"(R), 2%) = 0,
m—2
donde H™(Z) = H™ Y (H(Z)) = ... = Ho ~~oH(Z).

El punto fijo del SIF se llama atractor del SIF. Si Z C €2 es cerrado y
no vacio y ademés U ;w;(Z) C Z, entonces es sencillo ver que el atractor
Z* C Z. Analogamente, si U yw;(Z) D Z y Z es compacto, entonces Z C Z*.

El atractor Z* se dice autosemejante si todas las contracciones son seme-
janzas (ver definicién 2.3).

Un SIF {Q, {w; ?:1} esta totalmente desconectado o disjunto si los con-
juntos wy(Z*),...,w,(Z*) son disjuntos dos a dos. Un SIF se dice que es ‘just
touching” o que satisface la propiedad de conjunto abierto si no esta total-
mente desconectado pero existe un conjunto abierto no vacio U C €2 tal que
w1 (U),...,w,(U) son disjuntos dos a dos.
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2.3. Sistemas Iterados de Funciones con Pro-
babilidades

En esta seccion se define un SIF que actia sobre un nuevo espacio, el
espacio de las medidas de probabilidad. El atractor de esos SIF ya no sera un
conjunto sino una medida (de Borel) de probabilidad.

Definicién 2.6 Un SIF junto con un vector (p;)i—y € (0,1]" tal que >} | p; =
1 es un Sistema Iterado de Funciones con probabilidades, que abreviaremos
por SIFP y denotaremos por {0, {w;}1, (p:)i, }.

Ademas del operador de Hutchinson H, un SIFP induce un operador
V:P(Q) — P(Q) definido por

V() = pin, (2.5)

donde p*i := Mowi_l, Vi=1,...,n.

La idea intuitiva que subyace detras de la definicion del operador V es
que utiliza las aplicaciones w; para ‘moverse dentro’ de €2, contraer el soporte
de p y los p; reescalan la masa de modo que continue siendo una medida de
probabilidad.

En lo que sigue de seccién, se recogen resultados contenidos en [1 7] necesarios
para los capitulos siguientes.
Sea a € ) y p una métrica definida sobre ). Se define

Py(©) = {u &P [ plaa)dnte) < oo},

Definicién 2.7 Se define la métrica de Hutchinson' h en Pi(Q) por

h(p, v) == sup{/ﬂfdu—/ﬂfduzfELipl(Q,R)}, (2.6)

donde Lipi(Q,R) = {f: Q= R:|f(z) = f(y)| < p(z,y), x,y€Q}.

Esta definicién es necesaria para conseguir un espacio métrico completo
con la métrica de Hutchinson definida en (2.6). La demostracion de este
teorema puede encontrarse en [17].

Teorema 2.2 Sea (2, p) un espacio métrico completo. Entonces (P1(§2),h)
es completo. Ademads, si Q) es compacto entonces P(2) = P1(2) y ambos son
compactos con la métrica de Hutchinson.

Ltambién conocida como la métrica de Kantorovich o la métrica de Wasserstein
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Teorema 2.3 Sea {Q, {w;}1y, () 1} un SIFP, y sea L; la constante de
contraccion de la correspondiente w;, ¢ € {1,...,n}. Denotamos por L :
maXe(1,..n} Li. El operador inducido por el S]FP satisface

h(V(p) (Z czpz> V), Yu,v € P(Q) (2.7)

De este modo, siy . p;L;i <1,V es una contraccion en (P1(Q2), h).

Demostracién Sean p,v € Pi(Q2), y sea f : @ — R una funcién con
constante de Lipschitz igual a 1. Tenemos que probar que

/Q F@dV () — V() (@) = /Q 0 pidi)(e) - /Q o) > i) 2
= [ i - [ Snitma)

Tomamos f = Y i pif ow; y veamos que es una funcién lipschitziana con
constante de lipschitz > | p;L;. Para todo z,y € €, se tiene

~

f(@) = Fy)l =

< > owilfwile) = flwily)] < me(wi(w)vwi(y))
i=1 i=1

< <Z pﬂ%) p(x
i=1

luego J?es lipschitziana con la constante de Lipschitz deseada. Como esto es cierto

‘waZ szfowz f(wz(y)))

para una funcién lipschitziana f cualquiera, se tiene el resultado.
]

Corolario 2.2 El operador V inducido por un SIFP {Q,{w;}:2,, (p)2, }
tiene un unico punto fijo de atraccion global u* € Pi(R2), i.e., Vv € P1(2) se
tiene

lim b (V" (1), %) = 0.

Demostracion Es consecuencia del teorema del punto de fijo de Ba-
nach aplicado a V), que se puede aplicar gracias a la completitud del espacio
(P1(2), h) obtenida en el teorema 2.2. m

La medida p* recibe el nombre de medida invariante. La medida p* se
dice que es autosemejante si Z* es autosemejante.



Cépulas con soporte fractal 23

Los atractores de los SIF's estan fuertemente relacionados con la Dinamica
Simbdlica a través de la llamada aplicacion de direccion: para cada n € N,
el espacio cédigo de n simbolos se denota por X", i.e.

Xt = {<1727 s 7n)N} = {(kZ>Z€N 1< kz < H,VZ < N}

Los simbolos en negrita denotaran a los elementos de >". o es el operador
‘shift’(a izquierda) definido en X", i.e.

O'((k?h kg, .. )) = (kg, ]{73, .. )
Se puede definir en X" la siguiente métrica:

0 sik=1,
p(k, 1) = { 21—mfn{’ilki3£li} sik 7é 1

Fijado = € (), se define la aplicacion direccion G como sigue:

G(k) := lim wy, o...owy, (x),
m—0o0
Puede verse en [17] que G estd bien definida y que ademads es independiente

del punto z € Q2 que se fija en la definicion. Para otras propiedades de G, ver

[

Teorema 2.4 Sea {Q, {wi }i, (pi)?zl} un SIFP en el que p; >0y L; <1,
Vi=1,...,n. Entonces el soporte de la medida invariante p* del SIFP es el
atractor del SIF {Q, {w;}1}.

Demostracién En primer lugar, veremos que p(Z*) = 1 (ver definicién
2.2) para todo € > 0 excepto para una cantidad a lo sumo numerable de €’s.
Sea a € Z* y la medida v = ¢,, un punto de masa en a. Entonces, Vm € N,
se tiene
V' = Z PoV O w;
oexm

Ahora bien, v ow;1(Z*) = 1, pues w,(a) € Z* C Z*, para toda o € ™.

Esto es,
V'w(Z*) =1, VmeN.

Entonces, para cada € > 0, Vv(ZF) = 1, ¥m € N. Ahora bien, no tiene por
qué darse necesariamente el caso en el que V"v(B) — v(B) para todo con-
junto de Borel B, esto es cierto solamente para los conjuntos de continuidad
de la medida limite p*.

Esto significa que si p*(0B) = 0, siendo 0B la frontera de B, entonces
V"y(B) — p*(B). Pero tampoco es necesariamente cierto que p*(02F) =
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0, para cualquier ¢ dado. Sin embargo, habra como mucho una cantidad
numerable de € > 0 para los que p*(0ZF) > 0, y en consecuencia, u*(Z*) = 1.
Supongamos que = ¢ Z*. Entonces existe algin ¢ > 0 tal que B.(z)NZ* =
(). Pero por lo que acabamos de demostrar, u*(Z5) = 1 para algin ¢ € (0, ¢/2).
Pero entonces p*(Bs(z)) = 0y x ¢ sop(u*), luego sop(u*) C Z*. Para obtener
el contenido inverso, consideramos a € Z* y un ¢ > 0 dado. Sea 0 € X
una direccién de a. Entonces, para un n suficientemente grande se tiene que
wom (Zx) C Be(a). Pero asi, p*(Bc(a)) > p* (wym(a)) = pym > 0. Como esto
es cierto para todo €, se tiene que a € sop(u*) y por tanto Z* C sop(u*).
[



Capitulo 3

Espacio de cépulas como
espacio métrico

Como la métrica uniforme estandar en C dada por

dwo(A,B) .= max | A(z,y) — B(z,y)|l, VA, B eC,

(z,y)€[0,1]2

es incapaz de distinguir entre distintos tipos de dependencia estadistica, se
introduce en [25] la métrica D;, basada en la relacién biyectiva que existe
entre las copulas y los operadores de Markov. Estos dos universos, el de las
cépulas y el de los operadores de Markov, se entienden perfectamente cuando
utilizan el lenguaje de las distribuciones condicionales regulares (nicleos de
Markov). Para llegar al resultado principal de este capitulo, la completitud
del espacio métrico de las cépulas [25], se hard un repaso de todo el elenco
de funciones y operadores que intervienen en el proceso.

3.1. Preliminares. Distribuciones condicionales
regulares

Sea (€2, A, P) un espacio de probabilidad y sean X, Y dos variables aleato-
rias definidas en ese espacio. Denotaremos a las distribuciones de X e Y por
PX v PV respectivamente, y a su distribucién conjunta por PX®Y. Deno-
taremos también

LY A P)=LYP) = {f :  — R medible y tal que / |fldP < oo} .
Q
(3.1)

25
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Definicién 3.1 Sea (Q, A, P) un espacio de probabilidad, X € L'(P) y A €
A. Se define

E[14X] :
E[X]A] - /X Pldw|A] = {P(Aw SPA) >0, g

0, en otro caso

donde P[-|A] denota la probabilidad condicionada de un suceso dado A € A.
La probabilidad condicionada de B € A dado A € A viene dada por

P[ANB] .
P[B|A] = P St P(4) >0, (3.3)
0, en otro caso.

Definicién 3.2 Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad y F C A. Sea X €
LY, A, P). Una variable aleatoria Y es la esperanza condicional de X dada
F, denotado por E[X|F] =Y, si

a) Y es F-medible.
b) VA € F, E[X14] =E[Y14], es decir,

/XdP / [X|F|dP = /YdP VAe F.

Notar que E[X|F] siempre existe y es unica (c.s. P). La demostracién
puede encontrarse en [15].
Denotamos por o(Y) a la o-dlgebra generada por una variable aleatoria Y,
es decir, o(Y) = {Y1(B),B € B(R)} C A.

Si Y es una variable aleatoria y X € £}(P), se define

E[X|V] = E[X|o(Y)].

Por definicion E[X|Y] es A-medible, luego existe una funcién medible
g : R — R tal que
EX|Y]=goY, c.s.[P].

Entonces, podemos escribir E[X|Y = y| = ¢(y) y diremos que ¢ es una
version de la esperanza condicional de X dada Y .

Podemos entonces caracterizar las versiones de la esperanza condicional
como las funciones g : R — R medibles que verifican

/ g(y)dP¥ = / XdP, VB e B(R).
B Y-1(B)

Para mds informacién, ver [3, 15, 11].
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Definicién 3.3 Un nicleo de Markov de R en B(R) es una funcion
K :R x B(R) — [0,1]
tal que
(i) Vo € R, K(x,-) es una medida de probabilidad,
(i1) VB € B(R), K(-, B) es Borel-medible.

Definicién 3.4 Sea (2, A,P) un espacio de probabilidad sobre el que se
definen dos wvariables aleatorias X,Y . Se dice que un nicleo de Markov
K : R x B(R) — [0,1] es una distribucién condicional regular de X dada
Y s

K(Y(w), B) = E(X15|Y)(w) cs.|P],  VBe BR)

Dada una cépula A € C denotaremos por K4(+,-) a la versién de la dis-
tribucién condicional regular de Y dada X pero nos referiremos a ella como
la distribucién condicional regular de A directamente.

El teorema de descomposicién recogido en [I1] con el nombre de ‘dis-
integration theorem’, dice que VA € C, su distribucién condicional regular
K4(+,-) y para todo conjunto de Borel E, F € B([0,1]) se tiene

/ Ka(z, E)d\(z) = pa(F x E), (3.4)
F
de modo que en particular

Ka(z, E)d\(z) = ME) (3.5)

(0,1]

Denotamos por P al espacio de todas las medidas de probabilidad para
las que la correspondiente funcion de distribucién es una copula. Notar que
todo nicleo de Markov K : [0, 1] x B([0, 1]) — [0, 1] que verifique (3.5) induce
un tnico p € Pe([0, 1]?) via

K(z,G)d\(z) = u(Q), VG € B([0,1]%),
[0,1]

donde G, = {y € [0,1] : (z,y) € G}.
Se pueden encontrar mas detalles en [15, 14].
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3.2. Cobpulas y operadores de Markov

Definicién 3.5 Un operador lineal T definido sobre L'(]0, 1], B([0,1]), \)
(ver (5.1)) es un operador de Markov si verifica*

i) T es positivo, i.e. si f >0 entonces T(f) >0,

i) T(1j017) = L,

i) [ (TH@)dN) = [ fa)d\(a).

[0,1] [0,1]

Por un abuso del lenguaje, es frecuente encontrar el operador definido
en (2.5) como operador de Markov asociado a un SIFP, pero en realidad el
operador de (2.5) actia sobre medidas y el operador de la definicién 3.5 so-
bre funciones de £1([0, 1], B([0, 1]), A). Notar que los operadores de Markov
tienen norma 1, pues si 7' es un operador de Markov se tiene que ||T']| :=
sup {||T'f |l : ||f]l < 1} = 1. Denotaremos por M la clase de los operadores
de Markov definidos sobre L*([0,1]) = £'([0, 1]) := L([0, 1], B([0, 1]), A).

A continuacién, veremos unos resultados que relacionan directamente
copulas y operadores de Markov, recogidos en [20]. Denotamos por L*([0, 1})
al espacio

{f :[0,1] — R medible |fnf{a € R: \({z € [0,1] : | f(z)| > a}) = 0} < oo}.

Lema 3.1 Sea A € C una copula. Se define T'x como

<nmw:%ﬁﬁmwmww» (3.6)

donde Ay denota la derivada parcial respecto de la sequnda componente. En-
tonces Ty es un operador de Markov en® L>([0,1]).

Demostracién Comenzaremos probando que si f € L*([0, 1]), entonces la
funciéon dada por

gmzﬁﬁmmmw (3.7)

as condiciones que aparecen en la definicién son condiciones del tipo ‘en casi todo
punto’.

Znotar que hemos definido los operadores de Markov en todo el espacio L'([0,1]), pero
bajo condiciones no demasiado restrictivas se tiene que L>°([0,1]) es denso en L'([0,1]),
ver [4].
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es lipschitziana con constante de Lipschitz || f]]o,0c-
Para ello, tomamos x1, x5 € [0, 1] tales que x; < 5. Entonces,

o(es) — o) = \4m (i MﬁiAﬂAAmiﬁ@MMﬂ

‘ 0] (A,2(a:2,t) - A,z(xl,t))f(t)d/\@)‘

< \UMwAHMﬂwﬁ—AﬂmﬁWMﬂ (3.8)

A,Z(',t):estr. CW? 0700/[01} (A72($27t) - A (CL‘D ))d)\( )

Aabs:AcontA HfHO,oo(A :U27 :Ula 1) — A(l’g, O) + A(xb 0))

Acép.
=" | flloco(z2 — 5171)7

de modo que g¢ es lipschitziana de constante || f|oc. Ahora veremos que
la derivada que aparece en (3.6) existe. Como la funcién x — As(x,t) es
creciente c.s., también lo son las funciones

T /A,g(%t)(lf(t)l—f(t))dA(t) y x> /A,z(lnt)(lf(t)|+f(t))dk(t)

[0.1]

y por tanto, tienen derivada puntual en c.t.p. Notar que g es una combinacion
lineal de estas funciones, luego también existe la derivada de g en c.t.p.
Ademas, la lipschitzianidad de g demuestra que la derivada esta acotada por
| fll0.00, de modo que T f € L*([0,1]). La positividad de T f se deduce de
consideraciones similares. T4 10, 1] = 10,1 es inmediato.

Por 1ltimo, se tiene que

d
/[0’1] Taf(x)d\(z) = /M %LH Az, t) f(£)dN(E)dA(z)
= /[0 : (A2(1,t) — A2(0,1)) f(t)dA(t)

= F@)dA(?),

[0,1]

pues Ay(1,t) =1y A5(0,t) =0, con lo que finalmente queda probado que
T4 definido en (3.6) es un operador de Markov.
[
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Lema 3.2 Sea T' un operador de Markov en L>([0,1]). Se define la funcion

Ay = [ Thoi) (39)

Entonces, Ar es una copula y las funciones

MWD = @afe)i= 3 [ AawnfOne
[0,1]
ST (z,y) = Ap(z,y) = /[0 Ty (D) (3.10)
verifican
podp—ide y  dop=idy (3.11)

Demostracion Para ver que Ar es una cépula se consideran x1, 9, y1, Yo €
[0, 1] tales que 1 < 2 e y; < y2. Entonces,

Ap(x,y2) — Ar(v2 — 1) — Ar(z1,92) + Ar(r,01) =
[ o @ax® - T, )00 — [ (1,0 - T, 0)axe =

[O,IEQ] [O,:El]

| Mo = o

[z1,2]

por la positividad de T'. Veamos ahora que se A verifica las condiciones de
frontera:

Ap(z,1) = / Tlon(dN) = [ dA(t) = a,
[0,x] [0,z]

(i1)
ArLy) = [ Tre000 Y [ 10,000 -
[0,1] [0,1]
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El resto de propiedades son inmediatas, quedando demostrado que A7 es una
copula. Ahora bien,

(pood)(A)(z,y) = Ayw(z,y)
= /¢ )10,y (£)dA(2)
[0,2]

:/ / o (2, 1) L1 (1) Loy ()N (E)AA ()

[0,z] [O 1]

= [ 4 [ Ase ot anne
02 (0]

= [ Aalw 010,010

[0,1]
_ /AA%WWﬂ=N%w
[0,9]

En la otra direccion, se tiene

(o) (M) (Apy)(x) = Tor)lioy (@)

d
= oo | Ara(2, 1)1, ()dAE)
[0.1]
d o)
= 2 | 3| [ Troa(s)dA(s) | Loy ()dA)
[0,1] 0,x]
d 0
a %/E /Tl[o,ﬂ(S)dA(s) dA(t)
[0,y] 0,x]
d

de donde se deduce que ¢ o ¢(T") coincide con T en el conjunto de funciones
que son combinacién lineal de funciones caracteristicas de intervalos (y1, y2] C
[0,1]. Este conjunto es denso en L'y como ¢ o o(T) y T son operadores de
Markov (y en consecuencia acotados) en L', han de coincidir forzosamente
en todo L'. Como LP C L' para p € (1, 00|, se obtiene el resultado.

]
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3.3. El espacio métrico (C, D)

En esta seccién se incluyen resultados contenidos en [25] y se comen-
zard demostrando que el operador de Markov T4 definido en (3.6) es una
versién de la esperanza condicional de f oY dada X, siendo X,Y variables

aleatorias definidas sobre un mismo espacio de probabilidad y f una funcién
medible.

Lema 3.3 Sea A € C y sea Ty = ¢(A) el operador de Markov definido en
(3.6). Sean también K, una distribucion condicional regular de A y X,Y
variables aleatorias con funcion de distribucion pia.

Entonces, para toda f € L£L(]0,1],B([0,1]),\) la funcion Taf es una versién
de la esperanza condicional de f oY dada X, i.e. se verifica la siguiente
tqualdad:

(Taf)(z) = E(foY|X = x) = o ) Ka(z, dy)dX(z),  ctp[A] (3.12)

Demostracion Comenzaremos probando que el resultado es cierto para una
funcién f := 1g, con E € B([0,1]) y luego lo haremos para el caso general.

Como paso inicial, se considera B = [b,b] C B([0,1]). Se define la funcién g
como en (3.7), es decir,

gy (z) = /[ [ Astz. D7)

Como se vio en (3.8) g es lipschitziana (y por tanto absolutamente continua)
y es mondtona. Entonces

L(B) ::/ (Taf)(@)dNz) = / % / As(, £)dN(E)dA ()

B [0,1]

g(x)dA(z) = g(b) — gs(b)
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y como
P[X € [bb],Y € E] = / foYdP =: R(B),
X-1(B)

se tiene que L(B) = R(B).

Es inmediato que L y R son medidas finitas (y positivas) en ([0, 1], B[0, 1]).
Por otro lado, B([0,1]) = o([a,b]), es decir, B([0,1]) estd generada por la
clase de los intervalos [a,b] (ver [15]) y que L y R coinciden en B([0,1]).
Ademds, esta clase es cerrada respecto a la interseccién (ver [15]). Esto tiene
como consecuencia que T4 f sea una version de la distribucién condicional de
f oY dada X, para el caso particular f = 1.

Para el caso general, como L y R son lineales y positivas en f se tiene de
forma inmediata (3.12) para funciones simples no negativas. Ahora
bien, para cada funcién no negativa f € L£([0, 1], B([0,1]), \) podemos en-
contrar una sucesion de funciones simples no negativas que converge a f,
obteniéndose asi el resultado para funciones no negativas sin mas que uti-
lizar las propiedades de la integral de Lebesgue y la continuidad de T'4.

Por 1ltimo, por la positividad del operador de Markov y la linealidad y
positividad de la esperanza condicionada, se puede extender el resultado a
cualquier funcién en £'([0,1], B([0,1]), \).

La segunda parte de la demostracion se obtiene como consecuencia de
aplicar el teorema de descomposicién (‘disintegration theorem’) recogido en

[14].

El siguiente paso es expresar la convergencia en el espacio topoldgico de
los operadores de Markov en términos de distribuciones condicionales regu-
lares, ver [25]. Para ello, recordamos (ver [9]) que una sucesién de operadores
(T )nen € L£1([0,1], B([0,1]), A) converge a un operador T en £1([0, 1], B([0,1]), \)
en la topologia fuerte de operadores si

ITof =Tfh =30, ¥feL£0,1],B([0,1]), A).

Lema 3.4 Sean A, Ay, Ao, ... € A copulas, Ta,Ta,,Ta,,... los operadores
de Markov asociados definidos via (3.6) y que denotaremos directamente por
T 1h, 15, ..., y Ko, Ka,, Ka,,... las distribuciones condicionales regulares
correspondientes, que también denotaremos directamente por K, Ky, Ks, .. ..
Entonces se verifica:

a) La sucesion (T,,)nen converge a T' en la topologia fuerte de operadores
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en L£([0,1], B([0,1]), \) si y sdlo si

lim ||K,(-, B) — K(-, B)H1 =0, para cada B € B([0,1]).

n—oo

b) Sea I' C [0,1] numerable y denso. Entonces la sucesion (T,,)nen con-
verge a T en la topologia fuerte de operadores en L£'([0,1], B([0,1]), \)
sty solo si

lim HKn('7B) _ K(.,B)Hl =0, para cada B =10,7], ~€T.

n—oo

Demostracién

a) Supongamos que lim,, ., T,, = T en la topologia fuerte de operadores en
£1([0,1], B([0,1]), \) y sea B € B(|0, 1]) cualquiera pero fijo. Entonces,
considerando f = 1g por el lema 3.3 se tiene

|Kn(-, B) — K(-,B)||, = /]Kn(-,B)—K(-,B)uA(x)
[0.1]

lo que demuestra la implicacién directa tanto en a) como en b). Para
demostrar la implicacién inversa, serd suficiente con demostrar la im-
plicacién inversa del apartado b).

b) Si lim,, o HTnf — Tle = 0 para toda funcién f = 144 con a,b € I’
entonces (T, ),en converge a T' con respecto en la topologia fuerte de
operadores en £([0,1], B([0, 1]), \), pues el espacio lineal que genera f
es denso en L£1([0, 1], B([0,1]), A). Sea entonces f = 1j44, con a,b € I'.
Entonces

Kn('v [CL, b]) = Kn(? [07 b]) - Kn(v [07 a]) + Kn(? {CL}), Vn € N:
y andlogamente
K('? [a7 b]) = K(" [O’ b]) - K('> [07 a]) + K('? {a})

Para el ultimo término se tiene

/ Ko(x, {a})dM2) 2 A({a}) = [ K(x, {a})dA(z) =0,

0] [0,1]
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luego K,(z,{a}) = K(x,{a}) = 0 c.s. [A]. Ahora, usando la desigual-

dad triangular, se obtiene

7. - 752 / K0 a8 = K- o4 [dA@)
/}K [0,8])— K (-, [0, a])— K (-, [0, b])+ K (-, [0, a]) |dA(t)

/}K 10, 8))— K (-, [0, B])dA(t)
/\K [0, a])—K (-, [0,a])|dA(t) =5 0,

con lo que se obtiene el resultado.

Motivados por los lemas 3.3 y 3.4 parece natural considerar las siguientes
métricas en C:

Dso(A, B) := sup 41] [Ka(,[0,y]) — Kp(x,[0,y])|dA(x), (3.13)

yE[O,l]

DB = [ [ a0 - Kl )i, 619
y se define la versién en L?, de esta ultima:
D3(A, B) = /01] o (Ka(@,[0,y]) — Kp(z, [0,y]))*d\(2)dA(y)  (3.15)
Para simplificar la notacién escribiremos
Pap(y) = /[01} [Ka(z,0,9]) — Kp(x, [0, y])[dA(z), VA, BeC. (3.16)

Lema 3.5 D, Dy y D, definidas en (3.13), (3.14) y (3.15) son efectiva-
mente métricas en C, ver [2)].

Demostracion En primer lugar, hay que demostrar que el integran-
do que aparece en (3.14) es medible. Para ello, se define H en [0, 1] por
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H(z,y) := Ka(z,[0,y]). Entonces se tiene que H es medible en  y no de-
creciente y continua por la derecha en y.
Fijamos z € [0,1]. Para cada ¢ € QN [0, 1], se define

A, ={z€[0,1]: H(z,q) < z} C B([0,1]),

y se toma
A= ] A, x[0,q € BR.

qeQn[o,1]

Como H es continua por la derecha en y, se tiene que A = H1(]0, 2)), de
donde se deduce la medibilidad de H.
Ademés, si Dy(A, B) = 0, existe un conjunto A C [0,1]% con A\*(A) =1y
tal que V(z,y) € A,
Kol 0,4]) = Kn(, 0,5]).

Entonces A\(A,) = 1 para casi todo x € [0, 1]. Para tales x, los niicleos coinci-

den en un conjunto denso, de modo que tienen que ser idénticos. Utilizando

de nuevo el teorema de descomposicién (‘disintegration theorem’, ver [11]),

se tiene que A = B. El resto de propiedades de métrica son inmediatas.
Utilizando un razonamiento analogo puede demostrarse que que Dy y

D, también son métricas.

]

Lema 3.6 Para cada par A,B € C, la funcion ¢4 p, definida en (3.16) es
lipschitziana con constante de Lipschitz 2 y verifica

¢A,B<y> < min {Qy»Q(l - y)}’ \V/y S [07 ]-]
Ademdas, existen copulas A, B € C para las que se da la igualdad Yy € [0, 1].

Demostracién Sea E € B([0, 1]). Por el teorema de Scheffé, ver [23], se
tiene:

/ |Ka(z,E) — Kp(z,E)|d\(z) = Z/KA(x,E)—KB(x,E)d)\(x)
[0,1] G

< 2 Ka(w E)d\z) = 2)(E),
[0,1]

donde G = {x € [0,1] : K4(z, F) > Kp(z, E)}.
Como K4(+, E°) =1—Ka(-, E), si se toma E = [0, y], se obtiene la desigual-
dad deseada.
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Para obtener la igualdad, basta con considerar las copulas M y W:
Ouw(y) = min{2y,2(1 —y)},  Vyel0,1].

Finalmente, para probar la lipschitzianidad, se consideran s,t € [0,1]
tales que s > t. Entonces,

|0a,8(s) — dan(t)] = /\KA(%[OJ])—KB(%[O,S])\CM(??)

[0,1]

o / ‘KA(xv [0,t]) — Kp(, [O,t])|d)\(t)

(0,1]

g/ |Ka(z, (t, s]) — Kp(z, (¢, s])dA(z)
0.1]
= 2A((t,s]) = 2(s — 1),

de donde se deduce el resultado.
]

A continuacién veremos unos resultados de convergencia que seran muy
utiles mas adelante.

Lema 3.7 Sean A, Ay, As, ... € C copulas y sean T, T1,Ts, ... sus operadores
de Markov correspondientes. Entonces las siguientes condiciones son equiv-
alentes:

a) lim, o D1(An, A) =0,

b) lim, o0 Doo(An, A) =0,

¢) Mmy oo [|Tnf = Tflli =0 Vf e LY0,1], B([0,1]), 1),

d) lim,, o D2(An, A) = 0.

Demostracién Para cada n € N, se definen las siguientes funciones:

fo: [0,1] —[0,1]
y — fuly) == ¢a,ay)

Entonces por el lema 3.6, todas las f, son lipschitzianas con constante de
Lipschitz 2.
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a) < b) Se considera la norma

||anCoo = méx{fn(y) Yy e [O’ 1]}7

yseayo € [0, 1] tal que f,(v0) = || fullc.. - Entonces, el drea entre el grafo
de f, v el eje x tiene que contener o bien al triangulo A cuyos vértices
son {(yo — fn(v0)/2,0), (y0,0), (v0, fn(yo))} o bien al tridngulo Ag de

vértices { (40, 0); (yo+ f(90)/2: 0), (0, fu(yi))}. Como consecuencia, se
tiene que

[ fallow > }fn(y)dk(y) >

[071

lo que demuestra que a) y b) son equivalentes.

b) = ¢) lim,, oo D1(A,, A) = 0 implica que la sucesion (f,)nen converge uni-
formemente a 0 y por el lema 3.4 se tiene c).

¢) = a) Es consecuencia directa del lema 3.4 y el teorema de convergencia dom-
inada.

a) < d) Es inmediato pues, D3(A, B) < Di(A, B) < Ds(A, B), VA, B € C.
n
Se dice que una sucesién de distribuciones condicionales regulares K, (z, -)

converge débilmente a K (z,-) si, para toda funcién f continua y acotada en
[0,1],

[ ]f(y)Kn(I7dy) =y [ ]f(y)K(x,dy), c.t.p.
0,1 0,1

Lema 3.8 Sean A, A1, Ay, ... € C copulas y sean K, Ky, Ky, ... sus corre-
spondientes distribuciones condicionales requlares. Si K, (z,-) converge débil-
mente a K(z,-) c.t.p.[\], entonces se tiene que

n—oo

Demostracién Sea A C [0, 1] el conjunto dado por
A={z€[0,1]: K, (x,-) converge débilmente a K(z,-)},

y supongamos que A(A) = 1. Tomamos f una funcién continua en [0, 1].
Entonces, por hipdtesis

lim fy) Kn(x, dy) = f)K(x,dy), VxeA,

=0 Jlo,1] [0,1]
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y por el teorema de la convergencia dominada se tiene
Wm ||Ta,f —Tafl|ls =0.
n—oo

Como el espacio de las funciones continuas en [0, 1], C([0,1]), es denso en
LY([0, 1], B([0,1]), A), se tiene que

lim D (A,, A) = 0.

n—o0

El teorema de Riesz-Fischer [22], garantiza la completitud del espacio
LP(p), con 0 < p < 0o y Vi una medida positiva. En la demostracion de este
conocido teorema, viene implicito este interesante resultado que servira de
ayuda en la préxima demostracién.

Resultado auxiliar 1 Sean 1 < p < 00, y (fu)nen una sucesion de Cauchy
en LP(u) que converge a f. Entonces, existe una subsucesion (fn, )ren que
converge en casi todo punto a f(x).

Resultado auxiliar 2 (Teorema de Birkhoff) El conjunto My de todas
las matrices de orden d X d doblemente estocdsticas es la envolvente conveza
de las matrices de permutacion de orden d X d, y cada matriz de permutacion
es un vértice de My.

A continuacién, el resultado principal de este capitulo, [25]:

Teorema 3.1 El espacio métrico (C, D) es completo y separable.

Demostracién Sea (A,,),en una sucesién de Cauchy en (C, D;). Para cada
n € N, se denota por K,(-,-) a la distribucién condicional regular de A,, y se
define en [0,1]? la funcién H, dada por H,(x,y) := K,(z,[0,y]). Como

Di(An, A) = / / K a, (2,10, 9]) — K, (2 0, 5])|dA(z)dA(y)

[0,1] [0,1]

_ / / | Ho(.y) — Hy(, 9)|dA(2)dA(y)
[0,1] [0,1]

= HHn - HmHLl([0,1]2,B([0,1}2),>\2)

se tiene que (H,)nen €s una sucesién de Cauchy en L([0, 1]%, B([0, 1]%), A?).
Entonces existe un elemento H € L'([0,1]2, B([0, 1]?), \?) tal que la sucesién
(H,)nen converge (L') a H.
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Por el resultado auxiliar 1, existen una subsucesién (H,;)jen y un con-
junto de Borel A C [0,1]* con A?(A) = 1 tales que

lim M, (v,y) = H(z,y), V(z,y)€A.

j—o00

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que H(z,1) = 1, Vx € [0, 1]. Veamos
que existe una funcién G : [0, 1]*> — [0, 1] tal que

i) G=H c.s.[)\,

ii) K(xz,[0,y]) := G(x,y) es una distribucién condicional regular de una
cépula A € C.

Por el teorema de Fubini [22] se tiene que
AMA)) = A{z €[0,1]: (z,y) € A}) = X*(A) =1, ct.p.[N, y€10,1].

de modo que existen un conjunto numerable @ = {y1,v2,...} C [0, 1] tal que
1 € Q y un conjunto Ay C [0,1] con A(Ag) = 1 tal que lim;_, H,, (2, ;) =
H(x,y;), Vy; € Q, Vx € Ay. Usando Fubini de nuevo, se tiene que existe un
subconjunto A C Aq tal que

AMAL) =My €0,1]: (z,y) € A}) =1, para cada x € A.
Definimos la funcién G : [0, 1]> — [0, 1] como sigue:
1 sty =1,
G(z,y) = inf  H(z,y;)1a(x) + 1{0,1](y)1rc(z), en otro caso
Yi€Q:yi>y

Notar que si se fija y, G(+,y) es medible, y si se fija z, G(z,+) es una funcién
de distribucién en [0, 1]. En particular, G es medible e induce un nicleo de
Markov K (-,-) tomando

K(x,[0,y]) == G(z,y)

y para todo z, extendiendo de forma estdndar® la medida K(z,-) de la clase
de todos los intervalos [0, y] a B([0, 1]) (ver [11]).
Para cada x € A, se definen las funciones:

g 0,1 — [0,1]& he: [0,1] — [0,1]
y — ge(y) = G(z,y) y > he(y) = H(z,y)

3La extensién de medidas en la forma estdndar garantiza la unicidad
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y el conjunto 1, := {y € [0,1] : ¢.(y) # h.(y)}. Notar que g, y h, son
medibles y que II, € A% U DC(g,), donde DC(g,) denota el conjunto nu-
merable (a lo sumo) de discontinuidades de g,. En consecuencia, llamando
II:={(z,y) € [0,1)*: G(x,y) # H(x,y)} y usando de nuevo Fubini, se tiene
que

NA(IT) = /[ RUATE / A(IL)dA(z) = 0,

A

lo que implica que lim,,_,, HHn — G}}Ll([o,1]2,8([0,1]2),x2) =0.

Falta demostrar que K(z,[0,y]) es una distribucién condicional de una
copula A € C. Se fija y € [0, 1], entonces, existe una sucesién monétona
decreciente (2;)ey C @ que converge a y. Por el teorema de la convergencia
dominada se tiene
K(z,[0,y])d\(z) = / G(z,y)d\(x) = lim H(z, z)d\(z)

[0,1]

[0,1] =2 Jio,1]

= lim lim Hy, (z,2)d\(z) = lim z; =y
1—00 j—00 [0,1] i—00
Asi, existe una cépula A € C tal que K(-,-) = Ka(-,-).

A continuacién demostraremos la separabilidad de (C, D). Sea S, para
cada n > 2, la clase de todas las cépulas B € C cuya masa pup estd uni-
formemente distribuida en cada rectangulo R;; = [(i=U/n,i/n] X [U=D/n,i/n].
Denotamos por S§Q,, el subconjunto formado por todas las cépulas B € S,
que ademas cumplen

MB(Rij)eQu VZ,]E{L,W}

Como S9Q,, es infinito numerable entonces

o0
sQ=|Jsa.cc

n=2
es también infinito numerable. §,, es denso en C con respecto a la topologia
fuerte de operadores, de modo que por el teorema 3.7 se tiene que S,, es denso
en el espacio métrico (C, D).

Sea ahora B € S, cualquiera pero fijo, y sea € > 0. Notar que la familia

S,, es isomorfa a la clase €, de las matrices doblemente estocasticas. Por
el teorema de Birkhoff sobre matrices estocasticas, todo elemento M € €,
es combinacién convexa de m (< n? + 1) matrices de permutaciéon (BP;)™,,
te. M =" P, conao; >0y > " o =1 Como Q es denso en [0,1],
podemos definir un vector (S, ..., B,) € Q™ tal que

. € U B
izlf.l.,},{m‘ai _51‘ < nZ 11 y ;@ =1
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En términos de la cépula B, existe un elemento B € 80, tal que

, €
Jmax g (Riy) = pp(Riy)| < T

de donde se deduce de forma inmediata que SQ,, es denso en S,,, quedando

asi demostrada la separabilidad de (C,D;). =



Capitulo 4

Coépulas con soporte fractal

Terminaremos este trabajo con el capitulo que da nombre al mismo: cépu-
las con soporte fractal. Nos centraremos en su construccion y como resultado
principal se vera que para cada s € (1,2), existen cépulas cuyo soporte tiene
dimensién de Hausdorff [8] s ver [I1]. A partir de esas copulas especiales, se
construyen también funciones de distribucion bidimiensionales con la misma
propiedad. Por tltimo, se introducen unas de las clases de copulas mas in-
teresantes y que hoy en dia son un importante objeto de estudio: las cépulas
idempotentes [20].

4.1. Matrices de transformacién y cépulas

Comenzamos con la definiciéon de matriz de transformacién y algunos de
los resultados recogidos en [11].

Definicién 4.1 Una matriz de transformacion es una matriz T con al menos
dos filas o dos columnas cuyos elementos son todos no negativos, la suma de
todos ellos es 1 y minguna fila ni columna tiene todos sus elementos iguales
a 0.

La notacién utilizada para las matrices de transformacion sera la habitual
para las matrices, donde el doble subindice de los elementos hace referencia
a la fila y a la columna correspondientes comenzando siempre de arriba a
abajo y de izquierda a derecha:

t11 tio
T =
( lo1 loo )

Toda matriz de transformacién 7' determina una subdivisién de I? en
sub-rectangulos como sigue: sea a; la suma de los elementos en las primeras

43
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j columnas de T y sea b; la suma de los elementos de las ¢ primeras filas de
T,y sean a = (a;)j2; y b = (g)j=, los vectores con la informacién de las
particiones de I que forman a; y b;. Es decir,

a; = Zztijm j€{17"'am}7

Jo<j =1

bi == Zitioj, 26{1,,n}

io<i j=1

Por convenio anadiremos ag = by = 0.

Es obvio que si consideramos la particién {a;}}., sobre el eje horizontal
y la particién {b;}™, sobre el eje vertical se obtiene una particién de I? en
subrectangulos. Usaremos la siguiente notacién para los subrectangulos:

Rji = a1, a;] x [bi—1, bi]
Por ejemplo, la matriz
04 0 O
r= ( 0.1 0.2 0.3 >

es una matriz de transformacién y determina las particiones p = {0,0.5,0.7, 1}
vy ¢=1{0,0.4,1} y en consecuencia la siguiente subdivisién de I%:

2/5 -

| |
0 12 7110 1

donde los rectdngulos R;; estan coloreados siempre que ¢;; > 0, y su color
viene determinado en funcién de la densidad correspondiente en Rj;.
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Para T una matriz de transformacién se tiene que
aj—1 < a; y bi,1<bi, j=1....m;1=1,...,n,

es decir, las componentes de los vectores a y b son estrictamente crecientes,
y en consecuencia los rectangulos Rj; := [a;_1, a;] X [b_1, b;] son rectangulos
compactos no vacios para todo j € {1,...,m}, i € {1...,n}.

Se considera el SIFP
{[0, 1%, {wji}tij=t,...msi=1,...n; (tij)j:l,...,m;i:l,...m)}a
donde las contracciones wj; : [0,1]* = Rj; vienen dadas por
wii(z,y) = (ajo1+x(a;—aj_1), bi—1+y(bi—bi_1)), i=1,...,n;5=1,...,m.

El operador inducido del SIFP, V, est4 definido en P([0, 1]?) por

V(,u) = Ztijy,wji = thﬂ @) wj_il. (41)
1,J 2

Definicién 4.2 Dadas una matriz de transformacion T' = (t;j)i=1,..nj=1...m
y una cépula C, la se define cépula* T(C) en R;; por

DO )= 5ty + 2255 5ty 4 5 3 by 1,0 (25, )
i <i J

i <i,j'<j '<j

donde los sumatorios son directamente cero en caso de estar vacios.

Notar que la cépula T'(C') de la definicién 4.2 es en realidad la expresion
analitica de la forma en la que actia VC sobre los puntos de I?. Para no crear
confusion utilizaremos la siguiente notacion: Vr seré el operador inducido del
SIFP asociado a la matriz de transformacién T, la cépula T(C') es VrC.

Notar que el soporte de VrII es la unién de todos los rectangulos R;; para
los que t;; > 0, y que el soporte de V7C' esta contenido en el soporte de VrlII,
para cualquier cépula C.

En el caso de la matriz de transformacién

04 0 0
To= ( 01 02 03 >

y M(u,v) = min{u, v}, V5, M es la cépula que, para cada (7, 7) extiende la
masa t; ; uniformemente sobre la diagonal de cada Rj;, tal y como muestra
la siguiente figura

les efectivamente una cépula, ver [11].
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T(M)
10-
0.4-
0.0-
1 1 1 1
0.0 0.5 0.7 1.0

Notar ademas que si C' € C es una cépula, n un entero positivo y 7" es la
matriz de orden n x n cuyos coeficientes vienen dados por

tiy=C(L,2)—C(552) - C (L5 +C (55 5)

nn n’ n n’ n
entonces C' es una matriz de transformacién y Vppup es una aproximacion de
la cépula ‘checkerboard” C, ver [5].

Proposiciéon 4.1 Sea T una matriz de transformacion y sean C1,Cy € C
copulas. Entonces:

a) Si Cy < Cy entonces VrCy < VrCy, entendiéndose C; < Coy como
Cl(u7 U) S CQ(U,U), V(“?”)'

b) doo(VCl, VCQ) == méxm tijdoo(Cl, Cg) .
Demostracion

a) Inmediato, por como esté definido Vr.

b) Notar que para todo (u,v) € Rj;, sin més que hacer unos sencillos
calculos a partir de la expresién explicita de la definicién 4.2 se tiene
que:

‘VTCH(U,U)—VTCl(Ua U)| =t

O (Y¥=Piz1 Y791\ _ (o (¥ZPiz1 Y7451
1 D 1) 0i—a — 2 D 1) 0i—a
Pi—Pi—1" q3—q5-1 Pi—Pi—1" q3—q5-1

Asi,
sup | VrCi(u,v) — VrCs(u,v)| = t;;d(Ch, Cs),

(u,v)ER;;

de donde se deduce el resultado.
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Dadas una matriz de transformacion Ty una cépula C, consideraremos
ahora sucesivas iteraciones de T'. Se define

VIC =Vr(VrC), ViC =Vr(ViC),...

Notar que cada VJ'C' es una copula y que

donde ®™Vr es el producto tensorial de Vr consigo mismo m veces.

VirC = (@™Vr)C,

Por ejemplo, para la matriz de transformacion

T

01 0 0.1
0 06 0 |,
01 0 0.1

donde a = b = (0,0.2,0.8,1). Los soportes de VrII, VAII y V3II son las re-
giones coloreadas la siguiente figura:

1-

415 -

15—

08— “-

0.6 -

00— =+

0.0

0.2

I
1

In(dens.)
05
06
0.7
08

0.8

N

P .
G —
17125~

>
8/25 —
- WM
125 u

11 |1 |
01/25  4/24/5 8/25

In(dens.)

0.8 1.0

| 11 |1
17125 4/BL25 24128

In(dens.)
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En el ejemplo de la matriz Ty dado en (4.2), se tiene para las 3 primeras
iteradas de Vp,11:

1-

dens.
03 16/25 —

2/5 - 13 2/5—

4/25 —

0-

1 1 1 1 1 UL ol 1
] 12 7110 1 0 14 7120 12 3/86/257/10 17/A1/100 1
X X

10—
08—
dens.
0.04
06—
163
- 322
0.4— 481
6.41
8
02—
0.0-
U | | | U 1
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
x

Otra forma de enunciar el corolario 2.2 en términos de cépulas es:

Teorema 4.1 Para toda matriz de transformacion T # (1), eziste una tinica
copula C3. tal que

VrCr = Cr.
Ademds, C% es el limite de la sucesion {C,VrC,ViC,...,VRC, ...}, para
cualquier copula C'.

4.2. Copulas invariantes

Definicion 4.3 Una copula C' es invariante si C = CF., para alguna matriz
de transformacion T

Las cépulas M, W y II son invariantes. Sean

0.25 0.25 .
1= ( 0.25 0.25 ) = On =1

dens.

0.1

0.9

24

32
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Tzz( / 0'5>:>C’}2:M

05 0
05 0 .
T?’:(o 0.5>:'CT1:W'

De forma mas general, C';. = I si T es una matriz fila o columna o si todas
los elementos de T' son iguales; CF = M si T es una matriz cuadrada y todos
los elementos distintos de cero estdan en la diagonal principal; y C5 = W si T
es cuadrada y todos los elementos no nulos estan en la diagonal secundaria.
Ademas, notar que sip = {p;} y ¢ = {¢;} son dos particiones cualesquiera de
I, entonces la matriz T = (t;;) con t;; = (p; — pi—1)(¢; — ¢j—1) es una matriz
de transformacién que induce las particiones p y ¢ y cumple C7. = I1.

4.3. Copulas autosemejantes

Se ha visto que la cépula limite C7. es independiente de la cépula ‘semil-
la’ utilizada para generar la sucesién iterativa, de modo que se puede es-
tudiar C% como el limite de la sucesién (VF1I),,en. En lo que sigue se uti-
lizard la siguiente notacién: I := {(i,4) : t;; > 0} y se considerard el SIFP

{HZa {wji}(i,j)ef’ (tij)(z‘,j)ef}'

Teorema 4.2 SiT es una matriz de transformacion que no sea ni una ma-
triz fila ni una matriz columna, i.e., T = (t;;);; con i,j > 2, entonces el
soporte o de C7. cumple:

a) o es el conjunto invariante del SIF {I?, {wﬁ}(i,j)ef}7
b) o =N%_0m, donde oy, es el soporte de V11
Demostracion

a) Denotaremos por Rj; a los rectdngulos que forman la particién de I? in-
ducida por T'. Sea r la mayor de las longitudes de lado de los rectangulos
Rj;, Vi, 7. Es evidente que r < 1y que

wji(u) —wsi(0)| < rlu—wv],  V(u,v) €T,

V(u,v) € I? y para todos los (i, 7). De este modo,
{12, {wji} i jyers (tij) i jyert es un SIF con probabilidades.

Para cualquier cépula C'y VR C Rj;, se tiene que

VVTC(R) = tijVC (wj_ll(R)),
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de modo que
VVTC<R> = Z tich(wj_il(R)),
()l

para todo rectdngulo R C I2. Entonces,

Hye = Z tij(pc o Wﬂl) = VrC(uc).

Ahora bien, VrC7(por) = pyrcs = pies, por lo que gy es la medida
invariante de {]IQ, {W(i’j)ei}, (t(m)d)}, y por el teorema 2.4 se tiene que
o es el conjunto invariante del SIF.

Consideramos ahora la funcién

F(K)= | wa(K),

(i,5)el

definida sobre el espacio de todos los subconjuntos compactos no vacios
de I2, que por el teorema 2.1 es un espacio métrico completo. Como F
es una contraccion, por el teorema del punto fijo de Banach se tiene
que o es el unico punto fijo atractor global de F' y que es ademas el
limite de la sucesién (F™(I%))en = (0m)men, de donde se deduce el
resultado.

El siguiente corolario es consecuencia directa del teorema anterior.

Corolario 4.1 5i T es una matriz de transformacion cuyos elementos son
todos distintos de cero, entonces el soporte de Ci es I2.

Los resultados que se presentaran a continuacion para el calculo de la
dimensién de Hausdorff, ver [3], de los soportes de los SIFs requieren que
éstos sean semejantes. Para que un SIF sea semejante es necesario que la una
matriz de transformacion T satisfaga la siguiente propiedad:

las sumas de la fila y columna correspondientes a cada elemento no nulo de
T, son iguales.

Esta condicién implica que cada Rj; es un cuadrado Vt;; > 0, y que T es
una matriz cuadrada.
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Definicién 4.4 Una cdpula invariante C}. es autosemengjante si la matriz
de transformacion T' satisface la condicion de semejanza: sit;; > 0, entonces
la suma de la fila i- ésima es igual a la suma de la columna j-ésima.

Las medidas de Borel asociadas a las copulas autosemejantes son casos
especiales de medidas autosemejantes. Notar que II, M y W son cépulas au-
tosemejantes.

Sea T" una matriz de transformacién que satisface la condicién semejan-
za y sea r;; la longitud del lado de Rj para cada t;; > 0. Notar que el
SIF {I?, {wﬂ}(i’j)ef} es un sistema de semejanzas de radios (r;;); ;- Notar
también que el SIF satisface la condicién de conjunto abierto con conjunto
abierto U = (0, 1)

A continuacidn, se presentan algunos de los resultados contenidos en [11]
y para lo que cuya demostracién se precisa de algin resultado de apoyo,
también contenido en [11].

Resultado auxiliar 3 Sea {X, {wji}i,j} un SIF. Entonces existe un unico
subconjunto de X no vacio, K, tal que

K= Uwﬂ(K).

Ademas, si cada w, es una semejanza y se satisface la condicion de conjunto
abierto, la dimension de Hausdorff s de K viene dada implicitamente por la
ecuacion

donde ¢, es el radio de semejanza de w,,.

Como consecuencia directa del resultado auxiliar, se tiene el siguiente teore-
ma:

Teorema 4.3 FEl soporte de una copula autosemejante Cr tiene dimension
de Hausdorff s dada por
Z i =1

(i,5)el

Demostraciéon Por el teorema 4.2 sabemos que el soporte o de C7 es el
conjunto invariante del SIF {]12, {wj; } (ij)e f}. Estamos en las condiciones del
enunciado del resultado auxiliar 3, de donde se deduce directamente el resul-
tado.
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En el siguiente teorema se determinan las condiciones suficientes para que
el soporte de una cépula autosemejante sea un fractal, [11].

Teorema 4.4 Sea CF una copula autosemejante tal que:
i) al menos uno de los elementos de T es igual a cero,
i) existe al menos una fila o columna de T con dos entradas no nulas.

Entonces el soporte o de C7 es un fractal cuya dimension de Hausdorff es
s € (1,2).

Demostracién = Consideramos la funcién f(s) = > .77} definida en
[0, 00), donde (7;); ; es la longitud de lado de los rectangulos (Rj;); ; asociados
a T. Es evidente que f es continua y estrictamente decreciente.

Notar que f(2) = > jei r% es la suma de las dreas de los cuadrados
del soporte o1 de Vrll 'y que f(1) = > ;c;7ji es la suma de las longitudes
del lado de los cuadrados en oy. Entonces, f(2) < 1y f(1) > 1, por i) e ii)
respectivamente.

Por el teorema 4.3 y el por el teorema del valor medio, se deduce que la
dimensién de Hausdorff de o esta en el intervalo (1,2). Como la dimensién
topoldgica es un entero menor o igual que la dimension de Hausdorff, se tiene
que la dimension topoldgica de o es menor o igual que 1, luego el soporte de
o es un fractal. m
Otro resultado més contenido en [11].

Proposicién 4.2 La funcién s(r) definida implicitamente por la ecuacion
'+ (1-2r)° =1 (4.2)

es una aplicacion biyectiva de (0,1/2) en (1,2), estrictamente creciente y de
clase C*.

Demostracién Se toma un s € (1,2) cualquiera pero fijo, y se define g;
en (0,1/2) como sigue:

gs(r) =4r® + (1 —2r)°.

Para demostrar que s es una biyeccién de (0,1/2) en (1,2), bastard con ver
que la ecuacién g4(r) = 1 tiene una tnica solucién en (0, 1/2). Entonces,

gu(r) =4dsr®t —2s(1 —2r)* ' =2s5(2r°" " — (1 —2r)*7"),
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luego

gi(r) <0 2r P < (1—-2r) 1 < log2+ (s — 1) logr < (s — 1) log(1 — 2r)
s—2

< 10g27i &< 21 — 2 Ty

& ] "

O

81 _ar
—1

Qs—1 B 1 B
s—2 1
14251 205 42
de modo que ¢, <0 Vr € (0,75) y g5 > 0 en (rg,1/2).

Como ¢5(0%) =1y gs(1/27) = 4/2s > 1, existe un unico r € (0, 1/2) que es
solucién de la ecuacién gs(r) = 1, i.e., de la ecuacién 4r°+(1—2r)°. Entonces,
s(r) es una biyeccién de (0,1/2) a (1,2).

Veamos ahora que s que es estrictamente creciente y de clase C*™ en
(0,1/2). Para ello, consideraremos la funcién F(r,s) = 4r° + (1 —2r)®, que es
de clase C*™ en (0,1/2) x (1,2). Para cada (r, s) € (0,1/2) x (1,2) se tiene que

OF

g(r, s) =4r®logr + (1 — 2r)%log(1l — 2r) < 0,

luego s(r) es de clase C* en (0,1/2), por el teorema de la funcién implicita
(ver [12]). Diferenciando en (4.2) se tiene

= r< 1T,

S’(T) o —gs(r)

n %—f(r, s)7

que es positivo Y(r,s) € (0,1/2) x (1,2) y en consecuencia s es una funcién
creciente. m

Como consecuencia inmediata de los teoremas 4.3, 4.4 y de la proposicién
4.2, se obtiene el siguiente teorema, [11].

Teorema 4.5 Para cada s € (1,2), existe una cdpula cuyo soporte es un
fractal con dimension de Hausdorff s.

4.4. Copulas inducidas por SIF especiales

En esta seccion se obtendra, a partir de los resultados de convergencia
anteriores, otro nuevo involucrando a la métrica D;.

Sea A € C una cépula cualquiera pero fija, y sea K4 su distribucion
condicional regular. Entonces Ky (-, ) viene dada por

Kya(z,[0,y]) = 0— + 5—Ka ( o [0, "1}) :
dotii Do tigg 45— 4 bi = bics

i0=1 i0=1
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Vz,y € Rji = |a;j_1, a;] X [bi—1, b;]. Usaremos el menor j y el mayor ¢ tales que
(z,y) € Rj; para asegurar que Ky4 estd bien definida en las intersecciones
de los rectangulos y para garantizar que la funcién y — Kypa(zx,[0,y]) sea
una funcién de distribucion, para cualquier z € [0, 1]. Notar que en la defini-
cion de Ky 4 los sumatorios en los que no haya ningin elemento son cero por
definicion.

Sean ahora A,B € C ey € (bi_1,b;). Entonces, se tiene la siguiente
relacién entre ¢yavp(y) v ¢an:

bvavi(y) = / Kz, [0,4]) — Kvp(z. [0, 4])|dA(x)

0,1]
o tij T—aj_1 y—b; _ T—a;—1 y—bi_1
B /i Ligj <aj_a9*1’ [O’ bi=bi— ]) B <aj_“371’ [07 bi—bi— })‘d)\(x)
[0,1]t0=1
> [ ma (e o, 2] ) - ke (22 o, 2] ) [an)
j:][aj—haﬂ
=Dt / K (0.0, 2252 ) =55 (0, [0 15522 ] )| ania)
= o
= > tioan(EhEs) = (b — bi)dan(752)
j=1

Tal y como se vio en el lema 3.6, ¢4 p es lipschitziana en el intervalo [0, 1]
y ademds ¢4 5(0) = ¢4 (1) =0, de modo que Vy € [0, 1]

n

$vavs(y) = (bi—bi1)das <b1“’:bb71> Lo, 1.0 (Y)

i=1
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En consecuencia,

D:(VA,VB) = [ ]¢VA,VB(y)d/\(y)
0,1

= / > (b = bi)as (bf,_—l)?;) Lo, 100 (¥)dA(y)
[0,1] ;=

_ 2 /( = beoas (7525) W)

bi—1,b;]

= Y (hi—b1)* | bany)dr(y)
i=1 ©.1]

= Z(bl — bi71)2D1<A7 B)

=1

lo que demuestra que V es una contraccién en (C, Dy), pues

zn:(bz - bi—1)2 < zn:(bz — bi_1> = 1.

=1

Como la matriz de transformacion era arbitraria (se ha utilizado la notacién
V en vez de Vr para hacer énfsis precisamente en eso) y ya se habia probado
en 3.1 que el espacio (C, D) es completo y separable, acabamos de demostrar
el siguiente resultado, [25]:

Teorema 4.6 SeanT' una matriz de transformacion y Vr el operador induci-

do definido por 4.1. Entonces YV es una contraccion en el espacio métrico

(C, Dy) y existe una unica copula C; tal que VrCy = Cy y VB € C se tiene
lim D, (V}:B,C}) = 0.

n—oo

Como la convergencia con respecto a la métrica Dy implica la convergencia
en la métrica d.,, también existe un unico punto fijo global atractor con
respecto a la métrica d, y que ademas coincidira con la céopula C7.

A continuacion veremos un ejemplo para ilustrar algunos de los resultados
obtenidos hasta ahora.
Se considera la matriz T' = (t;;); ,_, dada por

e 0 16
M= 0 13 0 (4.3)

e 0 s
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Siguiendo con la notacién utilizada hasta ahora, llamamos a, b a los vec-
tores con las sumas acumuladas de las filas y las columnas. En este caso son

iguales

Sean Rj; := [aj_1,a;] X [bi—1,b;], 1 <i,j < 3 los rectdngulos resultantes de
la particién de I? provocada por 7.

Sea V el operador asociado al SIFP. Los soportes de VII y V2II vienen
dados por:

1-

3 . . . .
8/9 —
719 -
In(dens.) . . . . In(dens.)
2/3 - I 08

3= 04

11

05 5/9 — .
419 =
16
1 13- 19
P H N H N
2/9 -
N . . . .
0-
| |

13-

0-

| ] 1 ] 1 1 ) 1 ] 1 1
0 3 23 1 0 9 219 13 49 5/9 213 719 8/9 1
X X

Sea A € C una copula, py € Pe su medida doblemente estocastica corre-
spondiente y K4(+,-) su distribucién condicional regular.
Salta a la vista (ver figura anterior) que el nicleo de Markov dado por

. Siyel0,1
Koaw,[0,5]) = 5Ka(3e,[0,3) 10 ()
+ 5Kl = 2,00,30) o (@)
= Siye (Vs %3

1
Eva(@,[0.9]) = Sloysuesn (@)
+ Ka(3z —1,[0,3y — 1]) 115 2/ ()
= Siy e (¥s,1]
1 1
Kya(z,[0,9]) = (5 + 5 Ka(3,[0,3y - 2])) Ljo,1/5 (%) + Lv/a 2y ()

11
+ (5 + 5 Ka3z = 2,(0,3y — 2])) Leys, (@)
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es una distribucién condicional regular de V A.
Ademas, VA, B € C,

bvave(y) = /KVA(% [0,9]) — Kvp(z, [0, y])|dA(z)
[0,1]

1
= /§IKA(3967 [0,3y]) — K (3, [0, 3y])[1(0,1/2 (y)dA(2)
[0,1/2]
1
b [3HKa30, 0.3y 2) = Koz, 0,39 - )17 ()dN)
[0.1/2]
+ /|KA(3$ -1, [O, 3y — 1]) — KB(3$ -1, [O, 3y — 1])‘1(1/3}2/3] (y)d)\(a:)
[1/3,2/2]
1
+ /§IKA(31“ —2,10,3y]) — Kp(3z — 2,(0,3y])1[0,1/5 () dA(z)
[2/2.1]
1
+ /§IKA(3@“ —2,10,3y — 2]) — Kp(3z — 2,(0,3y — 2])[1(za,1] (y)dA(2)
2/).1

1 1 1
= 6¢A,B(3y)1[0,1/3] (y) + =043y — 2)1z511(y) + §¢A,B(3y — 1)1 (1/s,2/5) (¥)

6
1 1
+ 6¢A,B(3y)1[0,1/3] (y) + 6¢A,B(3y — 2)12s5,1)(y)
1 1 1
= §¢A,B(3y)1[0,1/3] (y) + §¢A,B(3y — D)1 as5,279(y) + §¢A,B(3y = 2)1(2/3,1)(y)
de modo que se tiene que
D1 (VA,VB) = dvayve(y)dy
[0,1]
11 1
3 3 [071] ¢AvB (y) y 3 1( ) )

lo que implica que V' es un contraccion en (C, Dy).
Por el teorema del punto fijo de Banach y el teorema 3.1 se tiene que
existe un unico punto fijo A* € C de V, es decir, VB € C,

lfm D,(V"B, A*) =0
n—o0

4.5. Coébpulas con soporte fractal: resultados
en términos de funciones de distribucién

Definicién 4.5 Sea D C R*. Una funcion f : D — RF es bilipschitziana
en D si existen cy,co > 0 tales que Va,y € D,

alr —y| < |[f(x) = f(Y)| < el —yl.
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Algunas de las propiedades que poseen las funciones bilipschitzianas son
la continuidad y la inyectividad. Ademas, si f : D — Ry existen ¢, co > 0,
tales que 0 < ¢; < [f’| < ¢g en D, entonces f es bilipschitziana en D como
consecuencia del Teorema del Valor Medio.

También es cierto que si f es bilipschitziana en D, entonces la inversa de
f es bilipschitzana en f(D).

Los resultados que se presentan en esta seccién seran siempre para fun-
ciones de distribuciéon en las siguientes condiciones: dados a,b,c,d € R y
F,G : R — I son funciones de distribucion que verifican:

F(a) =0,F(b) =1y F es bilipschitziana en [a, ],
G(c) =0,G(d) = 1y G es bilipschitziana en [c, d].

Lema 4.1 Si F' y G funciones de distribucion definidas en las condiciones
arriba mencionadas, entonces la funcion

FxG: RxR — IxI
(z,y) > FxG(z,y)=(F(z),G(y))

es bilipschitziana en [a,b] X [c,d].

Demostraciéon Este resultado se obtiene como consecuencia inmediata de
la equivalencia entre las distancias euclidea y d;, dada por

di((z1,11) — (22,92)) = |z1 — za| + |y1 — 42|,  V(z1,22), (Y1, y2) € R®.
Asi,

di((F x G)(z1,31), (F X G)(22,52)) = di((F(21),G(y1)), (F(22), G(y2)))
|F(z1) — F(x2)| + |G(y1) — G(y2)]
il — @2| + cafyr — yo

|z — 22| + [y1 — o)
cdi((w1,22), (Y1, 92)),

IA A

sin mas que tomar ¢ = méax(cq, ¢2). Se puede demostrar con un razonamiento
similar que existe otra constante positiva b tal que

bdy (21, 22), (y1,y2)) < di((F(z1), F(22)), (G(y1), G(y2)))-

Recordamos del teorema de Sklar que si H es una funcién de distribucion
bivariada con marginales continuas F' y (G, entonces existe una tinica copula
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C tal que H(x,y) = C(F(x),G(y)) Vz,y € R, es decir, H(z,y) = (C o (F x
G)))(w,y). Asi, Yoy, 29,1, € I tales que 11 < 22,91 < 32,

Vi([w1, 2] X [y1, 92]) = Vo([F (1), F(z2)] X [G(y1), G(32)])-

Lema 4.2 Sea H una funcion de distribucion bivariada con marginales F' y
G en las condiciones del lema anterior. Sea sop(H) el soporte de H y sop(C')
el de la copula C asociada a H. Entonces (F x G)(sop(H)) = sop(C).

Demostracion
Notar que sop(H) C [a,b] X [c,d]. Sean

sop(H)* = ([a,b] x [e,d]) \ sop(H) 'y sop(C)* =T\ sop(C)

y se considera, para esta demostracién, F' X G|(44x[c,q- Notar que 'y G son
continuas y estrictamente crecientes en [a, b] y [¢, d] respectivamente.

Sea (x,y) € Q, donde Q es un rectangulo cerrado contenido en la, b] x[c, d]
tal que Vi (Q) = 0. Entonces, (F' x G)(x,y) esta en el interior del rectangulo
cerrado (F' x G)(Q) v Ve ((F x G)(Q)) = 0.

Como sop(H) y sop(C') son por definicién las clausuras de sus intersec-
ciones con los interiores de [a,b] x [c, d] e I? respectivamente, se tiene que

(F" x G)(sop(H)®) € sop(C)*".

Como las inversas de las restricciones de F'y G a los intervalos [a, b] vy [c, d]
respectivamente son continuas y estrictamente crecientes en I, un argumento
similar demuestra que (F x G)~!(sop(C)¢) C sop(T)¢. El resultado se obtiene
del hecho de que F' x G es biyectiva de [a,b] X [¢,d] en [*. =

Teorema 4.7 Sean F' y G funciones de distribucion en las condiciones de los
lemas anteriores. Para cada un s € (1,2), eziste una funcion de distribucion
bivariada H con marginales F' y G y cuyo soporte es un fractal de dimension
de Hausdorff s.

Demostracién Sea s € (1,2) cualquiera pero fijo. Por el teorema 3.6,
sabemos que existe una cépula C' cuyo soporte es un fractal de dimension de
Hausdorff s. Consideramos H = C' o (F' x ). Entonces H es una funcién de
distribucién bivariada con marginales F'y G cuyo soporte es sop(H) = (F X
G)1(sop(C)), como se vio en el lema anterior. Como F' x G es bilipschitziana
en [a,b] X [c, d] entonces (F x G)~! es bilipschitziana en I2. Asi, la dimensién
de Hausdorff del sop(H) es s. La dimensién topoldgica de sop(H ), como es
un entero, es claramente menor que la dimensién de Hausdorff de sop(H), de
modo que sop(H) es un fractal. m
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4.6. Copulas idempotentes

En esta seccién se incluyen resultados recogidos en [26], donde se de-
muestra que los resultados publicados en [I 1] también son vélidos cuando se
trabaja en una clase mas pequena como es la de las copulas idempotentes.

Definicién 4.6 Sean A, B € C. Se define el producto estrella Ax B € C
como

(A B)(z,y) = / A, 8)Ba(t, y)dA(E).

[0,1]
donde A 5 denota la derivada parcial de A respecto de la segunda componente
y B la derivada parcial de B respecto de la primera componente.

El producto estrella verifica: Taxp = dasp = ¢(A) 0 ¢(B) = Ty o Tp,
donde T)4,p es el operador de Markov asociado a Ax By ¢ : C — M la
funcién dada por

O = (T @) = o [ Cate 070D,

Notar que ¢ es en realidad un isomorfismo (ver [20]).

Definiciéon 4.7 Una copula A € C es idempotente si Ax A = A.

C? representa a la familia de todas las cépulas idempotentes. A con-
tinuacion se demostraran dos resultados muy ttiles utilizados para la con-
struccion de una primera copula idempotente cuyo soporte tiene dimension
de Hausdorff log(5)/log(3). Para ello, se utilizara la métrica D; definida en
3.14.

Lema 4.3 La familia C? de las cdpulas idempotentes es cerrada en (C, Dy).

Demostracion Notar que el producto estrella es continuo con respecto a
la métrica Dy (ver [20]): sean A, Ay, As, ...y B, By, B, ... copulas tales que
lim A, = A, lim B, = B.

n—0o0 n—oo

Entonces, Vf € L'([0,1]), usando la desigualdad triangular y que los oper-
adores de Markov tienen norma 1 se tiene

(Ta, 0T, ) f = (TacTs) fllh < | Te, f=Tsfll1 +||(Ta,oTs)f —(TacTp)fll1,

de modo que ||T4, o1, f—||TacTpf||1 — 0, es decir, ||Ta, 5, —Ta«s|l1 = 0
y en consecuencia,

lfm Di(A, x B,, Ax B) =0,

n—oo
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Entonces, si (A, )nen C CP es una sucesion convergente a A en la métri-
ca Dy, como A, = A, * A,, (Ay)nen converge a Ay Ax A, de modo que
A=AxAyAcC? m

El siguiente lema (ver [20]) establece una relacién entre nicleos de Markov
y el producto estrella de dos cépulas. Implica que el nicleo de Markov de el
producto estrella de dos cépulas es la composicién de los nticleos de Markov
de cada una de ellas.

Lema 4.4 Sean A,B € C y sean K, Kp sus distribuciones condicionales
requlares. Entonces el nicleo de Markov K, o Kg definido por

(KaoKp)(z,F) = | Kply, F')Ka(z,dy)
[0,1]
es una distribucion condicional reqular de A x B.

Demostracion Es conocido que la composicion de dos nticleos de Markov
es un nucleo de Markov. Para ver que el lado derecho de la igualdad es una
distribucién condicional regular, se probara que

/[01] 0.1 Kly, F)Ka(z, dy)dA(x) = A(F), - VE € B(0, 1))

Para ello, sean { E;}?; una particién del intervalo [0, 1] y f(z) = D", a;1p,(x)
una funcion simple no negativa. Entonces,

Kalx, dy)dA = ile, (y)Ka(x, dy)dA
/[m] [Oyl]f(y) alz, dy)dA(z) /m] /[071];(1 1p, () K a(x, dy)dA(z)

_ /[0 > @ik, B)dA(x)

By

[0,1]

=1

Como la clase de las funciones simples es densa en (L'(]0, 1]), B([0,1]), A) se
tiene que

/ Kn(y, F)Ka(e,dy)d\z) = | Kple, F)A(x) = A(F)

[0,1] J[0,1] [0,1]

lo que demuestra que K4 o K es una distribucién condicional regular. La
demostracion sigue el método usual de Teoria de la Medida: primero se de-
muestra para funciones simples y luego para el caso general. Para terminar,
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sea E € B([0,1]), entonces para casi todo z € [0, 1],

K, E) = Tap(lp)(x) = (TaoTp)(1p)(x) = Ta(Kp(-, E))(x)

= KB(y7E)KA('Ia dy)v (44>
[0,1]

con lo que queda finalizada la demostracién. m

Este resultado muestra que, en términos de distribuciones condicionales,
el producto estrella puede verse como una generalizacion de la multiplicacion
de matrices estocasticas en el marco de las cadenas discretas de Markov y
determina que estudiar el producto estrella significa estudiar la composicion
de nicleos de Markov K : [0, 1] x B([0,1]) — [0, 1] verificando

Ka(z, F)d\(z) = A(F)
[0,1]

y viceversa.

Consideramos el SIF ya estudiado en este trabajo dado por la matriz de
transformacion en (4.3). Las densidades de las cuatro primeras iteradas del
correspondiente operador Vp actuando sobre la copula producto II vienen
representadas por:
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De acuerdo con el teorema 4.6 [25], existe una tunica cépula C5. tal que
para toda cépula inicial B € C se tiene

Ademas, como se vio en este capitulo, el soporte de C7 tiene dimensién
de Hausdorff 1085/1053, dada por la tnica solucién de la ecuacién (4.2) en el
intervalo (1,2).

A continuacién, demostraremos que C7. es una cépula idempotente [25].
Para ello, procederemos en 3 pasos:

1) Para una cépula dada B € C, veamos c6mo se puede calcular el nicleo
Ky, p a partir de Kp. Para todo i € {1,2,3}, se definen las funciones:

hi: R - R
v o hi(z) =3z — (i— 1) (4.5)
y extendemos es espacio de definicién del niicleo Kp a todo [0, 1] x B(R).
Para ello, bastard con tomar Kg(z, E) = 0 cuando E N[0, 1] = (. Sea
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E € B(]0,1]) cualquier pero fijo. Entonces, se tiene

LKp(hi(z), (E)) + Kg(hi(z), hs(E))) iz € [0,/3],
Ky, p(z, E) = ¢ Kp(ha(z), ha(E)) siz € (1/3,%3),
5 (Kp(hs(x), hi(E)) + Kp(hs(x), hs(E))) six e(fé:; 1],

Vz € [0, 1], podemos escribir matricialmente:

KVTB(hl_l(ZE),E) 1/2 0 1/2 KB(I', hl
KVnghgl(a:),E) = 0 1 0 KBEx, hQ(E)g (4.7)
Ky,p(h3'(z), E) Y20 Y2 ) \ Kp(z,h

=N

En consecuencia, como el conjunto de las funciones simples es denso en

L£1([0,1]), se tiene que Vi € {1,2,3}, Vf € £([0,1]) y Vx € [0, 1]

f(2)Kvpp(hi ' (z),dz) = Zn”f 2))Kp(z,dz)

[0,1] 0.1 4=
(4.8)
Notar que N es idempotente.

Demostraremos que para toda cépula idempotente B € C, la cépula
VB es también idempotente. Se tiene:

Koy (b (@), E) ) / Ky (2, E) Ky (h7 (), d2)

[0,1]
3
ZninVTB(hj_l(z),E)KB(:B,dz)
o] /=
Ky, g(hi'(2), E
= /(nilani%ni?)) KVTthz_l(Z)aEg Kp(z,dz)
[0,1] Ky, s (hi’?l(’z)’ E)
s KB(z,hl(E))
= /(nil,nig,nig)N KB(z,hg(E)) Kp(z,dz)
[0,1] Kp(2,hs(E))

N gm/ Z"WKB 2 hi(E)) Kp(x, dz)

0] 9=1
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Pero como

[ nims o (B) Kaw,az) 3 Kan(ah(B)

0] 7=t

3
PEY N 0y Kp(n, hy(EB))

=1
(4.7) -

= KVTB(hi 1(I),E),
se tiene que VrB € C?.

3) Como lim,, oo D1(VI'B,C5) =0 VB € C, podemos tomar B =11 €
C' para construir una sucesién (V#II)en C C? que converge a Ci.
Como consecuencia del lema 4.3 C7 tiene que ser idempotente también.

La clave en la demostracién de la idempotencia de la cépula limite Cr
fue la idempontencia de la matriz N de la expresién (4.7).
Sea r € (0,7/2) y se considera la matriz de transformacién definida por

rle 0 7/
M.,=1 0 12 0 (4.9)
rle 0 /2
Una vez mas, de acuerdo con [25] existe una tnica cépula C}; tal que

lim Dy (Vy; B,Cy, ) =0 VB e,

m—0o0
siendo V), el operador inducido por M,. Ademads, por el teorema 4.5 ([11]) el
soporte de C}; tiene dimension de Hausdorfl sg, donde sq es la tinica solucion
a la ecuaciéon 4r°+(1—2r)° = 1 en el intervalo (1, 2). Definiendo las funciones
hi,ho, hs : R — R por
T—r x—(1-r)

, ho(z) = o hs(z) = .

x
resulta inmediato comprobar que la expresion (4.7) sigue siendo cierta para
Vi, con la misma matriz N, para todo x € [0, 1] y para toda cépula B € C.
Evidentemente la expresién (4.8) también sigue siendo valida y los pasos 1)
y 2) se deducen de la misma manera, de modo que C}; € C y hemos cons-
truido una copula idempotente con soporte fractal y dimensién de Hausdorff
sp. Como r € (0,1/2) es arbitrario, usando de nuevo el teorema 4.5, hemos
probado el siguiente resultado:
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Teorema 4.8 Para cada s € (1,2) existe una copula idempotente cuyo so-
porte tiene dimension de Hausdorff s.

Este resultado puede generalizarse, ver [20].

Para terminar, anadimos otro ejemplo grafico interesante, donde se ob-
servan las densidades de las 2 primeras iteradas del operador Vr aplicado a
la copula II, y donde la matriz T viene dada por:
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Conclusion

El isomorfismo entre el espacio de operadores de Markov y el espacio
de cépulas [20] ha posibilitado la aparicién de interesantes resultados: se ha
introducido la métrica D, en el espacio de las copulas que es en realidad
una metrizacién de la topologia fuerte de operadores en el espacio de los
operadores de Markov y se ha visto que dicho espacio es completo y separable
[25]. Una posible direccién a seguir seria la de encontrar més propiedades de
este espacio.

En cudnto a los resultados presentados en [l 1] acerca de la dimensién
de Hausdorff de los soportes fractales de cépulas, seria razonable estudiar si
siguen siendo ciertos para clases mas pequenas, tal y como se procedié con
las cépulas idempotentes en [26].

Este resultado obtenido para la familia de copulas idempotentes demues-
tra que este tipo de copulas pueden llegar a tener estructuras muy complejas,
justo lo contrario que ocurre con las matrices doblemente estocasticas idem-
potentes.

67



Bibliografia

1]

[9]

[10]

[11]

[12]

E. de Amo, M. Diaz-Carrillo, J. Fernandez-Sanchez, W. Trutschnig,
Some results on homeomorphisms between fractal supports of copulas,
Nonlinear Anal-Theor. 85 132-1442013, 2013.

M.F. Barnsley, Fractals Everywhere, Academic Press, Cambridge, 1993.

R. Bhattacharya, E. C. Waymire, A Basic Course in Probability Theory,
Springer, 2000.

J. B. Conway, A Course in Functional Analysis, Springer-Verlag, New
York, Berlin, Heidelberg, Tokyo, 1985.

C. M. Cuadras, J. Fortiana, J. A. Rodriguez-Lallena, Distributions with
Given Marginals and Statistical Modelling, Springer, 2002.

F. Durante, J. Fernandez-Sanchez, C. Sempi, Sklar’s Theorem obtained
via reqularization techniques, Nonlinear Anal-Theor 75 769-774, 2012.

F. Durante, J. Ferndndez-Sanchez, C. Sempi: A topological proof of
Sklar’s theorem, Applied Mathematics Letters, 26 945-948, 2013.

G. Edgar, Measure, Topology and Fractal Geometry, Springer, Berlin,
Heidelberg, New York, 1990.

K. Engel, R. Nagel, A Short Course on Operator Semigroups, Springer,
2000.

M. Fréchet, Sur les tableaux de corrélation dont les marges sont donnés,
Ann. Universidad de Lyon, Science, 4 13-84, 1951.

G. A. Fredricks, R. B. Nelsen, J. A. Rodriguez-Lallena, Copulas with
fractal supports, Insurance: Mathematics and Economics, 37 42-48, 2005.

S.R. Ghorpade, B.V. Limaye, A Course in Multivariate Calculus and
Analysis, Springer, New York, Dordrecht, Heidelberg, London, 2000.

68



Cépulas con soporte fractal 69

[13]

[14]

[15]
[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

J. Hutchinson, Fractals and self-similarity. Indiana University of Math-
ematics, J., 30:713-747, 1981.

O. Kallenberg, Foundations of Modern Probability, Springer-Verlag, New
York, Berlin, Heidelberg, 1997.

A. Klenke, Probability Theory, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, 2007.

T. Kulpa, On Approximation of Copulas, International Journal of Math-
ematics and Mathematical Sciences, vol. 225, 608-623, 1999.

H. Kunze, D. La Torre, F. Mendivil, E. R. Vrscay, Fractal Based Methods
in Analysis, Springer, New York, Dordrecht, Heidelberg, London, 2010.

B. B. Mandelbrot, The Fractal Geometry of Nature, W. H. Freeman and
Company, New York, 1982.

R. B. Nelsen, An Introduction to Copulas, Springer, Nueva York, 2006.

E.T. Olsen, W.F. Darsow, B. Nguyen, Copulas and Markov operators,
Proceedings of the Conference on Distributions with Fixed Marginals
and Related Topics, IMS Lecture Notes Monogr. Ser., vol. 28, 1996.

J. J. Quesada-Molina, J. A. Rodriguez-Lallena, M. Ubeda—Flores,
What are copulas?, Monografias del Seminario Matematico Garcia de
Galdeano, 27, 2003.

W. Rudin, Real and Complex Analysis, McGraw—Hill International Edi-
tions, New York, 1987.

H. Schefté, A Useful Convergence Theorem for Probability Distributions,
The Annals of Mathematical Statistics, Volume 18, Number 3 434-438,
1947.

R.T. Seeley, Fubini implies Leibniz implies F,, = F,,, The American
Mathematical Monthly, 68: 56-57, 1961.

W. Trutschnig, On a strong metric on the space of copulas and its in-
duced dependence measure, Journal of Mathematical Analysis and Ap-
plications, 384 690-705, 2011.

W. Trutschnig, J. Fernandez-Sanchez, Idempotent and multivariate cop-
ulas with fractal support, Journal of Statistical Planning and Inference,
142 3086-3096, 2012.



	Teoría de Cópulas
	Introducción
	El Teorema de Sklar
	Cópulas y variables aleatorias

	Sistemas iterados de funciones
	La métrica de Hausdorff
	Sistemas Iterados de Funciones
	Sistemas Iterados de Funciones con Probabilidades

	Espacio de cópulas como espacio métrico 
	Preliminares. Distribuciones condicionales regulares
	Cópulas y operadores de Markov
	El espacio métrico (C,D1)

	Cópulas con soporte fractal
	Matrices de transformación y cópulas
	Cópulas invariantes
	Cópulas autosemejantes
	Cópulas inducidas por SIF especiales
	Cópulas con soporte fractal: resultados en términos de funciones de distribución
	Cópulas idempotentes


