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Resumen

En este trabajo se presentara el estado del arte en la teoria de polinomios
ortogonales con respecto a un producto escalar tipo Sobolev, que es un caso
particular de ortogonalidad no estandar. Ademas, se incluye nuevos resulta-
dos que se han obtenido en el caso de que la medida involucrada corresponda
al peso Laguerre.



II



Agradecimientos

Quiero agradecer en primer lugar a mi familia y a amigos la ayuda y
el apoyo recibido durante el desarrollo de este trabajo fin de Master de
Matematicas. Por supuesto destacar la gran ayuda y labor recibida por parte
de mi director de trabajo Juan José Moreno Balcazar, sin su ayuda, sin sus
comentarios y sin su paciencia la realizacion de este trabajo hubiera sido im-
posible. También agradecer al tribunal la lectura y revisién de este trabajo.



II



Indice general

1. Introduccién 1
2. Teoria basica de polinomios ortogonales 5
2.1. Ortogonalidad . . . . . . .. ... ... ... ... ....... 5
2.2. Funcionales lineales . . . . . .. .. ... ... ... ...... 6
2.3. Relacién de recurrencia a 3 términos . . . . . . ... ... .. 9
2.4. Propiedades generales de los ceros . . . . . . .. ... ... .. 13
2.5. Series de Fourier de polinomios ortogonales . . . . . . . . . .. 17
3. Polinomios ortogonales clasicos en la recta real 19

3.1. Ecuacién diferencial hipergeométrica y formula de Rodrigues . 19
3.2. Polinomios ortogonales clasicos y teoremas de caracterizacion . 23

3.3. Los polinomios de Jacobi . . . . . . . .. ... ... ... ... 31
3.3.1. Asintdtica . . . . ... 34
3.4. Los polinomios de Laguerre . . . . . ... ... ... ..... 36
3.4.1. Asintética . . . . . ... 37
3.5. Los polinomios de Hermite . . . . . . . .. ... ... ..... 38

4. Polinomios de ortogonalidad no estandar: Polinomios orto-

gonales de Sobolev 41
4.1. Polinomios ortogonales de Sobolev . . . . . . . ... ... ... 42
4.1.1. Caso Continuo . . . . . . ... . . ... ... ..... 44

4.1.2. Caso Discreto . . . . . . . . ... 47

5. Polinomios ortogonales tipo Laguerre-Sobolev 51
5.1. Antecedentes . . . . . . . .. ... ... 52
5.2. Elcasovariante . . . . . . . . . ... ... ... ... .. 53
5.3. Asintética local . . . . . . . ... 62



v

INDICE GENERAL

5.4. Estudiodelosceros . . . . . . .. .. ... ... 71
5.5. Experimentacion numérica . . . . . ... ... L 7



Indice de figuras

4.1. Polinomio x% + %x -3
5.1.
5.2.
5.3.
5.4.
5.5.
5.6.
5.7.

Caso f<2j+a+1
Caso f <2 +a+1
Caso f>2j+a+1
Caso f>2j4+a+1
Caso f=2j+a+1yM==6
Caso f=2+a+1yM=6
Casoﬁ:2j+a+1yM:40152*8/E
5.8. Caso f=2j+a+1y M =200
59. Caso f=2+a+1yM=5

5.10.Caso f=2j+a+1y M =5




VI

INDICE DE FIGURAS



Indice de cuadros

4.1. Ceros de los polinomios ortogonales con respecto a (4.6) . . . 46

5.1. Tabla 1l . . . . . . . . . . . 7
5.2. Tabla 2 . . . . . . . ... 80
5.3. Tabla 3 . . . . . . . ... 80
5.4. Tabla 4 . . . . . . . .. 84
5.5. Tabla b . . . . . . . .. 84

VII



VIII INDICE DE CUADROS



1

Introduccion

Este trabajo fin de Master (TFM) nace con el objetivo de probar una
conjetura establecida en [9] sobre la asintética de una familia de polinomios
ortogonales con respecto a un producto escalar no estandar.

Concretamente, se considera el producto escalar no estandar tipo Sobolev

= s |, f@ata)rte “de+ 2,909 0, (1)

donde (M,,),, es una sucesiéon de niumeros positivos verificando ciertas propie-
dades. Para los polinomios ortogonales con respecto al producto escalar ante-
rior se conoce la denominada asintética tipo Mehler-Heine en los casos j = 0
y j = 1. En [9] los autores conjeturan sobre este tipo de asintética para un j
arbitrario y el objetivo de este TFM es probar dicha conjetura. En el capitulo
5 se establece este resultado que ha sido publicado en [20].

Para llegar a ese objetivo es necesario conocer, al menos, una teoria basica
de polinomos ortogonales estandar, asi como de polinomios ortogonales de
Sobolev. Basicamente un producto escalar tipo Sobolev es un producto es-
calar que involucra a las derivadas de los polinomios. Esta memoria se divide
en capitulos de la siguiente forma.

En el capitulo 2 se explica una teoria general y basica de los polinomios
ortogonales estandar. Se comienza el capitulo recordando que es un producto
escalar y algunas propiedades bésicas de sucesiones de polinomios ortogo-
nales (SPO). A continuacién se obtienen algunas férmulas importantes que
satisfacen los polinomios ortogonales tales como la relacion de recurrencia a
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tres términos, la formula de Christoffel-Darboux o la propiedad reproducto-
ra de los polinomios nicleo. Se vera también que los polinomios nicleo son
solucion de un determinado problema extremal.

La seccién 2.4 de este capitulo esta dedicada a los ceros polinomios orto-
gonales. Se estudian sus propiedades basicas y su relacién con la integracién
numérica a través de las férmulas de cuadratura gaussianas. Por tltimo,
incluiremos una seccion sobre series de Fourier de polinomios ortogonales.

El capitulo 3 esta dedicado a una clase de polinomios ortogonales estandar
que satisfacen ciertas propiedades especiales. Son los denominados polinomios
ortogonales clasicos. En la recta real las familias clasicas de polinomios or-
togonales corresponden a los siguientes pesos:

» Jacobi: p(z) = (1 —2)*(1+2)%, «o,B>-1, z€[-1,1].

(e}

» Laguerre: p(z) = 2% ", a> -1, x€[0,00).

= Hermite: p(z) = e, z€R.

El enfoque de este capitulo se hace a partir de la ecuacion diferencial
hipergeométrica que van a cumplir las familias clasicas. Se establecera la
férmula de Rodrigues, se deduciran las 3 familias clésicas en el eje real y se
probaran diferentes resultados que caracterizan a estas familias clasicas.

Finalmente para cada familia, se dan algunas de sus propiedades basicas
tales como: representacion hipergeométrica, ecuacién diferencial hipergeomé-
trica, relacion de recurrencia a 3 términos, formula de Rodrigues, etc. Algunos
resultados asintéticos, en especial, formulas de Mehler-Heine también seran
incluidos pues son necesarios en el capitulo 5. Las demostraciones del capitulo
2y 3 se presentan de forma detallada.

El capitulo 4 es una breve introduccién a polinomios ortogonales de
Sobolev. Los productos ortogonales tipo Sobolev son productos no estandar
pues no se verifica que (zf,g) = (f,zg). En nuestro caso, esto ocurre al
aparecer derivadas en el producto escalar. A grandes rasgos, hay dos tipos
de productos escalares de Sobolev, el continuo y el discreto.

Presentamos algunos resultados basicos de esta teoria y otros como mo-
tivacién del capitulo 5.

En el capitulo 5 es donde se recogen las aportaciones originales de este
TFM y que han sido publicadas en [20]. Como se ha dicho al principio, se
considera el producto escalar (1.1) y el objetivo fundamental es establecer
la asintética tipo Mehler-Heine de los polinomios ortogonales con respecto a



(1.1) que fue conjeturada en [9]. Dicho resultado es establecido en el Teorema
5.1. Como una consecuencia de este teorema se obtiene la asintética de los
ceros, estableciendo relaciones limite entre los ceros de estos polinomios y los
ceros de combinaciones de funciones de Bessel de primera especie. El papel
que juega la sucesion (M,), en esta asintética también queda establecido.
Finalmente, los resultados del capitulo son ilustrados numéricamente.



1. INTRODUCCION



2

Teoria basica de polinomios
ortogonales

En este capitulo vamos a estudiar algunas propiedades basicas y comunes
a todas las familias de polinomios ortogonales estandar. Este material nos
sera muy util a lo largo de este trabajo. El enfoque de este capitulo puede
hacerse de diversas formas. La elegida para el desarrollo de este capitulo
es la construccién de sucesiones de polinomios ortogonales con respecto a
un funcional lineal. Existe mucha literatura sobre polinomios ortogonales y
algunas referencias son [4], [10], [13], [14], [30], [31], [35], [36], etc.

2.1. Ortogonalidad

Sea p una funcién no decreciente en (a,b), no constante en (a,b) y tal
que si el intervalo (a,b) es no acotado, o sea, si a = —oo, entonces el
lim, o pu(z) > —o0 y si b = oo, entonces lim, ., p(r) < oo. Diremos
que una funcién f pertenece al espacio Lfa, b] si

b
[ 1r@Pdnte) < oo,
Cuando p = 1 escribiremos simplemente f € L,[a, b].

Definicién 2.1 Se define el producto escalar de dos funciones f y g pertenecientes
a Li [a,b] como la integral de Stieltjes-Lebesque

(f.9) = / f(@)g(x)dp(x). (2.1)
5
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Definicion 2.2 Sea p una medida, diremos que dos funciones f y g son
ortogonales respecto a la distribucion dy si

(f,9)=0. (2.2)

Si p1 es absolutamente continua en el intervalo (a,b), es decir, du(x) =
p(x)dz, el producto escalar (2.1) se puede reescribir como la integral de
Stieltjes-Lebesgue

(f.9) = / f(2)g(z)pla)d, (2.3)

donde p es una funcién medible no negativa y donde 0 < f; p(x)dr < co. A
la funcion p la llamaremos funcién peso.

Para finalizar la seccién, si consideramos el espacio vectorial Li(a, b), y
el producto escalar definido en (2.1) entonces diremos que la norma de un
vector viene dada por la expresion || f|| = /(f, f). Si ||f]| = 0 diremos que

f es el vector nulo y si || f|| = 1 diremos que f es un vector ortonormal.

2.2. Funcionales lineales

En esta seccion estudiaremos propiedades generales de funcionales lineales
asociados a una medida.

Definicion 2.3 Un funcional lineal asociado a una medida p viene determi-
nado por una aplicacion

oLl € L= [ f)duta),

satisfaciendo que

Llaf + bg] = aL[f] + bL]g],

para cualesquiera constastes a, b € C y las funciones f y g € L,[a,b)].

La propiedad de ortogonalidad (2.2) se puede reescribir en estos terminos
como L[f-g] =0 con fy g dos funciones pertenecientes a L, [a,b].

Se denota por PP al espacio vectorial de los polinomios y por PP, al espacio
de los polinomios de grado menor o igual que n.

A continuacién daremos la definicién de sucesién de polinomios ortogo-
nales.
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Definicién 2.4 Dada una sucesion de polinomios (Py,),, diremos que es una
sucesion de polinomios ortogonales (SPO) con respecto a L si se cumple que:

1. P, es un polinomio de grado n,
2. LIP,P,] =0, m#mn, paran,m=0,1,2,...,

3. L[P?] #0, para todon =0,1,2,....

Destacar que en el caso du(x) = p(x)dz, siendo p una funcién peso en
(a,b), la tercera condicién es inmediata. Ademds se cumple que £[P?] > 0.
Por otra parte, si L[P?] =1 se dice que la sucesién es ortonormal.

Teorema 2.1 Sea £ un funcional lineal y (P,), una sucesién de polinomios
tal que gr(P,) = n. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) (P,), es una SPO respecto a L.

2) LlgP,] =0, para todo polinomio q de grado m < n,
L[gP,] # 0 si q es un polinomio de grado n.

3) Lz"P,(x)] = Kyonm, donde K,, # 0, m = 0,1,....,n y dpm €s la
funcion delta de Kronecker.

Demostraciéon: 1) = 2). Como P, es un polinomio de grado exacta-
mente n, el conjunto de polinomios {Fy, Py, ..., P,} es una base del espacio
IP,,, de los polinomios de grado a lo sumo m. Por lo tanto existen cg, ¢, ..., cn
con ¢, # 0, tales que

q(z) = Z cxPr(x).

Por la linealidad de £ y por la Definicién 2.4 se tiene que L[gP,] =
Yoo L[PePy) = >0 ik = 0, paratodom < n.Y param = n, L¢P,] =
e L[P?] # 0.

2) = 3) Es suficiente considerar ¢(x) = 2™ en 2).

3) = 1) Para probar esto es suficiente con tener en cuenta que P, es un
polinomio de grado exactamente m y se puede escribir en la base candnica
de P, como P, (z) =", cpr® con ¢, # 0. Vamos a analizar L[P,,P,] con
m # n. Entonces m < n 6 n < m. Por comodidad, tomamos m < n, el otro
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caso se probarfa de forma andloga. Ahora utilizando la linealidad de £ y 3)
se tiene

L[P.P,)] =L [Z cxzt P,
k=0

= chﬁ[kan] = chKnékm =0, m<n.
k=0 k=0

Para m = n,

P =L [Z exe" P,
k=0

= Z crL[z"P,] = ¢, L[z"P,] = c, K, # 0.
k=0

U

Teorema 2.2 Sea (P,), una SPO respecto a L. Entonces, para cualquier
polinomio q de grado n se tiene que

LqPy]
LR

q(x) = Z cxPe(z), donde ¢ =
k=0

A los coeficientes ¢, de este desarrollo se le denominan coeficientes de
Fourier de q en la base { Py, ..., P,} deP,. Por otra parte, cada polinomio
P, de la SPO estd determinado de manera unica, salvo un factor multiplica-
tivo.

Demostracién: Veamos que {F, ..., P,} son una base de P,. Para ello
sera suficiente ver que son linealmente independientes.
Sea apFPo(x) + -+ + o, P,(x) = 0, multiplicamos por el polinomio Py(x)
con k fijoy k € {0,...,n}, entonces
aoPo(2)Pp(x) 4+ - - + an Po(x) P(x) = 0.

Aplicando el funcional lineal £ a la expresién anterior

aoL[Po(z) Py(z)] + - -+ + an LFy () Pe(2)] = L[0]
=a,=0, con ke{0,...,n}

Por tanto, {Fp,...,P,} son base de P, y cualquier polinomio ¢ con
gr(q) = n se puede escribir como
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q(z) = Z cxPr(x).

Si multiplicamos por P; con j € {0,...,n} y aplicamos el funcional lineal
nos queda

Llgp;] = E[ZCkPkPj
k=0

k=0
P,
= ch[PjQ] = = %, con j=0,...,n.

J

Demostraremos ahora la unicidad, salvo factor multiplicativo, de los poli-
nomios P,. Supongamos que existe otro polinomio @),,, de grado exactamente
n, ortogonal a los polinomios Py, P, ..., P,_;. Entonces, L[ P.Q,] = 0 para
todo k < n, y por tanto, todos los coeficientes de Fourier de @),, son iguales
a cero excepto el coeficiente ¢, luego Q,, = ¢, P,(x). O

2.3. Relacion de recurrencia a 3 términos

Teorema 2.3 Sea (P,),, una sucesion de polinomios ortogonales con respecto
a un funcional lineal L. Entonces la SPO (P,), satisface una relacion de
recurrencia a tres términos de la forma

2P, (x) = a, Py (z) + BnPpo(x) + v P (). (2.4)

Generalmente se suele imponer que P_1(z) =0 y Py(x) =1, con lo que una
SPO queda determinada de forma unica conocidas las sucesiones (t)n, (Bn)n

) (Vn)n

Demostracion: Por el Teorema 2.2 el polinomio P, () es de grado n+1
y se puede desarrollar como

n+1

xP,(x) = chPk(x), k= M

LIF]
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Puesto que (P,), es una SPO, se tiene ¢, = 0 cuando 0 < k < n — 2. Por
tanto, se concluye que la SPO satisface una relacion de recurrencia a tres
términos de la forma

ZBPn(l’) = anPn-i-l(x) + ﬁnpn(x) + Vnpn—l(x)v
donde los coeficientes ay,, 8, v 7, se expresan mediante las férmulas

E[JUPnPnH]
LIPry]

T 0 R

oy =
0

Teorema 2.4 (Férmula de Christoffel-Darboux) Si (F,), es una suce-
sion de polinomios ortogonales que satisface la relacion de recurrencia a tres
términos. Entonces se cumple que

Ku(t,y) =Y Pm(ngm(y) _ %Pnﬂ(x)Pn(yi = 5n+1(y)Pn(:r)7

m

n>1,

m=0
donde d% = L[P?] es el cuadrado de la norma del n-ésimo polinomio ortogonal

P, respecto L.

Demostracién: Escribimos la relacion de recurrencia a tres términos de
(Py)n en las variables x e v,

me(x) = aum—i-l(x) + Bmpm(x> + ’Yum—l(x%

YPn(y) = n L1 (V) + B P (y) + Y Pr1(y),

donde los coeficientes «,, 5, y ¥, vienen determinados por (2.5). Multipli-
cando la primera ecuacién por P, (y), v la segunda por P,,(z) y restando se
tiene que

(=) Pn(2)Pu(y) = nPri1(2) Pn(y) + B Lo (2) Pu(y) + Yo P () P (y
- aumJrl(y)Pm(x) - ﬁmpm<y)P7n(x) - ’Yumfl(y)Pm(x
= 0 (Prni1 (%) P (y) — Py (y) Pra())

+ Y (Pr1(2) Pn(y) — Pr1(y) P ().
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Dividiendo por d?, se tiene que

(x — y)w = Ay — Ap1,
A = 5 (Poa (2) P (y) = P (4) Pr(2)).

Y para terminar solo hay que realizar " _(A,,—A;,—1) y tener en cuenta
que nos encontramos ante una suma telescopica, luego se anulan todos los
términos menos el término A,. Y con esto obtenemos el resultado buscado,
donde hemos asumido que P_;(z) = 0 en el término A_;.[]

Una vez vista la férmula de Christoffel-Darboux vamos a pasar a ver un
par de consecuencias directas del uso de esta formula.

Corolario 2.1 (Férmula confluente de Christoffel-Darboux)

- P2 (x) oy

Kn(‘%'?x) - d2 - d2

(Ply (1) Pal() = Pass(2)Py(2), 1> 1. (2.6)

m=0

Demostraciéon: Para demostrar el resultado solo hay que sumar y restar
P,+1(x)P,(z) y recordar que

- fl@) = fla) _
lim ———— = . 2.7
tim K= HD g (27)
Vamos a calcular el siguiente limite,
P P - P, P
lim K, (z,y) = lim (% n41(2) Pa(y) 1Y) "<$))
y— y—z \ d2 r—y
d? y—a r—y
+ Oy, 1 (Pn+1($)Pn(x) _Pn-i-l(y)Pn(I))
— I
d? y—a r—y
Qn . Pu(z) — Pa(y)
- _d_%P"H(x) o < r—y
Ol , Po1(z) — Py (y)
i d_%P”(Q:)@l/%( x—y
an,
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Proposicién 2.1 (Propiedad reproductora de los nicleos) Los poli-
nomios nucleos satisfacen la siguiente propiedad

Llp(x)Kn(z,y)] = ply), Vpx) € P,.

Demostracién: Por el Teorema 2.2 podemos escribir p(z) = > 7, ¢, P(x).
Entonces, tenemos

£[Yan)y OGS sm aBn) pip p, (0)

2
k=0 k=0 dm k=0 m=0 m
=Y aP(y) =ply). O
k=0

Definicién 2.5 Sea (a,b) un intervalo. Diremos que un funcional es definido
positivo en (a,b) si L[p] > 0 para cualquier polinomio p no negativo y no
idénticamente nulo en (a,b). Al mayor conjunto (a,b) tal que L sea definido
positivo en €l se le denomina soporte de L.

Para finalizar esta seccion veremos que los polinomios niicleos son solucién
de un problema extremal.

Teorema 2.5 Sea L un funcional definido positivo con soporte (a,b). Sea
IL, ={p e P,/p(zo) =1, x¢ € (a,b)}. Entonces,

min L[p*] = !

p€elly, Kn(afg, $0) ’
y se alcanza para pmm(r) = Ky(x,20) /K, (20, o).
Demostracién: Usando el Teorema 2.2 tenemos que p(x) se puede es-

cribir como p(z) = >}, cxPy(x)/dy. Ademds es claro que L[p?] = >}, c}
va que di = L[P?]. Usando que p(xq) = 1, tenemos que

1 =p(zg) = chPk(xo)/dk. (2.8)
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Si ahora elevamos al cuadrado la expresién (2.8) y usamos la desigualdad
de Cauchy-Schwarz tenemos:

(Z4) (&) -
Sd > (ZPEZ)) = (K (20, 20))”"

—_
IA

k=0 k=0

Claramente se tiene la igualdad si

Pk(xg) 1
= =
* dp K, (zo,20)
Ci _ PIS(LEU) ]. N

di KT%(I'(),.T(])
Z 2 _ 1 i P,?(xo) _ Kn(l‘o,xo) _ 1
Krzz(l"o,l’o) dz K,%(JJO,JIO) Kn(%,xo)’

k=0

donde hemos usado la férmula confluyente de Christoffel-Darboux dada en
el Corolario 2.1. Entonces,

B 1
;2%[2 L[p?] ;2%[1: Z_: ¢, = (Kn(zo,20)) ",
y el
" Py(w) Py( 330 Ky (x,0)
min = = iy
Pnin (%) ch dy, (o, o) Z Kn(ﬂfoyxo)

2.4. Propiedades generales de los ceros

En esta parte del capitulo vamos a hablar sobre algunos resultados ge-
nerales relativos a ceros de polinomios ortogonales.

Teorema 2.6 Sea (a,b) el soporte de L definido positivo y (P,), una SPO
respecto a L. Entonces:

1. Todos los ceros de P, son reales, simples y se encuentran en (a,b).
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2. P, y P,y1 no tienen ningin cero en comun.

3. Denotemos por x,; a los ceros del polinomio P, en orden creciente,
Tp1 < Tpo < ... < Tpp- Entonces Tpt1, < Tpyj < Tptlj+1, CON
j=1,...,n, es decir, los ceros de P, y P,.1 estan entrelazados.

Demostracién: Vamos a demostrar cada apartado.

1. Paran > 1, L[P,-1] = 0, ello indica que P, cambia de signo en (a,b).
Denotemos por x1,xo, ..., x; los ceros de P, de multiplicidad impar
que estan en el interior de (a,b) y sea p(x) = (x —x1)...(x — xx). Es
evidente que p(z)P,(x) > 0, en (a,b). Luego L[pP,] > 0, y por tanto
gr(p) = k > n. Pero k es el numero de ceros de P, por lo que k < n.
Con ello se concluye que k = n y por tanto los ceros de P, son simples,
reales y estan en (a,b).

2. Por reduccion al absurdo, supongamos que z es un cero de P, y P,.1.
Entonces evaluando en la relacién de recurrencia a tres términos (2.4)
tambien seria una raiz de P, _;. Si continuamos este proceso llegariamos
a decir que la raiz z( es una raiz de Py(x) = 1 y esto obviamente no es
posible.

3. Evaluando z,1; en (2.6) se obtiene que P (2y41,;)P0(Tns1) > 0

6 Pl (ny1)Po(2n41,;) < 0 en funciéon del signo de «,. Vamos a
considerar que P, (zn11,)Pp(2nt1,) > 0 por comodidad, ya que se
razonaria de forma andloga en el otro caso. Al ser x,11; ¥ Tni1,j41
dos ceros consecutivos del polinomio P,.;, por el teorema de Rolle
P, se anula al menos una vez en el interior del intervalo formado
PO Zpi1,; Y Tni1,j+1. Ahora bien, al ser los ceros de P, simples, los
signos de P 1 (2n41,7) ¥ Ppy1(Tng1,541) son no nulos y distintos por lo
que de la desigualdad obtenida se deduce que los signos de P,(z,41,5)
Y Po(Zn41,5+1) también son no nulos y distintos entre si. Luego, por el
teorema de Bolzano nos asegura que P, se anula al menos una vez en
dicho intervalo. Pero hay precisamente n intervalos, por lo tanto hay

un unico cero entre dos ceros consecutivos de P, .[]

Los ceros de los polinomios ortogonales juegan un papel importante en
las formulas de integracién numérica conocidas como férmulas de cuadratura
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gaussianas. El objetivo de una cuadratura gaussiana es calcular numérica-
mente una integral de la forma f; f(x)du(z), con f € L,(a,b). Se puede
aproximar de la forma:

[ 1wt ankf 7). (29)

buscando que esta sea exacta cuando f(x) sea un polinomio de grado a lo
sumo 2n—1, con n > 1. El tipo de férmulas (2.9) determinan las cuadraturas
gaussianas.

Para probar que existe una formula del tipo anterior vamos a definir un
polinomio Q,,(z) = 2/ P,(x), con j < ny P,(z) = (x —x1)...(x — z,), con
x; # xjsii# j. Asl Q € Py,_;. Sustituyendo @), en (2.9) obtenemos que

/me(x)d,u(x) :/ 2 P, ( Zx\nkmk ) =0, j<n. (2.10)

Esto implica que los polinomios P, son ortogonales respecto a la medida
i siendo xp con k= 1,2,...,n, sus ceros.

Por tanto, hemos obtenido el siguiente resultado

Teorema 2.7 Dada una medida jv en (a,b), existen ciertos nimeros (Ang)r_;,
tales que la formula de cuadratura

b n
/ g(x)dp(x) = Nuwqlrr), n>1, (2.11)
@ k=1

es exacta para cualquier polinomio q € Py, 1 de grado a lo sumo 2n — 1,
siendo los xp, k = 1,2,...,n los ceros del n-ésimo polinomio ortogonal con
respecto a dji.

Ya solo falta dar una expresion de los (A.x)f_;, v para ello sustitui-
mos el polinomio ¢(z) = P,(z)P,—1(x)/(x — x1) en (2.11) para cada k €
{1,2,...,n}. Con esta expresion de ¢(x) se tiene que
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Po(z) Py (z)

lim ¢(z) = lim
=T T—T) xr — Ty
r—x) T — Tp
— lim P,(z)P,—1(z) — Py(xy)Pyy(x) + 0
) T — Ty,
=g 2@ =B
z—xy, T — Ty
= Pl(x)Pu1(z). (2.12)
Ademéds también se tiene que si P,(z) = a,z™ + ..., entonces 51—%3 =

ap/an-_1P1(2) + ¢un_o(x), donde gr(g, 2) <n —2.
En primer lugar vamos a calcular la siguiente integral

/ab P"_(I)Pn_l(x)dﬂ(x) _ /j( I p, () +qn_2(x)> P,y (z)dp(x)

T — n-1

- /a " an P2 (z)dp(x) + /a an_l(w)qn_zdu(x)

donde hemos usado las férmulas ([4, f. (2.8)]) donde nos dicen que «,, =
an/ani1, la ortogonalidad de P,_; y la definicién de d,,.
Entonces, aplicando (2.11) al polinomio g(x) se obtiene usando (2.12)

[awn) = [ b @ = Y Aty

Tr — T
= Aq(xr) = AP (21) Pt ().

Despejando A\, tenemos

! b Pu()
M = . ]
' P! (xg)Pr_1(xy) /a T — 2 1(z)dp(z)
O‘;i1di_1 1

Pl(x1)Po_1(7g)  Kpi(zp, 1)
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En la segunda igualdad hemos utilizado el valor de la integral anterior y en
la ultima igualdad la férmula confluente de Christoffel-Darboux.

Los ntimeros \,,;, son conocidas como constantes de Christoffel. Para mas
informacién sobre férmulas de cuadratura gaussianas se puede consultar [13]
y también [25].

2.5. Series de Fourier de polinomios ortogo-
nales

Las series de Fourier son muy importantes en diversas aplicaciones. Por
ello en este apartado vamos a considerar brevemente las series de Fourier
de polinomios ortogonales en el espacio Li [a, b], es decir, trabajaremos en el
espacio de las funciones f tales que

A2 = / (@) Pdp(z) < oo,

Consideraremos el desarrollo de cualquier funcién f € Li [a,b] en la corres-
pondiente serie de Fourier de polinomios ortonormales, es decir, el desarrollo
de la forma

fla) = S (o). o= [ F@pa)dnto). lpall =1

Los coeficientes a,, del desarrollo anterior se denominan coeficientes de
Fourier de la funcién f. Se denotara por s,(z) a la suma parcial de la serie
anterior,

sp(x) = Z agpr(x).

Teorema 2.8 Sea P, el espacio de los polinomios de grado menor o igual
que n. Entonces el mingep, ||f — q||* = || f||* — Dor_p @i y se alcanza cuando

q(r) = sp(2).
Demostraciéon: Sea g € P,,. Entonces por el Teorema 2.2 tenemos que
q(r) = ZZZO ckpr(x) y por tanto,

(¢,9) = (Z ckpr(), ) cmpm(zv)> =Y
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(f7 q) = (Z akpk(x)’ Z cmpm($)> = Z apCr-
k=0 m=0 k=0
Luego,
If —dll* = [IfII”=2(f,q) +llal]”

= AP =2> awer+ Y ¢
k=0 k=0

n n
= fIP+ D (ax—e)’ = a.
k=0 k=0

Por tanto, || f—q||* > || f]|*—>__, @i Luego el minimo de la norma || f —
q||* sobre el espacio de los polinomios P, es || f[|* = >_}_, ai que corresponde
al caso cuando ¢, = aj para k = 0,1,...,n, es decir cuando ¢(z) = s,(z),
tal y como se queria demostrar. [

Este teorema se puede reformular como:
Teorema 2.9 Dada una funcion de Li[a, bl, la mejor aproximacion de f
mediante una serie de polinomios es aquella correspondiente a los polinomios

ortogonales respecto a dy.

Una consecuencia del teorema anterior es la desigualdad de Bessel

n (o]
Soap <|IFIP = ax < IIfIP
k=0 k=0

de donde se deduce también que lim,,_,, a,, = 0.
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Polinomios ortogonales clasicos
en la recta real

Una vez visto una introduccion a la teoria general de polinomios orto-
gonales vamos a centrarnos en estudiar propiedades que satisfacen los deno-
minados polinomios ortogonales clésicos. Las familias clasicas como veremos
son las familias de Jacobi, Laguerre y Hermite. Se prestara especial atencion
a las propiedades de los polinomios de Laguerre ya que nuestro objetivo es
estudiar en el 1dltimo capitulo de esta memoria un caso particular de poli-
nomios tipo Laguerre, ortogonales con respecto a un producto escalar tipo
Sobolev. En general, en este capitulo seguiremos las referencias [4] y [35].

3.1. Ecuacién diferencial hipergeométrica y
formula de Rodrigues

En esta seccion vamos a comenzar estudiando la ecuacién diferencial que
satisfacen los polinomios ortogonales clasicos. Estos verifican que

o(x)y" +71(x)y + Ay =0, (3.1)

donde ¢ y 7 son polinomios de grados a lo sumo 2 y 1, respectivamente, y
A # 0 no depende de x. Esta ecuacién usualmente se denomina ecuacion
diferencial hipergeométrica, pues esta ecuaciéon tiene la propiedad de la hiper-
geometricidad, que consiste en que si y es solucién de (3.1) entonces su m-
ésimas derivadas, que denotaremos por y™ = y,,, satisfacen una ecuacién
diferencial de la forma

19
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o ()Y, + T (€)Y, + HnYm = 0, (3.2)

con

Tm(z) = 7(x) 4+ mo'(x),

7(x) = N\, + m7'(x) + m(m — 1)0/,5@.

=0

Este resultado se puede probar usando induccién (ver [4]).
Las ecuaciones (3.1) y (3.2) pueden escribirse en forma simétrica o au-
toadjunta:

[o(@)p(x)y'] + Ap(x)y =0,  [0(2)pm (@) Yp)" + tonpm (@)Y =0, (3.3)

donde p y p,,, son funciones de simetrizacién que satisfacen las ecuaciones
diferenciales de Pearson:

[o(x)p(@)] = 7(x)p(x),  [o(x)pm ()] = Ton(2) pm(2). (3.4)

Entonces de (3.4) tenemos, por una parte que

J(x)  7(x) = o'(a)
o0 = o (35)
y por otra
(0(@)pm(@) = (r(x) +mo’(@))pm(x) =
) _ @ —d@)  mo'e) ) o)
oe) — o) o) o) o)

donde en la tltima igualdad se ha usado (3.5).
Integrando obtenemos p,,(x) = Co™(z)p(z), y normalizando con C' = 1
se tiene que

pm(x) = o™ (2)p(x). (3.6)

Las ecuaciones (3.3) junto con (3.6) nos van a ayudar a establecer el
siguiente resultado.
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Teorema 3.1 (Férmula de Rodrigues) Las soluciones polindmicas de (3.2)
se expresan mediante la formula

A B dvm
(m) _ I nmn
P(w) = 2 (onl®)). (3.7)
donde B,, = P}L”)/Am, Y
A —=—ﬁL—TT[%>+1<+k—w'%n
nm—(n_m)!konCC 27’L o \T)]|.

Ademds, el autovalor p,, de (3.2) es
/ 1 "
o = (M) = (0 =)&) + L+ m— )’ (2)].

Demostracion: Para demostrar el teorema vamos a escribir la ecuacién
autoadjunta (3.4) para las derivadas como

1 1
P (L) Ym = —M—(U(l’)Pm(x)yin) = ——[pm+1(2)Ym11],
donde hemos usado (3.6).
Por tanto,
@ = — (@) =~ (ps2(@)pr2)’
m\L)Ym = —(Pm T)Ym = m T )Ym
P Y Lo Pm+1\T)Ym+1 Lo fhin Pm+2\T)Ym+2
1 -1 -1 .
= — . (pu(z)y,) ™.

Hom m4-1 ‘ Hn—1
Notando

J—1
Ay = (17 [T i), G >0,
k=0
AnO - 17
la anterior expresion se reescribe como

Anm qn—m
A,y dzn—m

P ()Y = (P (T)Yn)- (3.8)
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Como buscamos soluciones polinomicas, y = P,,, tenemos que Pé") es una
constante, y (3.8) se convierte en

A dnfm
(m) — nm (n)
) P (@) = S (P 1)
A dn—m
(m) — _mm  pn)
= P(a) = s PO ) (),

Usando de nuevo que P (x) es una constante, entonces de la ecuacién
diferencial que satisface se deduce que pi,, = i, (A,) = 0. Esto implica que

A + 7' (z) +n(n — 1)0”590) =0=
Ao = —n7'(z) — n(n — 1)“";9”) (3.9)
Asi,
w(A) = —nt'(z) — —n(nQ— 1)0”(56) + k7'(z) + —k(k; 1>a”(x)
= - W)+ TR o), (3.10)

Sustituyendo este valor en la expresién de A,,; para j > 1 se tiene que
Jj—1 Jj—1
Ay = (0 ] o = (=17 ] 1)
k=0 k=0
j—1
: : kE—1
= - 8 (P + o)

_ #'j)lili (T'(x) + %Ha”(w)) .

P (x)

Por tanto, notando B, = , obviamente independiente de la va-

. . nn
riable x, se tiene

 ApnB, dvm
a pm(z) dzn=m

P () (Pn(2)).
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como queriamos demostrar. [

Nota: En la demostracién hemos usado que f1;(\,) # 0O paraj =0,1,...,n—
1. De las expresiones (3.9) y (3.10) se deduce que esto equivale a suponer que
Ap # 0 paran=0,1,...

La férmula de Rodrigues es muy importante y tiene muchas consecuencias
en la estructura de los polinomios ortogonales. Por ejemplo, una consecuencia
directa de la férmula de Rodrigues es que 7(z) debe de ser un polinomio de
grado 1 exactamente. Si calculamos el polinomio de grado 1 y utilizamos la
formula de Rodrigues obtenemos que

Ay By
Pi(x) = ——(pi(2)) = —
po(x)

y por tanto se cumple lo dicho anteriormente.
Por otra parte, si en el anterior resultado tomamos m = 0 se obtiene

Pu(z) = 2 0 () pla)),

p(x) dzn
conocida como la férmula de Rodrigues para los polinomios ortogonales.

By

= mT(%)p(w) = Bi7(x),

3.2. Polinomios ortogonales clasicos y teore-
mas de caracterizacion

Veamos ciertos teoremas y definiciones que caractizan a las familias de
polinomios ortogonales clasicos. A partir de estas caracterizaciones deducire-
mos cada una de las familias clasicas y para cada una de estas familias ve-
remos algunas de sus propiedades fundamentales.

Definicién 3.1 Sea una sucesion de polinomios ortogonales (P,),. Se dice
que (P,), es una sucesion de polinomios ortogonales cldsica si la sucesion de
sus derivadas (P!), es ortogonal.

Otra definicion, que veremos es equivalente, es

Definicion 3.2 Sea o y 1 dos polinomios de grado a lo sumo 2 y exactamente
1, respectivamente, con ceros reales y distintos y sea p una funcion tal que

/ab 2*p(x)da

< 400,
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donde (a,b) es cierto intervalo de la recta real tal que p(x) > 0, = € (a,b).
Diremos que una familia de polinomios ortogonales (P,), es cldsica si es
ortogonal respecto a la funcion p solucion de la ecuacion anterior.

Teniendo en cuenta que hemos probado que 7(z) es un polinomio de
grado exactamente 1, es decir, 7(x) = Az + B, entonces tenemos tres posibi-
lidades, salvo factores multiplicativos, segin los tres grados que puede tomar
el polinomio o(z):

(x —a)(b— x),x € [a,b]. Haciendo el cambio

1. Grado 2: = o(x) =
a + b)/2 obtenemos:

r=(b—a)/2t+ (
o(t) = (b;a> (1-13), te[-1,1).

Sin factor multiplicativo, podemos tomar o(t) =1 — 12, t € [-1,1].

2. Grado 1: o(x) =2 —a, x € [a,00). Con el cambio lineal z =a —tA
y sin factores multiplicativos tenemos o(t) = ¢, t € [0, 400).

3. Grado 0: o(z) =1,z € R.

CASO 1: Después de los cambios de variable y salvo factores multiplica-
tivos tenemos que 7(r) = Ar + By o(z) =1— 2% z € [-1,1].

Si partimos de la ecuacién diferencial de Pearson (3.4), tenemos que des-
pejar p para conocer respecto que medida.

(o(x)p(x))" = 7(z)p(x)
)P (x) = 7(z)p(x)
)P( ) =

v) = (7(x) ~ o' ()pla)
@) 7l — o)
o) 77)
log(p() = [ T8 de ~ logloa)
log(o(x)p(x)) = /;z)dx (3.11)

Por tanto sera integrable cuando f %dzx lo sea, y para este primer caso
tenemos que
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@) e [ At B AT -2 B (14
/mdx_/(l—m)(l—f—m)d 5 log(1—x) 5 log(14x)+C

y despejando p(x)
p(z) = Cy(1 — )" AR g gy=(A=B)2=1 ) >,

y si definimos « = —(A+ B)/2 -1y = —(A— B)/2 — 1 tenemos que, sin
considerar factores multiplicativos en el peso, la familia esta generada por

o(r) = 1—2°

T(x) = —(a+8+2)z+5—a,
plz) = (1—2)*Q+4+2)%, con a,f>—1,

para que el peso sea integrable.
Estas funciones daran lugar a los polinomios clasicos de JACOBI.

CASO 2: Después de los cambios de variables realizados anteriormente,
y procediendo como en el caso 1 desde la ecuacién de Pearson, obtenemos
(3.11) y ahora

/de:/_$+cdx:—x—i—Clog(m)—i—D:

o(x) x

= xp(x) = Die “2% = p(x) = Die 2.

Y realizando el cambio @ = C' — 1 y sin considerar factores multiplicativos
en el peso, obtenemos:

o(z) = =,
T(x) = —r+a+1,
plz) = z% ™ con a>-—1,

para que el peso sea integrable. Estas funciones son las que nos dan la familia
clasica de LAGUERRE.
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CASO 3: Razonamos como en los casos anteriores:

/ () dx = /—Zxdx = 2?4+ E=p(x)=Ee™, E >0.
o(z)

Por tanto,
olx) = 1,
() = -2,
plz) = e

Estas funciones son las que nos dan la familia cldsica de HERMITE.

Es importante observar que las tres familias clasicas anteriores verifican:

lim 2*o (x)p(x) = ilg}) 2*o(x)p(x) =0, (3.12)

Tr—a
donde (a, b) es el soporte de p(x).
Proposicién 3.1 Si (P,), es una familia cldsica de polinomios ortogonales

segun la Definicion 3.2, entonces la sucesion (P!), es una familia de poli-
nomios ortogonales respecto al peso o(x)p(x).

Demostracién: Como la familia (P,), es ortogonal tenemos para todo
k<n

= Rt @@t~ [ (Rula)et ool

donde hemos usado la ecuacién de Pearson dada en (3.4), que el grado de 7
es 1 e integracién por partes. Si ahora usamos la condicién (3.12) tenemos
que

0= / P! (2)a* (o (x)p(z))dz + (k — 1)/ Py (2)2* 20 (2)p(x)dz, k < n.

Usando la ortogonalidad de (P,), tenemos que la tltima integral se anula
y por tanto,

/ P (z)2" (o(z)p(z))dz =0, k <n.

a

Asi (P!), es una sucesién de polinomios ortogonales respecto a o(z)p(x). O
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Corolario 3.1 Si (P,), es una sucesion de polinomios ortogonales (SPO)
cldsica entonces (P), también es una SPO cldsica.

Demostracién: Por la Proposicién 3.1 (P)), es ortogonal respecto a
p1 = o(z)p(x). Ademas,

(o(x)pi(2)) = o

I
—~
S
—~
s
N~—
+
q
8
N—
2
8
N—
<
—~
8
SN—

con gr(m) =1 0O

Este corolario se puede generalizar de la siguiente forma

Corolario 3.2 Si (P,), es una SPO cldsica entonces (P,Ek))n también es una
SPO cldsica con respecto a la funcién peso py(z) = o*(z)p(x) que es solucion
de la ecuacion de Pearson

(o(2)pr(2)) = Te()pr(z),  7rlw) = 7(2) + ko'(x).

Demostracion: La demostracion de este resultado la vamos a realizar
por induccion sobre k. Por el Colorario 3.1 es cierto para k = 1. Supongamos
cierto para k — 1 y veamoslo para k.

pP (x) = (Pék_l))’ luego aplicando el Corolario 3.1 se tiene que P{" es
ortogonal con respecto a

o(2)pr-1(x) = o(@)o* (@) pl) = o (@)plr) = pu(a).

Ademads, por hipétesis de induccion tenemos que

pe1(@) = o @)ple)  (0(@)prr(2)) = T (@)pr (1),
con 7_1(z) = 7(x) + (k — 1)o’(z).
Entonces (Nota: para simplificar las expresiones vamos a eliminar la de-
pendencia de la variable x):
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(opr) = o'pr+op),=0'0"p+o(c*p)
= d'o*p+o(op)
= o'cp+oTipi
= O'/O'kp—l—O'(T-i-( DoYo*p
= dofp+ratp+ (k-
= pot(od' +7+ (k—1)o
= pp(T +ko')

= PkTk-

)
)

OJ

Proposicién 3.2 Si (P,), es una SPO cldsica entonces (P,), es solucion
de la ecuacion diferencial de sequndo orden

o(z)P)(z) + 7(x)P.(x) + \yPo(2) =0, X\, =-—n(r(z)+ (n—1)d"(x)/2).
(3.13)

Demostracién: Como (P,),, es una SPO clésica entonces por el Colorario
3.1 sus derivadas son también clasicas y ademas para k < n intengrando por
partes y haciendo uso de la condicién (3.12)

0 = / P!(2)(2") (o(2)ple))di = — / (P ()0 (x)p(x))da
— [ #Ho@Pi@) + @) Pie)ple)da.

Por el Teorema 2.2 sabemos que el polinomio P, es tinico salvo constante
multiplicativa, entonces o(x)P) (x)+7(z) P, () = =\, P,. Queda determinar
—Ap. Si Py (z) = aya™ + ..., y recordando que o(x) y 7(z) son polinomios
de grado 2 y 1 respectivamente tenemos que

o(r) = ax —|—bx+c:>a() a =

() = de+ f=1'(x)=d,
P'(z) = amnn—1)s""2+...
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Identificando coeficientes lideres en o(x) P! (z) 4+ 7(z) P.(x) = —\, P, se tiene
que aa,n(n — 1) + dna, = —\,a,. Simplificando a,, y realizando los cambios
oportunos tenemos que #n(n —1)+7'(z)n = —\,, de donde se obtiene el

valor de \,,. OJ

Corolario 3.3 Si (P,), es una SPO cldsica entonces (P,&’“))n es solucion de
la ecuacion diferencial lineal de seqgundo orden

o(2) (P ()" + mi(2) (PP (@) + pe P () =

0, (3.14)
donde i, = Ay + k7' (2) + 3k(k — 1)o”"(z), m(2) = 7(2x) + ko'(z).

Demostracién: Vamos a demostrar el resultado por induccién. Para
k = 0 claramente el resultado es cierto por la Proposicién 3.2.

Para k = 1, por el Colorario 3.1 la sucesién (P)), es clasica respecto
al peso pi(z) = o(z)p(x) y verificando la ecuacién diferencial de Pearson
(o(x)p1(z)) = m(x)pi(x) con 1 (x) = o(x) + 7(x). Entonces aplicando la
Proposicion 3.2 tenemos que el resultado es cierto para k = 1.

Supongamos cierto para k y veamos que pasa para k + 1. (Nota: para
simplificar la notacién voy a eliminar la dependencia de la variable x.)
Por hipétesis de induccion tenemos que

o(PF)" + 7 (P®) + i P = 0. (3.15)

Ahora teniendo en cuenta que

1
Pkt = Ao+ (B+ 17"+ 5k:(/lc +1)o”, (3.16)
o1 = T+ (k+1)0, (3.17)
p. = 0 (o y 7 son polinomios de grado 2 y 1, resp.), (3.18)
7. = T +ko. (3.19)

Derivando en (3.15) se tiene

o (BO)" + (P + 7 (P) + 7u(P)" + i P + pan(PP) = 0.

Simplificando nos queda
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o (PN 4 (o) + 7)) (PEDY + (1), + pie) PEFTD = 0.

Teniendo en cuenta las expresiones (3.16) - (3.19)

o'+1 = o+T+ke =7+ (k+1)0" = 14,
1
Tt ke = T’+ka”+)\n—|—k7’—|—§k‘(k—1)0”

1
= )\'n, + (k + 1>T/ + U”ék(k + 1> = Mn,k-‘rl)

lo cual prueba (3.14). O

Como hemos visto al principio del capitulo, de la ecuacién (3.14) se deduce
la formula de Rodrigues (3.7)

P,(x) = %%(Un(x)p(x)), n=0,1,..., (3.20)

donde p(x) es la solucién de la correspondiente ecuacién de Pearson.
De (3.20), como ya vimos al principio del capitulo, se deduce la ecuacién
de Pearson, basta tomar n =1,

Pi(z) = ——(0(2)p(x))' = (0(2)p(2))" = p(x) By ' Pi(z) = 7(x)p(2),

con gr(7(x)) = 1. Por tanto se tiene de forma inmediata el siguiente resulta-
do.

Proposicién 3.3 Si una SPO (P,), se expresa mediante la formula de Ro-
drigues (3.20), entonces (P,), es una SPO cldsica.

En conclusién, tenemos el siguiente teorema de caracterizacion.

Teorema 3.2 Los siquientes enunciados son equivalentes:
1. (P,), es una SPO cldsica segun la Definicion 3.2.

2. (Py)n es una SPO y la sucesion de sus deriwadas (P,), también es una

SPO.
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3. (Pp)n es una SPO y la sucesion de sus k-ésimas derivadas (Pn);k) tam-
bién es una SPO.

4. (Py)n es solucion de la ecuacion diferencial de tipo hipergeométrico

o(z)P)(x) + 7(x)P.(x) + N\, P, (z) = 0.

5. (P)n se expresa mediante la formula de Rodrigues

B, v
p(x) dxm

Pu(z) = (0" (x)p(x)).

Una vez caracterizadas las SPO clasicas y establecidas las tres posibili-
dades sobre el eje real:

= SPO de Jacobi en [—1,1]
» SPO de Laguerre en [0, c0)

= SPO de Hermite en R,

vamos a pasar a mostrar algunas de sus propiedades basicas para cada una
de estas tres familias.

3.3. Los polinomios de Jacobi

Los polinomios de Jacobi vienen dados por el primer caso de los consi-
derados anteriormente. Este caso se da cuando en la ecuacion diferencial que
satisfacen el polinomio o(z) es de grado 2. En este caso, como se vio en la
seccién anterior, la funcién peso que se obtiene es p(z) = (1 — 2)%(1 + x)?
cona>—1,8>—1.

Denotaremos a los polinomios ortogonales de Jacobi por P,gaﬂ ) (x), con la
estandarizacion dada en [35, f. (4.21.6)], es decir,

'n+a+p+1)
plab) — n
n @) 27T (n+1DI'(n+a+ B+ 1):6 *

Ortogonalidad
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Los polinomios de Jacobi son ortogonales con respecto al producto escalar
en [—1,1]

(f.9) = /_lf(»T)g(x)(l —2)*(1 + 2)Pdx, o, > —1.

Representacion hipergeométrica
Una funcién hipergeométrica generalizada ,F, se define como

oo

(a1)k(ag)y - - (ap)g 2
F,lay,as,...,a,;b1,b9,...,04]7) = -,
vFalar az pob o) ; (01)(b2) - - - (by)i K!

donde (a)y representa el simbolo de Pochhammer definido por
(a)y =ala+1)(a+2)-(a+k—1).
De esta forma, los polinomios de Jacobi se expresan como ([35, (f. 4.21.2)])

F'n+a+1)
a4+ DI'(n+1)

P a) =

11—
o F (—n,n—i—a+ﬁ+1;a+1| 5 )

Ecuacion diferencial hipergeométrica

Cono(x)=1-2% 71(x)=p—a—(a+B+2)zy N\, =nn+a+p+1),
([35, f. (4.2.1)])

1—=2)y" +(B—a—(a+B+2)z)y +nn+a+p+1)y=0.
Derivada
Ver ([35, f. (4.21.7)]),
(PP @)) = g(n+ o+ 5+ VP (a),

Férmula de Rodrigues
La férmula de Rodrigues de los polinomios de Jacobi es ([35, f. (4.3.1)]):
(_1>n dn

PP (@) = 2rnl(1 — z)2 (1 + z)P dx"((l — ) (1 4 z)Pt)
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Relacion de recurrencia a tres términos
Como ya sabemos por el capitulo 2, una SPO satisface la relacién de
recurrencia (2.4). Para los polinomios de Jacobi tenemos ([35, f. (4.5.1)])

2+ 1)(n+a+p+1)

W T GntatBrD@ntatfr2)
B2 — a2

bu = 2n+a+B+2)2n+a+p)’

N 2(n+ a)(n+ B)

Cn+a+B)Cn+a+pB+1)
Por tanto, la relacion de recurrencia queda

2(n+1)(n+0z+5+1) (a,8)
2n+a+B+1)2n+a+p+2) "
B —a? pless)
Cn+a+p+2)2n+a+p) " (=)
2(n+a)(n + ) (o,8)
2n+a+B)2n+a+p+1) !

:UP,EO"E ) (x) =

()

(x), n>2.

Con P*(z) =1y P*P(z) = Ha+B+2)z+1(a—p).
Valores en los extremos
Por [35, f. (4.1.1)]
F'n+a+1)
o+ 1)I(n+1)
Teniendo en cuenta la identidad [35, f. (4.1.3)]

P =

P (x) = (1) PP (—a),
entonces,

n L(nt+a+1)
G_)Ha+nﬂn+n'

PP (1) =

Cuadrado de la norma
Ver ([35, f. (4.3.3)]),
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1P (@)]]? = /I(Pé‘“’m(x))Z(l—x)“(1+fﬂ)ﬂdﬂf

2008+ Tn+a+ 1)I'(n+ B+ 1)
n+a++1Tn+D)In+a+5+1)

Casos particulares
Destacar varios casos importes como son los polinomios de Legendre,
Chebyshev y Gegenbauer.

1. Polinomios de Legendre ([35, p. 60]) Ln(z) = PV (x).

2. Polinomios de Chebyshev de primera especie, denotados por T,,(z) ([35,
f. (4.1.7)])

(2n)!! 19
T.(z) = (2n—_1>up7(b 1/2, 1/2)(30)7

donde a!! denota el doble factorial definido como

all — a-(a—2)-...1, aimpar;
T ) a(a—2)-...2, apar.

3. Polinomios de Chebyshev de segunda especie, denotados por U, () ([35,

f. (4.1.7
(4.1.7)]) 120+ 21 L)
U, () = §mPn ().

4. Los polinomios de Gegenbauer, denotados por Gi(z) con A > —1/2
([35, f. (4.7.1)])

A+1/2)  T(n+2)) pO-1/22-1/2)

aoy L
@) = ey Tmragr i/

().

3.3.1. Asintdtica

Puesto que el objetivo de este TFM es estudiar en el capitulo 5 una
asintotica determinada para una familia de polinomios ortogonales no estandar,
introducimos aqui el resultado correspondiente para polinomios de Jacobi.

El resultado es conocido como féormula de Mehler-Heine para los poli-
nomios de Jacobi y determina una asintética local, que en el caso Jacobi es
alrededor del punto x = 1.
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Teorema 3.3 (/35, Th. 8.1.1]) Sean o, B > —1, entonces

lfm n~®Pd (cos (%)) — (2/2)"Jo(z),

n—o0

uniformemente en subconjuntos compactos de C, donde J,(x) denota la fun-
cion de Bessel de primera especie, es decir,

s (1)t T\ 2ita
@ =3 arar (5) (321)

Las funciones de Bessel verifican una gran variedad de propiedades. Para
nuestros propésitos nos sera especialmente 1til la siguiente:

Ta2VE) = S T GVE) = ~Josal2V) (3.22)

La asintética local dada en el Teorema 3.3 nos permite establecer rela-
ciones limite entre los ceros de los polinomios de Jacobi y los ceros de la
funcion de Bessel J,. Para poder establecer estas relaciones es necesario uti-
lizar un conocido teorema de Analisis Complejo, llamado Teorema de Hurwitz
([35, Th. 1.91.3])

Teorema 3.4 (Teorema de Hurwitz) Sea G C C un subconjunto, y su-
pongamos que existe una sucesion de funciones holomorfas f, que convergen
uniformemente en subconjuntos compactos de G a una funcion holomorfa f.
Si f no es idénticamente cero, entonces si x = a es un cero de f(x) de orden
k, existe un entorno de a (D(a,r) C G) y un natural ny de manera que para
cada n > ng, f, tiene exactamente k ceros en el disco D(a,r).

Usando los teoremas 3.3 y 3.4 se deduce el siguiente resultado ([35, Th.
8.1.2])

Corolario 3.4 Sean z,, > Tpa > ... > Xn, los ceros de P&P(x) en or-
den decreciente en el intervalo [—1,1] con o, f > —1. Si escribimos x,, =
cos(6,,,),0 < 0,, < 7 entonces para cada r fijo

lim nen,'r = Jayr;
n—00

donde jo, es el r-ésimo cero positivo de J,.
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3.4. Los polinomios de Laguerre

Los polinomios de Laguerre vienen dados por el segundo caso de los con-
siderados anteriormente. Este caso se da cuando en la ecuacién diferencial
que satisfacen el polinomio o(x) es de grado 1. En este caso, como se vio
anteriormente, la funcién peso que se obtiene es p(x) = 2% * con a > —1.

Denotaremos a los polinomios ortogonales de Laguerre por L&a) (x), con
la estandarizacién dada en [35, p. 101], es decir,

L(z) = (_nll)nx” +... (3.23)

Ortogonalidad
Los polinomios de Laguerre son ortogonales con respecto al producto
escalar en [0, 00)

(f,9) = /000 f(z)g(x)z®e  dx, o> —1.

Representacion hipergeométrica
Ver ([35, f. (5.3.3)]).

'n+a+1)
LY (z) = Fi(—n;a+ 1]z).
Ecuacion diferencial hipergeométrica

Cono(x) =z, 7(x)=a+l—-xy X, =n,([35 £ (5.1.2)])

zy" + (a+1—2)y +ny = 0.

Derivada
Para los polinomios de Laguerre se tiene, ([35, f. (5.1.14)]):

(L(@)) = —L V(@) (3.24)

n—1

Formula de Rodrigues
La férmula de Rodrigues de los polinomios de Laguerre es ([35, f. (5.1.5)]):

1 d"
nlz®e== dgm

L (x) = (e a"™®).

Relacién de recurrencia a tres términos
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Para los polinomios de Laguerre tenemos ([35, f. (5.1.10)])

a, = —(n+1),
b = 2n+a+1,
Tn = _(n+a)'

Por tanto, la relacién de recurrencia queda
2L (x) = (n+ D)LY (2) + 2n+ a+ DL (z) = (n+a) LY (), n>2,

con Li(z) =1y L\ (z) = -z + a+ 1.

Valores en los extremos
Ver [35, f. (5.1.7)]

I'n+a+1)

Li(0) = T(a+ D(n+1)

Cuadrado de la norma
Ver [35, f. (5.1.1)]

F'n+a+1)

@I = [ (L) e de = et

3.4.1. Asintotica

Para el desarrollo del capitulo 5 necesitaremos diferentes tipos de asintética
de los polinomios ortogonales de Laguerre. A continuacion, recopilamos di-
chos resultados.

En primer lugar la asintética fuerte exterior obtenida por Perron ([35,
Th. 8.22.3))

Teorema 3.5 Para cadan € N yx € C\[0,00) se tiene que

—1
1 1|2
Lgla)(x) _ §7T—1/2ea:/2(_x)—04/2—1/4”()4/2—1/462(—711‘)2 § Ck(x)n_k/z + O(n—p/2) ’
k=0

donde Cj(x) es independiente de n.
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Del teorema anterior se puede deducir la asintética del cociente de dife-
rentes familias de polinomios ortogonales de Laguerre.

N Aard (z) .
lim n(¢=/2 4k 20— ()2 0 eR, hkeZ, (3.25)
N—00 L(a+£) (l‘)
n+h

uniformemente en subconjuntos compactos de C\[0, o).
En el capitulo 5 usaremos especialmente la asintética Mehler-Heine de
estos polinomios.

Teorema 3.6 Sea oo > —1, entonces

lim n L) (z/n) = x7/*J,(2V/x) (3.26)

n—oo

uniformemente en subconjuntos compactos de C, donde J, denota la funcion
de Bessel definida en (3.21).

3.5. Los polinomios de Hermite

Los polinomios de Hermite son el iltimo caso de los vistos anteriormente,
cuando el grado de o(x) es 1. Para estos polinomios tenemos que son ortogo-
nales respecto la funcién peso p(z) = 6_952, con el intervalo de ortogonalidad
en todo R.

Estos polinomios de Hermite los denotaremos por H,(z) y estan definidos
como ([35, f. (5.5.4)])

H,(z)=2"2"+...
Ortogonalidad

Los polinomios de Hermite son ortogonales con respecto al producto es-
calar en R

(f,9) = /_oo f(x)g(x)e‘Ide.

Representacion hipergeométrica
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La representacion hipergeométrica de los polinomios de Hermite es ([16,
f. (18.5.13)]):

H,(x) = (22)" oFo(—

Ecuacion diferencial hipergeométrica
Para los polinomios de Hermite tenemos que ([35, f. (5.5.2)]) o(z) = 1,
T(x) = =22y A\, = 2n,

y" — 22y + 2ny = 0.

Derivada
Para los polinomios de Hermite tenemos que ([35, f. (5.5.10)]):

(H,(2)) =2nH, (z).

Formula de Rodrigues
La férmula de Rodrigues para los polinomios de Hermite es ([35, f. (5.5.3)]):
(=)™ d* o

—T

e~ dgn ¢

Hy () =

Relacién de Recurrencia a tres términos
Para los polinomios de Hermite tenemos ([35, f. (5.5.8)])

a, = 1/2,
Bn = 0,
Tn = M.

Por tanto, la relaciéon de recurrencia queda
1
xH,(z) = §Hn+1(:1:) +nH, 1(z), n>1,

con Ho(x) =1y Hy(z) = 2.

Valor en el 0
Ver [35, f. (5.5.5)]:
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Hgn(O) = (-1)"—, H2n+1(0) — O

Cuadrado de la norma
Ver [35, f. (5.5.1)]

)| = [ ()P = 2ty

—00

Relacion con los polinomios de Laguerre
Se tiene ([35, f. 5.6.1]):

-1

1
Honir(2) = (=122 01z L2 (22).
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Polinomios de ortogonalidad no
estandar: Polinomios
ortogonales de Sobolev

En los capitulos anteriores se ha tratado sobre las propiedades y las ca-
racteristicas de polinomios ortogonales con respecto a un producto escalar
estandar, es decir, un producto escalar (-,-) donde

(xf,9) = (f,z9),

siendo f,g son funciones que pertenecen al espacio prehilbertiano donde
esta definido el producto escalar.

Como ya se ha mencionado anteriormente, el objetivo de esta memoria
es estudiar ciertas propiedades de la sucesion de polinomios ortogonales con
respecto a un producto Laguerre-Sobolev, el cudl no va a ser un producto
estandar, es decir,

(xf,9) # (f,z9).

En este capitulo se va a hacer una muy breve introduccion a los polinomios
ortogonales de Sobolev para establecer un marco de referencia para el capitulo
5.

El tema es tratado con bastante mayor profundidad en los surveys [21],
[22], [24] v [27].

41
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4.1. Polinomios ortogonales de Sobolev

Un producto escalar de Sobolev sobre el espacio de polinomios, P, es,
esencialmente, un producto escalar que involucra a las derivadas de los poli-
nomios hasta un cierto orden. En las tdltimas décadas ha cobrado especial
importancia el producto escalar determinado por

(F9)s =Y [ 19(2)g® ), (4.1)

donde uy k =0,...,7 son medidas de Borel en el intervalo (a,b).
Como es usual la norma de una funcién queda definida como:

1
2

Lflls =V (f, [)s = (Z/ (f(k)(fl?))2dﬂk>

Claramente si j > 1 el producto escalar (4.1) no satisface la propiedad
(xf,g) = (f,xg) y por tanto, es un producto escalar no estandar.

Este tipo de productos escalares fue introducido por D.C. Lewis en [17]
buscando la mejor aproximacion simultanea a una funcién y a sus derivadas
hasta un orden determinado. Concretamente:

J b
pip 17 = Qlls =min 3 [117(2) — QU

En [13] podemos encontrar algunos resultados bésicos sobre polinomios
ortogonales de Sobolev.

Teorema 4.1 Si el producto interior (4.1) es definido positivo en P, en-
tonces existe una unica sucesion, que denotaremos por (Sy)n, de polinomios

ortogonales monicos de Sobolev.

Definicién 4.1 El producto escalar de Sobolev (4.1) es simétrico si cada
medida duy, es simétrica.

Teorema 4.2 Si el producto interior (4.1) es simétrico, entonces

Sn(—z) = (=1)"Sn(2).
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La teoria de polinomios ortogonales de Sobolev es una teoria joven y ain
no existen enfoques tan generales como los existentes para los polinomios
ortogonales estandar, si bien en los tltimos anos han ido apareciendo resul-
tados cada vez mas generales que involucran a medidas mas generales (ver
los surveys [22] y [24]).

Durante el desarrollo de este capitulo daremos una serie de resultados sin
demostracion, ya que la demostracién de algunos de esos resultados son muy
extensas y se escapa de nuestro objetivo, que es meramente introductorio.

Como ya se ha dicho anteriormente un producto escalar de Sobolev es un
producto escalar no estandar y por tanto, los polinomios ortogonales respecto
a este producto no satisfacen una relacion de recurrencia a tres términos. Sin
embargo, estos polinomios ortogonales monicos si satisfacen una relacion de
recurrencia de la forma (ver [13]):

Sn+1($) = I'Sn(llf) + Z ﬁn,ksnfk(x)a (42)
k=0
donde
(I‘Sn, Snfk)s
Bok=75——7—"- k=0,1,...,n; n=0,1,2,...
g (Snfkv Snfk)S
Si (4.1) es un producto escalar simétrico entonces S, = 0, k =
0,1,...,[%]

2
Si consideramos la matriz de Hessenberg de orden n (ver [13, Th. 1.7.7])

B0,0 Bl,l 52,2 Bn—?,n—Q Bn—l,n—l

1 51,0 ﬁQ,l s 57172,7173 anl,n72
Hn _ 0 1 B?,O . . Bn—?,n—4 671—%,71—3

0 0 0 cee BO,n72 ﬁnflmfl

o 0 0 .. 1 Bu-10

y S(z) = [So(x),...,S,_1(x)], entonces se puede probar (ver, [13, Th. 1.65])

Teorema 4.3 Los ceros de S, son los valores propios de H, y S(x;) es el
vector propio a la izquierda asociado al valor propio x;.

Es importante observar que los valores propios de H,, pueden ser comple-
jos y de aqui los ceros de S,,. En [13] se pueden encontrar diversos algoritmos
para calcular los valores propios de esta matriz de Hessenberg.
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Con respecto a los ceros de los polinomios S,,(x) ortogonales con respecto
(4.1) puede ocurrir que existan ceros fuera de [ J]_,sop(us). Esta situacién
se ilustrara en este capitulo y en el capitulo 5.

Gran parte de la literatura sobre polinomios de Sobolev se ha centrado
en dos casos: el caso continuo y el caso discreto.

En el caso continuo el producto escalar es de la forma:

b J b
(F9)s = [ f@g@duo+ > M [ 1@ w)due, Moz 0,k

k=1 a
(4.3)
donde las medidas p;, k£ =0,1,...,7, tienen parte absolutamente continua
no nula.
En el caso discreto, también conocido como tipo Sobolev, el producto
escalar es de la forma:

(F9)s = [ f@g@du+ > Mg, Moo, b (4.4)

k=0

con ¢ € R y la medida p tiene parte absolutamente continua no nula.

4.1.1. Caso Continuo

En 1962, Althammer introduce un producto escalar donde el correspon-
diente polinomio ortogonal de grado 2 tiene un cero fuera de (J;_,sop ().
Concretamente, introduce el producto

1

(P @)a = / p(2)a(x)dpiolx) + / P@)d @) (@) (45)

1 ~1
donde las medidas vienen dadas por:
10dz, si —1<2x <0,
d/vb()(x) = dl’, d,ul(x) = dx si 0<zg<l.

El autor prueba que el polinomio ortogonal de segundo grado con respec-
to a (4.5), que puede ser calculado usando el algoritmo de Gram-Schmidt,
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- : . 22T 1
Figura 4.1: Polinomio z* + stz — 3

Sy(z) = x* 4 Zx — 1, tiene una rafz en x = —1,08 ¢ [—1,1] como se puede
ver en la figura 4.1.

Este fue un resultado muy novedoso, al plantear de forma sencilla una
caracteristica de los polinomios ortogonales de Sobolev que no ocurre en la
teoria de polinomios ortogonales estandar

Althammer también consideré el producto escalar continuo de Sobolev

1

(hq) = / p()q(z)dz + A / P (@) (x)d,

1 -1

con A > 0. Este producto recibe el nombre de producto escalar de Legendre-
Sobolev y sus polinomios ortogonales asociados pueden verse como genera-
lizaciones de los polinomios clasicos de Legendre.

Merece la pena destacar como las constantes multiplicativas pueden ha-
cer que los ceros de los polinomios ortogonales caigan dentro o fuera de
j . .. ,
1—o S0p(ftx). Més atin, puede hacer que aumente o disminuya el nimero de
ceros reales. Por ejemplo, veamos el siguiente producto que consideré Meijer

en [28] y que Gautschi en [13] ilustré numericamente. Sea
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(f.9) = / fa)gla)da + ) / @)y @+ / f'@)d (@)dz,  (46)

con A > 0.

Meijer prob6 que para n > 2y par y A suficientemente grande, los poli-
nomios de Sobolev ortogonales con respecto a (4.6) tienen exactamente dos
ceros reales, uno en el intervalo [—3, —1] y otro en [1, 3]. Igualmente, si n es
impar con n > 3 y A suficientemente grande solamente hay un cero real y
esta localizado en [1, 3].

Estos resultados fueron ilustrados numericamente en [13, tabla 2.30], y se
muestra perfectamente como el valor de la constante A\ afecta al nimero de
ceros reales. Incluimos aqui dicha tabla por completitud.

Cuadro 4.1: Ceros de los polinomios ortogonales con respecto a (4.6)

Grado del polinomio | A Numero de ceros reales
2 0<X<10,333 2
10,334 < X < o0 2 en [-3,-1]U[1, 3]
4 0< A< 74773 4
74774 < X\ < 61,754 2
61,746 < A\ < 153,23 4
153,24 < XA < 0 2 en [-3,—-1]U[L, 3]
6 0 <\ <45,011 6
45,012 < X < 50,226 4
50,227 < XA < 41868,5 | 2
41868,6 < A < 421555 | 4
42155,6 < X < 435126 | 6
43512,7 < X < 43646,1 | 4
43646,2 < A < o0 2
3 0 <\ <21,461 3
1
5
3
5
3
1

en [—3,—1]UI1, 3]

21,462 < \ < 00

5 0<A\<10,193
10,194 < \ < 1811,7
1811,8 < \ < 2153,6
2153,7 < A < 21834
2183,5 < A < 00

en [1,3]

en [1,3]

A partir de entonces, los productos escalares de Sobolev continuos mas
estudiados han sido del tipo
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(f.9) = /fgdqur/f’g’dm, A >0,

donde u;, ¢ = 0,1, son medidas con soporte en R.

Para los correspondientes polinomios ortogonales se han estudiado pro-
piedades algebraicas, relaciones con los polinomios ortogonales respecto a las
medidas pg y 1, formulas tipo Christoffel-Darboux, ecuaciones diferenciales
que satisfacen, propiedades de los ceros, comportamiento asintético en dife-
rentes regiones del plano complejo, etc. Algunos de los resultados obtenidos
pueden encontrarse en los surveys [22] y [24] y las referencias incluidas en
ellos, aunque posteriormente a ellos se han seguido obteniendo nuevos resul-
tados.

4.1.2. Caso Discreto

Un tipo de producto escalar de Sobolev discreto o tipo Sobolev que
aparece usualmente en la literatura, y que es de gran interés para el capitulo
D, es

j
(F9)s = [ F@lgidn+ Y Mt ey ) (4.7)
k=0
donde p es una medida con soporte en el eje real, ¢ € R, My > 0, con
kE=0,1,...,5—1y M; >0.

Bajo diferentes suposiciones sobre la medida p, los polinomios ortogonales
con respecto a (4.7) han sido ampliamente estudiados. De nuevo, citamos los
surveys [21], [22] y [24] y las referencias alli incluidas como trabajos donde
profundizar en este tema. También, se incluye un buen niimero de referencias
en [26].

Los productos escalares del tipo (4.7) han sido generalizados en diferentes
sentidos y se han estudiado las propiedades de los polinomios ortogonales con
respecto a estos nuevos productos escalares. Algunos trabajos relevantes en
este sentido han sido [12], [18], [33] y [34].

Vamos a considerar algunos casos particulares que nos serviran de moti-
vacién para el capitulo siguiente.

En [1], se introduce el producto

(f.9) = / F@)g(@)dp+ Mof(e)g(e) + My () (c),
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donde M; > 0, I es un intervalo acotado y ¢ € R. Es de interés el estudio
de los ceros de los polinomios ortogonales con respecto a este producto y la
relacién con la ubicacion de c.

Proposicion 4.1 Si M, > 0 yn > 3, .5, tiene al menos n—2 ceros diferentes
con multiplicidad impar en el interior de I. Ademds, si ¢ =supl ¢ ¢ =1inf [
entonces los de S, son reales y simples y al menos n — 1 estdn en el interior

de I.

En [29], Meijer introduce el producto escalar

g) = /Ooof(x)g(x)du(x)+Mf‘”(0)g(”(0), M>0, j>1, (48)

donde p es una medida con soporte en el semieje real positivo. Denotando
por S, los polinomios ortogonales con respecto a (4.8), el autor prueba

Teorema 4.4 Los polinomios S, tienen n ceros reales y simples y a lo mds
uno fuera de (0,00). En caso de tener uno fuera de dicho intervalo ese cero
se encuentra en (—o0,0], y paran > j+ 1.

Meijer también encuentra condiciones para ver cuando los polinomios
ortogonales respecto el producto (4.8) tienen un cero real negativo.

Teorema 4.5 Se puede definir una sucesion (o)., n > j+ 1, creciente tal
que

a) Si0 < a,M <1 entonces todos los ceros de S,, son positivos.
b) Sia,M > 1 entonces hay un cero en [0, 00).

c) Si S, tiene un cero negativo para n = ng, entonces S, tiene un cero
negativo para cada n > nyg.

Otro ejemplo de producto escalar es el introducido por Koekoek en [15]:

/ fle )dx+ZMf(” (0)97(0), a>-1, (4.9)

con M; >0, 1=0,...,7—1,y M; > 0.

Desde el punto vista asintético, en [2] se obtuvo la asintética tipo Mehler-
Heine que fue conjeturada en [5]. Concretamente,
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Teorema 4.6 Sea (S,,), la sucesion de polinomios ortogonales madnicos con
respecto al producto escalar (4.9) con M; > 0,1 =0,...,7. Entonces,

—1)» L —a
lim ( l Sp(z/n) = (=122 Jui0i2(2v/7)
uniformemente en subconjuntos compactos de C.

En este articulo también se obtiene este tipo de asintdtica cuando hay
gaps, es decir, cuando M; puede ser cero para i € {0,1,...,j7 — 1}. En esta
situacién el resultado es méds complicado (ver [2, Th. 3]). Ademas, los au-
tores extienden el resultado para los polinomios generalizados tipo Hermite-
Sobolev.
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Polinomios ortogonales tipo
Laguerre-Sobolev

En el capitulo anterior se introdujo la ortogonalidad no estandar conocida
como tipo Sobolev. En este sentido se consideré el producto escalar

(19) = [ Ha)glalpta)ds + 37 M ¥ (clg(e)

Nosotros vamos a considerar el caso correspondiente al peso Laguerre p(z) =
x%e "
['(a+1)

una sucesién de masas variantes.
Mas concretamente, consideramos el producto escalar no estandar

en el semieje real positivo [0,00) y ¢ = 0, pero se va a introducir

1 o0 . .
(f,9)n = m/o f(@)g(x)a®e "da+M, fP(0)gP(0), a>-1, j=>0,

donde (M,,), es una sucesion de masas con ciertas propiedades que diremos
mas adelante en este capitulo.

Nuestra intencién es obtener propiedades asintéticas de los polinomios or-
togonales con respecto al anterior producto escalar. De hecho, obtendremos la
asintética fuerte exterior en subconjuntos compactos de C\[0, 00). Sin embar-
go, el objetivo fundamental sera obtener la asintotica local tipo Mehler-Heine
que nos describird con detalle el comportamiento de estos polinomios orto-
gonales alrededor del origen y la influencia que la sucesién de masas (M,),

51



52 5. POLINOMIOS ORTOGONALES TIPO LAGUERRE-SOBOLEV

tiene en este comportamiento. Como consecuencia de estos resultados, se po-
dré describir el comportamiento asintético de los ceros de estos polinomios
en términos de los ceros de determinadas funciones especiales que involucran
a funciones de Bessel de primera especie. Estos resultados se ilustraran nu-
mericamente. Los resultados de este capitulo fueron presentados en [19] y
publicados en [20].

5.1. Antecedentes

En [15] Koekoek introdujo el siguiente producto tipo Sobolev asociado al
e "

peso Laguerre p(z) = Tatl)
a

1) =y [ F@ate)ae a3 MFO0)00), o> -,

=0

con M; >0, parat=0,...,7—1y M; > 0.
En ese articulo Koekoek dio una expresién para los polinomios ortogo-
nales L{MoM-M5) oo respecto al producto anterior en términos de los

polinomios ortogonales clédsicos de Laguerre. Dicha expresién es (ver [15]):

Jj+1

LglchMo,Ml ----- M])(.I') — Z Ak(L a))(k) (l’)
k=0

n

Para estos nuevos polinomios, Koekoek consigue dar una expresion de
los coeficientes Aj. También encuentra la ecuacién diferencial de segundo
orden que satisfacen dichos polinomios, cuyos coeficientes son polinomios de
grado j + 2, j+ 2y j+ 1. Ademas, obtiene una relacién de recurrencia de
(27 4+ 3)—términos y a partir de ahi una férmula tipo Christoffel-Darboux.

Desde el punto de vista asintético, los resultados mas completos son
los obtenidos en [2] donde se resuelve y generaliza una conjetura sobre la
asintdtica de estos polinomios ortogonales planteada en [5], siendo este tlti-
mo trabajo el primero en estudiar propiedades asintoticas de estos polinomios
pero para los casos j = 0y 5 = 1. Estos resultados son reenunciados en el
survey [22] pero usando una estandarizacién mas adecuada.

Casos particulares, pero convenientes para ubicar nuestro problema, son
considerados en [11] y en [23]. En estos trabajos, los autores consideran el
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producto escalar

(f.9) = / " f(@)gla)eeda + N 19 (0)g9(0), (5.1)

con j > 0y N > 0, y estudian ciertas propiedades de los correspondientes
polinomios ortogonales. En lo que respecta a propiedades asintéticas los re-
sultados obtenidos quedan incluidos dentro de los obtenidos en [2] en un
ambito mas general.

En la tesis doctoral de Castano-Garcia, [7], se plante6 considerar el caso
que las masas fueran variantes, esto es, dado el producto escalar variante

b=y [, F@a)ae e + M f00)570), (52

estudiar como afecta el tamano de la sucesiéon de masas (M,), en el com-
portamiento asintético de los polinomios ortogonales con respecto a (5.2).
Se obtuvieron resultados para j = 0 (ver [8]) y j = 1 (ver [9]). En [9] se
conjeturd sobre el comportamiento asintético en el caso de j arbitrario.

Por tanto, el objetivo de este capitulo y de este TFM es probar dicha
conjetura.

5.2. El caso variante

Tal y como hemos comentado en la secciéon anterior, se considera el pro-
ducto escalar variante y no estandar,

=y | Fa@aede 4 3,19 g0 0).] =0

(5.3)
con > —1 y donde (M,,),, es una sucesion de ntiimeros no negativos verifi-
cando

lim M,n” = M >0, con Be€R. (5.4)

n—oo

Antes de continuar con el desarrollo del capitulo es importante realizar
ciertas observaciones sobre el producto escalar (5.3).
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La primera de ellas es mencionar que la introduccién de la constante
ﬁ en la funcién peso, p(x), hace que se obtenga una medida de proba-
bilidad, es decir,

Por otra parte, Consideramos los polinomios ortogonales de Laguerre res-

pecto a la funcién peso p(x) = o +f) con coeficiente lider © 1) , 1. e,

Lff) (x) = %x" +a,_ "+ ay.

Resenar que si la sucesion (M,,),, en (5.3) fuera constante, esto es, M, =
M, Vn, entonces I'(a + 1)(f, 9)n = (f,g) donde el tltimo producto escalar
es el producto definido en (5.1) con N = I'(a + 1) M. Esta observacién tiene
importancia a la hora de verificar que los resultados que se obtengan en este
capitulo generalizan a los correspondientes resultados obtenidos en [11] y en
[23].

También destacar que, como ya se dijo en el capitulo anterior, estos
productos tipo Sobolev no son productos escalares estandar, por lo tanto,
(xf,9)n # (f,29)n, v esto hace que se pierdan propiedades tan importantes
como la relacién de recurrencia a tres términos, la férmula de Christoffel—
Darboux o la propiedad de ubicacién de los ceros en el soporte de la medida.

Por tltimo mencionar que si la sucesiéon de nimeros (M,,),, es la sucesién
constante cero, es decir, M, = 0 para todo n, obtenemos los polinomios
L(a 0) que se convierten en los polinomios clasicos de Laguerre denotados por
L( )(x) con coeficiente lider (—1)"/nl.

A continuacién vamos a establecer una relacion entre los polinomios
de Laguerre clasicos, L;a) (x), y los polinomios ortogonales con respecto a
(5.3), L") (z). Para ello nos basamos en las ideas desarrolladas en [23],
adaptandolas a nuestra situacion.

Proposicion 5.1 Sea L(fvl) () =0, y a > —1. Entonces, para cada n > j,

J+1

LMD (2) = LI (x +ZB L (), (5.5)
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‘ Al
donde Bif]k = %’}k, con
A
; —1)FI0 (o + 1) M, (n+a) ( n—k ) .
Al : n (. k=1,...,7+1, (5.6
m.k Ma+j7+1) n—j)\Jj+1-k J (5.6)
1l e+ )M, " nta n—k
Ao=l+To—— 2 (D . . .
Fla+j+1) — n—j—k)\J+1—k
(5.7)

Demostracion: Sea Q,(z) := Lfla)(x) + Z?;ll Br[f’]kLifik)(x) los poli-
nomios de grado n con coeficiente lider (_nl!)n, y los coeficientes definidos
como en (5.6)-(5.7). Vamos a demostrar que estos polinomios son ortogo-
nales con respecto al producto definido en (5.3). Vamos a denotar por P,
al conjunto de polinomios de grado menor o igual que n. Sea pjj41 =
g (x),l = 0,1,....,n — (j + 2), donde g(x) es un polinomio de gra-
do exactamente [. Con esto es facil ver que los polinomios 1,z, 22, ..., 27
Y Pisj+1(2), 0 =0,1,...,n — (j + 2) constituyen una base de IP,,_;. Entonces
claramente para n > j + 2,

1 © B
(pz+j+17Qn(x))n = m/ QTJHQz(w)Qn(x)xae d
0
1 j+1 o
/ j+1— a+k o _
- T B [ e e s
k=0 0
- (5.8)

asumiendo Br[lj’ ]0 := 1. La tultima igualdad ocurre por la ortogonalidad de los
polinomios clasicos de Laguerre.
Ahora definimos las cantidades I ; de la siguiente forma

1 o0 -
Ii=—— | L@t p)gotke2g
k, F(OZ—F 1) /0 n—i ([L’)ZU € €

Considerando la expresién (3.23) se tiene

, S m—ita+ti (—z)’ </ n+a (—z)’
Lot (z) = E :
n=i®) ( n—i—7j > 4! - (n 1 j> g!

=0 =
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Entonces las cantidades [}, ; quedarfan como:

1 (1) k —
I, = —— atko—z g
k, T 1 / L7 (x)x® e dx

Oon i o ]
— / nfoz , ﬂx‘”ke”daj
a+1 n—i—j3/) j!

B 1 < nta \ (W% G ark ey,
B I‘(onrl)jz:;(n—i—j) 5! /0 Ted
1 = T'(n+a+1) (-1
I‘(a+1)]Z:;I‘(n—i—j+l)F(a+i+j+1) j!
- 1 F(n—k)F(a+k+1)_(n—k—l)f‘(a—l—k—i—l)
Da+1) T(i—k)D(n+1—14) Dla+1)

J
) I'G+k+a+1)

(5.9)

n—1

Ahora veamos que nuestros polinomios @),,(z) son ortogonales respecto la
base canénica de IP;. Para ello usaremos la ortogonalidad de los polinomios
clasicos de Laguerre.

(1.Qu@) = # | auaree

Jj+1

= Tarp / L0 (@)ave v da
= Br[i]()o_'_B[j] I 1+B[.7] IO2+ +B[.]] [O]+B,,[l]j+1 IOJ+1,
1
(z,Qn(x))n = m/o xQn(z)x%e  da

(
_ Bff,]o-o + Br[ill.o + Br[ij,]z'llz Lt Bq[zj,]j'ILj + B}lﬂ;]jﬂ.[LJ.H7

i~ | 1 R o, —x
(ajj 17 Qn(m)>n = m/ ’ 1Qn(a€)a: e “dx
0
= By[f,]o‘o + 35,11'0 +eoet BE]] 1 0+ Bm I ~15 1 B7[z],]j+1']j—1»j+17

y finalmente,
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. 1 oo
J n n — 7 . o~ J n a Id Mn n
Qs = T [ P Qe e M (Qu(e)
= B0+ B0+ BY0+-- + B0+ ng+1-1j,j+l,
j+1
+ M,D(j+1)( ZBW L9 0),

donde en la ultima igualdad se ha usado la férmula (3.24).

Para terminar, usando las expresiones (5.6) y (5.7), la obtenida para Iy ;
n+a

2y
la expresion de B[]]k se tiene que (2™, Q,(x)), =0 m=0,...,7. Vedmoslo
para el caso m = j, los demés casos se demuestran de forma analoga.

(5.9), el valor de los polinomios de Laguerre en el origen, L;“)(o) = (

En esta situacién se tiene,

J+1
(27, Qul@))n = Bl 1 Liga + MaL(j + 1 Z BYLLEED(0)

j+1
L 40 ZJ 0] patki)
_AT(AWJ+1IJJ+1+MF]+1 AJ Lnkrjj ) .
n,0

Bastard con probar que el paréntesis de la anterior expresion es 0.
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J+1

AEL]]H i1+ My, L+ 1)( Z An kaza:kJ;]) (0)

; . In+ «
S AU L MG 1><—1>f( )

n-—y
min{n—j,j+1} .
. ; JIM,TC(a+1)( n+a n—=k n+
+M,T(j + 1)(=1)! )t . . .
(j )( ) kz:; ( ) F(a+]—|—1) n—j—k)\j+1—k)\n—j
min{n—j,j+1}
. ; a+k
MG+ D=1 Y AL (0)
k=1
. ) fn+ o
— AL+ G+ 0y (07
min{n—j,j+1} Ty
, : M T(a+ 1) n4a n—k n+ «a
FM,D(j + 1)(—1) _pyer 2 AT , ‘ |
(j )(=1) ; (=1 MNa+j4+1) \n—j—k)\J+1—-k)\n—j
min{n—j,j+1} o
. : /,]!]\f,LF(OéJrl)(TLJrOé)( n—k >< n+ a >
+M,I'(7+1)(=1) ke . . -
G+ 1(=1) ; (=1) Na+j+1) \n—j/\j+1-k)\n—k—j

ahora si miramos los coeficientes que hay en color rojo tenemos que son exac-
tamente iguales pero de signo contrario, por lo tanto los podemos eliminar,
y usando (5.9), tenemos que el paréntesis anterior queda como

i . n+ o
AY L+ MD(j + 1) (=1) (n B j)

R
(o) ey
— (—1)j+1Mnj!(Zt?> + (=1’ M, I(j + 1) (nw-é)

n—=17
=0.

+ M,D(j + 1)(—1) (th‘)

Por el Teorema 2.2 una sucesién de polinomios ortogonales es tinica salvo
una constante multiplicativa, y como hemos visto que los polinomios @, (z)
v los L") (2) tienen el mismo coeficiente lider. O
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Nota: El resultado obtenido en [23] para el caso no variante utiliza es-
tandarizaciones diferentes para las familias de polinomios (L( )n (L(a M) )n,
lo que complica las expresiones de los resultados que se puedan obtener a par-
tir de él.

Nota: Los coeficientes de este resultado se han expresado de manera que
puedan ser calculados e introducidos directamente en un ordenador.

La Proposicion 5.1 nos da una expresion de L%Q’M”)(x), como una combi-
nacion lineal de polinomios de Laguerre de distinto parametro. El siguiente
paso, con el objetivo de calcular la asintética tipo Mehler-Heine, va a ser cal-
cular el limite de los coeficientes BLJ ]k cuando n — oco. Para ello formulamos
la siguiente proposicion: 7

Proposicion 5.2 Tenemos que,

lim nkBT[f}k = (5.10)

n—oo

0, sif>2]+a+l,

(—1)* (a+2j+1)M 4+ DI (a+1)

sif=2j+a+l,

CojiD(G—k+2) ’
(=1)* (Oé(—;%?;_:))(]—i_l)’ siff<2j+a+l.

con Cojnm = (+2j + DI (a+j+1)+ MT(a+ 1).

Demostraciéon: Para demostrar el resultado vamos a usar (5.4), el hecho
n\ __ I'(n+1) , )
que (k) = ThrDI (ki1 y la féormula:
b—a
n’~*T'(n + a)
lim ————— =1 5.11
i S b (5.11)

que puede ser deducida de la bien conocida férmula de Stirling (ver por
ejemplo [6, £.(5.11.13)].

Analizamos en primer lugar los coeficientes Ag]k para k > 1,
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A _ (=1)*'T(a + 1) M, (n + a) ( n—k )
ok D(a+j+1) n—j)\j+1—k
(=D (a+ 1)L + 1) M, Fn+a+1) I(n—Fk+1)
MNa+7+1) Fn—j+ 1IN a+5j+1)0(G —k+2)I(n—j)
(=D*T(a+ DI + D)nM,n -2 Fn+a+1)
F(a+j+1)nf n7eT(n—j7+D)l(a+j+1)
pItk=1 Fn—Fk+1)

© W —k+2)T(n— )

(DTG4 D (a 4+ )M, n e 'n+a+1) p Itk
B D(a+j+1)n? n=i=eT(n—j+ D (a+j+ 1) n-ithk-1
" I'n—k+1)

T(j—k+2)0(n—j)

Aplicando (5.11) podemos decir que:

lim nf-2—e—1+k U] (=D T(a+ DI'(j + 1) M
n,k 2 . . .
n—»00 MPa+j+ DI —k+2)

(5.12)

Ahora analicemos el comportamiento asintotico de AE}O cuando n — oo.
Cuando n es suficientemente grande se tiene que min{n — j,j + 1} = j + 1.
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Por lo tanto, podemos escribir

. j+1
Al L+ﬂﬂa+DM5§]_DH%:n+a )(n—k >

Dla+j+1) = n—j—k)\j+1-k
M, I'(j+ 1) 1 Jt+l
= 14+ (+ ) (a+1) Z(_l)kﬂ
Pla+j+1) 4
% F'n+a+1) T(n—k+ 1)
'n—j—k+Dl'(a+j+k+1)I({—k+2)(n—))
' j+1 i
= 1+ a0 + DI (a + n’ M, ]z:(_l)kﬂm
7L3F<a +J+ 1) P n—Ji—k-a
% I'n+a+1) n Il Tl — k4 1)
Tn—j—k+DI(a+j+k+1)n 71T —k+2)I(n—j)
j j+1 P
— 14 F(] + 1)P<CY —|— 1)71 fA\[,, ]z:(—l)]“rl&
nBF<O{ + j + ].) 1 n—]—k—a
y D(n+a+1) n=l Dl — k1)

Fn—j—k+DI(a+j+k+1)n 71T —k+2)(n—j)

Entonces, podemos escribir A,[f}o =1+ D,, donde

. j+1
lim nf-2-o-lp  _ MT(G+ DI (a+1) JE: (—1)k+t
n-yoo " Mat+j+1) T at+j+k+DI(G-k+2)
MT(j+1I'(a+1) (a+j+1)

MNa+j+1) (a+25+D)I'G+ DN a+7+2)
(a+j+1)MI(a+1)
(a+2j+D(a+j+ DI (a+j+1)
MT(a+1)
(a+2j+ DI (a+j+1)

De donde obtenemos
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lfm n?727e Al = (5.13)

(o, sif>2+a+1,
MT (o + 1) . .

+ . , , sif=27+a+1,
(@+2j+ D(a+j+1) B=2
MT (o + 1) . .

- - , siB<2)+a+1.
| (a+2j +D2(a+j+1) §<2j

Usando (5.12) y (5.13) tenemos que:

nﬁf2jfa71+kA[j]

lim nkBT[Lj]k = lim (5.14)
n— oo ’ n—o00 ’I’Lﬁ 2j—a— IA[J]
0, sif>2j+a+1,
(—D*a+2j+1)MT(G+ D +1) . .
, sif=27+a+1,
Cosnt TG — k +2) f=2
(—D*a+2j+1DIG+1) . .
: ) sif<2)+a+l.
\ F(] —k + 2) B J

con Cpjm = (@+2j+ DI a+j+1)+ MI(a+1). 0

5.3. Asintética local: Férmulas tipo Mehler-
Heine

Como deciamos en la introduccion del capitulo, el objetivo principal de
este capitulo es encontrar las férmulas asintdticas tipo Mehler-Heine para
los polinomios ortogonales L,(f"M")(x) con respecto al producto (5.3). El in-
terés de este tipo de asintética local viene motivado por el hecho de que
permite describir de forma detallada las diferencias entre los polinomios
tipo Laguerre-Sobolev y los polinomios clasicos de Laguerre. Sin embar-
go, disponemos de las técnicas para probar otras asintéticas, por ejemplo,
se puede obtener la asintdtica relativa entre las sucesiones de polinomios
(L%mM”)(a:))n y (LY (2))n, v de aqui, usando el Teorema de Perron, ver (3.25),

la asintotica fuerte exterior de los polinomios L™ (z).
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(or,Mp)

El siguiente resultado nos da la asintotica de la sucesion ("L(T(()m)) en
n(x

subconjuntos compactos de C\[0, 0o).

Proposicion 5.3 Tenemos que,

L%a,Mn)
n—00 Lno‘ (.Z')

uniformemente en subconjuntos compactos de C\ [0, 00).

Demostracién: Del Teorema de Perron (Teorema 3.5) sobre la asintética
fuerte de los polinomios clésicos de Laguerre, L,(la) (x), podemos deducir la
siguiente relacion, (ver 3.25):

‘ L(a+j)(l'>
lim n(¢-9)/2 2k 20 (&0 50 e R, hkeZ, (5.15)
N—00 L(Oc-i-f)(x)
n+h

uniformemente en subconjuntos compactos de C \ [0, 00). Entonces usando
la Proposicién 5.1 podemos escribir para n suficientemente grande,

L(a Mn ( ) J+1 (Oé+k)< J+1 L(Oé+k)( ) 1
—1+ZBn —1+Z” i k2L () 2

Tomando limites cuando n — oo tenemos que

lim = < L+ n*By, nk(agx) o
n—»00 L ( ) n—o0 P ) nk/QLn (.ZL’) n
J+1 (a+k)
_1+Znh—>lgo( "k k/2L(a)( )nk/Q)'

Y ahora usando que lim,,_, n’“Bmk es acotado para todo f € R, usan-

L(a)

do que, por (5.15), lim,, . né=9)/2 L?*’“Z)E ; es también acotado para cada x
n—+h
en compactos de C\[0,00) y que lim, # = 0 se obtiene el resultado

buscado. O

De este resultado se deduce directamente la asintética fuerte exterior de
los polinomios L(a M")( ), que por la Proposicién 5.3 es la misma que la de
los polinomios de clasicos de Laguerre.
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Corolario 5.1 Se tiene que

p—1
LM (1) = %71_—1/2633/2(_x)—a/2—1/4na/2—1/462(—nx)% Z Cy(x)n ™2 + O(n??)| |

k=0

en subconjuntos compactos de C\[0,00), donde C;(x) es independiente de n.

Acabamos de ver que la parte discreta del producto (5.3) no influye en la
asintética fuerte exterior de la sucesién de polinomios LS{X’M")(:JC). Entonces,
jcomo influye esta parte discreta? La pertubacién que se ha introducido
al producto escalar estandar ha sido en el origen. Asi, que intuitivamente
parece razonable que esa pertubacion afecte asintéticamente a los polinomios
alrededor del origen. Ademads, nos surge la cuestion sobre si el tamano de
la sucesién (M,,), influird en dicha asintética y si lo hace, cémo seréd esta
influencia.

Todo esto queda resuelto obteniendo la asintética local alrededor del ori-
gen conocida como férmulas tipo Mehler-Heine.

Teorema 5.1 Sean o > —1 y (M,),, una sucesion de nimeros no negativos
satisfaciendo que lim,_,oo M,n® = M > 0, para 8 € R. Entonces tenemos
que,

do (), si B<2j4+a+1,

lea,Mn)
lim # = Mo(2)+ (1= Necao(x), si B=2j+a+1,
Ca0(T), si B>2]+a+1,

uniformemente en subconjuntos compactos de C, con

B MT(a+1)
(a4 2+ DI (a+j+1)+ MT(a+ 1)’

donde J, es la funcion de Bessel de primera especie, y donde denotamos

Ja+k(2\/5)a

—a—k

Cok(x) =12

do(z) = cop(z) + (a+ 2+ DI+ 1) Z (—=1)*

=1

TSI
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Demostracién: Para demostrar este resultado debemos de comenzar
reescalando la variable x +— x/n de la férmula de conexién entre las familias
de polinomios ortogonales L™ v L{* dadas en (5.5), y tenemos que para
n = j,

a,Mn « j+1 a+k
L) Le/n) | S g L /)
ne n pt nk ne

e m/ Z ) f}'“(;/i) (”;k>a+(k5.16)

Una vez que tenemos esta expresion, la demostracion del resultado es
sencilla, solo hay que:

1. Utilizar la Proposicion 5.2.

2. Tener en cuenta que de la formula de Melher-Heine dada en (3.26) para
los polinomios de Laguerre clasicos se obtiene para k fijo

L7(1a+k) o
lim L (@/n) =z 2 kJa+k(2\/5).

n—00 (’n, — kj)o‘+k

Usando todo esto en cada sumando de la expresion (5.16) se tiene el
resultado buscado. Veamoslo por ejemplo para el caso = 2j + a + 1. El
resto de los casos se demuestra igual.

Partimos de la expresion de los polinomios LM con la variable rees-
calada, es decir, de (5.16).

L(a) Jj+1 L(a-l,—k) (x/n) (n . k>a+kz
- .

Z kB _ )a-i—k
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Entonces aplicando limites se tiene que

()c) Jj+1 rH»} a+k
? T/ k n k ( /77) n—k
nh—>r£>lo ( Z B"I‘ (n — k)otk n

J“ Fla+2j+ DMT(G + D (a+1) o

B 2 - Ti! atk 2 s
f + Z Ca,jJ\JF(] —k+ 2) L J ,+L,( \/;)

X (1) (a + 2§ + )MT(j + D (o + 1)

= conl) 2 CosniTG — k1 2) ol
I+1

B (@+2j + DMT(G + DI+ 1) e (=1)F

—_ Ca70($) 4 Ca7j7M Z F(] — k n 2) Cayk(1‘>
]+1 ( 1>k

:Ca,O( )+(Oé+2]+1)r(]+ )\ZF]——M (.’L‘),

donde )\ — M
Ca,j,M

Sumando y restando Ac, () a la expresion anterior obtenemos Ad, () +
(1 — X)ca,0 como queriamos probar. [J

Nota: Es importante aclarar la interpretacion de este resultado. Por (5.4)
se tiene que asintéticamente la sucesion (M,,), se comporta como M,, HMB.
El Teorema 5.1 establece que existe una cantidad, 25 + a + 1, que depende
del orden de la derivada y del parametro «, tal que si el tamano de la suce-
sién (M,,), es suficientemente pequeno, esto es, f > 2j + « + 1, entonces
la parte discreta del producto escalar (5.3) no ejerce ninguna influencia en
el comportamiento asintotico local alrededor del origen. Sin embargo, si es
suficientemente grande (8 < 2j + «a + 1) entonces si influye en la asintética
local, esto es, la férmula tipo Melher-Heine varia significativamente y la fun-

cién limite es ahora una combinacién lineal de j + 2 funciones de la forma
—a—k

2 Ja+k(2\/5>'

La situacion de transicién se da cuando § = 27 + a + 1. Entonces, la
funcién limite es una combinacion convexa de las dos funciones limites de
los casos B <27 +a+1y [ >2j+ a+ 1. Este es el tinico caso en donde
la constante M determinada por (5.4) tiene influencia en el comportamiento
asintético.

Para ejemplificar estos comentarios, supongamos j = 3 y a = 2. En este
caso, nuestro valor critico es 25 + a + 1 = 9. Entonces, las férmulas tipo
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Mehler-Heine dadas en el Teorema 5.1 seran iguales para las sucesiones con
término general

4
M,=—, M,=—, M,=8 6 M,=n""
n

n?’
Por otra parte, las sucesiones con término general

3 b} , 6

M”:ﬁ’ n= 03 © M”:n1000_|_1

tienen la misma férmula Melher-Heine que la que se satisface para los poli-
nomios clasicos de Laguerre.

Una vez visto la interpretacion, también es importante mencionar que
este teorema obviamente generaliza los resultados obtenidos en [8] y en [9]
para los casos j = 0 y j = 1, respectivamente. Veamoslo.

Para su verificacién usaremos la misma notacion que usan los autores en

[8] v en [9]. Sean:

9oi(T) = 272 Jor2i(2V/7),
hol) = =5 (802(2) = @+ 2)gas(+) = gao(e)),
(1) = (a+DI'(a+4)gao(z) + M(a+ Q)ha(z')‘

(a+1)IN(a+4)+ M(a+2)

En la siguiente proposicion resumimos las férmulas para los casos j = 0
yj =1 (ver [8] y [9]).

Proposicion 5.4 Sea a > —1.

= Caso j=0.
—gan (), si f<a+1,
Lgla,Mn)
1im % — F<a+2)go¢,0($)_Mga,1(x)’ S B:a+1,
nree n MNa+2)+M

ga,0($)> si f>a+1.
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s Caso j=1.
ho(z), st B<a+3,
L;oaMn)
i 2 @M ) ) s B—ats,
n—00 n«

Gao(x), si B>a+3.

Ambos limites en subconjuntos compactos de C.

Demostracién: La demostracion se hard por separado en cada uno de los
tres casos. Para mostrar el resultado sélo es necesario recordar la propiedad
de las funciones de Bessel, (3.22).

Caso j=0:

» Si B> a+ 1 entonces goo(r) =27 Jo(2/T) = CaolT).

» Si < a+ 1, entonces del Teorema 5.1 y usando (3.22) tenemos que

do(r) = 27 Ju(2V7) — (0 + D)2 7 Joa(2V/7)
= 7 (JQ(Q\/E) —(a+ 1)1*_71Ja+1(2\/§))
= —g7 Jor2(2/1) = —go1 (7).

s Si § = «a+ 1, Para demostrar este caso escribimos como quedaria la
formula del Teorema 5.1 y luego desarrollamos la expresién que dan los
autores en [8], y veremos que ambas coinciden.

M

Por el Teorema 5.1, al ser j = 0 se tiene que A = NCEsyEee

Mo (2) + (1 = N)cao(x) = A(cao(x) — (a+1)car(x)) + (1 — N)cao(x)
= Cao(x) — (@ + 1)Acpq(2)
M(Oz + 1) a—1

= 9577&Ja(2\/5)—m9072 Jat1(2V/).

Y ahora desarrollando la expresion dada en [8].

D(a+2)27 Jo(2/7) — M2 Joy0(24/7)
MNa+2)+M
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D(a+ 2)a 7 Jo (2/7) + Mz (Ja(z\/i) —(a+1)z7 Ja+1(2\/§)>
T(a+2) + M

R AT %x Joir (2V7).

Y con esto acaba de demostracion de este caso.

Caso j=1:

= Si B> a+ 3 entonces goo(r) =27 Jo(2v/7) = Cao().

= Si f < a+ 3. En primer lugar, observemos que aplicando varias veces
(3.22) se obtiene:

Jora(2VT) = (a+3)(a42)2 2 Jora(2vT)— (a+3)2 2 Jas1 (2V/T) = Jara(2V/2).
(5.17)

Vamos a comenzar con la expresién obtenida en [9] y veamos que pode-

mos recuperar la obtenida en el Teorema 5.1. Para simplificar la no-

tacion, vamos a denotar

otk = Jark(2V/2).

Entonces, tenemos
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272 Ju+ (0 +2)272 Jogo — 272 Jays

ho(z) =

(a+2)
T Jo+ (a+2)Jays — (@ +3)(a+2)r 0o
(a+2)
BN 322 Jog1 + Jaso
(a+2)
B o Jo+ (@4 3)Jago + (@ +3)272 Jog1 — (@ + 3) (@ + 2)a Jass
- (a+2)
_ _dat(atd)(at )22 Jopr — (a4 3)Js
(a+2)
@30T — (04 3+ 20
(a+2)
. —(@+2)Ja + (0 +2)(a+3)572 Joss — (o + 2)(a + 3) 2 aso
(a+2)
= 27 d— (@432 T e+ (@ +3)T T Jops
= da(z)

= Si 8 = a + 3. Para demostrar este caso escribimos como quedaria la
expresion dada en el Teorema 5.1 y luego comenzamos con la expresion
que dan los autores en [9], y veremos que ambas coinciden. Usaremos la
notacién anterior donde J,i = Joir(24/7) para de nuevo simplificar
la notacion.

Mo () + (1 — N)cao(x)
= A 0(®) + M+ 3) (—can(®) + cap(x)) + (1 — Neao(z)

~ enola) - M(a+ 3)caq1(2) N M(a+ 3)cq2(2)
o0 (a+3)a+1)T(a+1)+M  (a+3)(a+12T(a+1)+M
—a M(a+3)2™% Jop M(a+3)2" % Jors

= 2 Ja — :
(a+1)2(a+3)Na+1)+ M  (a+1)2(a+3)(a+1)+M
Ahora partimos de la expresién que dan los autores en [9] y veamos que
recuperamos esta ultima expresién. Al igual que el caso anterior vamos a usar
las expresiones (3.22) y (5.17).
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(a+ Dl (a+4)—M)x= Jy— M(a+2)x72 Jopo + Ma2 Joyy
(a+1l(a+4)+ M(a+2)

(a+ Dl (a+4)—M)x= Jy— M(a+2)x72 Joro + Mr= Juyy
(a+2)((a+3)(a+1)T'(a+1)+ M)

(a+1D?*a+2)(a+3)(a+1)+ Ma+2)z= J,

(a+2)((a+1)*(a+3)(a+1)+ M)
~M(a+3)(a+2)z"F Jayr + M(a+3)(a+2)z"7 Jato
(a+2)((a+1)*(a+3)(a+1)+ M) '

_|_

Simplificando de forma directa esta expresion recuperamos la misma que

hemos obtenido anteriormente. Asi queda probado este caso.
O

Nota: El Teorema 5.1 prueba la conjetura hecha en [9] sobre el compor-
tamiento asintotico tipo Mehler-Heine de la sucesion de polinomios ortogo-
nales (L%Q’M"))n en el caso general.

5.4. Estudio de los ceros

En esta seccion vamos a ver que los ceros de los polinomios Laguerre-
Sobolev, L&“’M”)(x), son reales, simples y a lo mas uno cae fuera del intervalo
(0,00). Posteriormente veremos que ocurre con los ceros de las funciones
limite estudiadas en el Teorema 5.1 con el objeto de estudiar el compor-
tamiento asintético de los ceros de L),

Para el siguiente resultado nos basaremos en las ideas de [29].

o e s . . a, M, . .
Proposicion 5.5 Los polinomios LY ")(x) tienen n ceros reales y simples
y a lo mds uno se encuentra en el intervalo (—oo, 0].

Demostracion: Sean & < & < ... < & los ceros positivos y de orden
impar de L™ (z). Entonces definimos p(z) = (z — &) (x — &) ... (x — &).
Esto hace que cp(x)Lgfy’M")(x) no cambie de signo en el intervalo (0, c0).
Queremos ver que el grado de ¢(z) es n o n — 1. Lo vamos a probar por re-
duccién al absurdo. Supongamos que grado de ¢(z) < n—2, entonces usando
el hecho de que (zp(2))9(0) = jpU=1(0) y haciendo uso de la ortogonalidad

de LM (2).
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« 1 > « o —X
0= (pla) e o = gy [ P et
0

+ M, o9 (0) (LM (2))9)(0),

1 o0
0= (zp(x), LM (@), = | / 2o () LM () 7%~ dat
0

[(a+1

+i M (0) (L) ()9 (0).

Puesto que gp(x)Lgf“’M") es positivo en el intervalo (0, 00), las integrales son
positivas en ese intervalo, entonces se tiene que c,p(j)(0)(L7(1a’M”)(x))(j)(O) <0
y que U= (0) (LM (2))9)(0) < 0, esto a su vez implica que @ (0) y que
©U=1(0) son del mismo signo. Pero esto es una contradiccién con el hecho
de que si p(z) es un polinomio con ceros reales y simples en (0, c0) entonces
sen(pl)(0)) = (—1)7sgn(p(0)). Por tanto, ©(0) y ¢U~Y(0) han de tener
signo distinto. Hemos llegado a una contradiccion y por tanto el grado de ¢
esnon—1.0

Ahora vamos a pasar a buscar ceros negativos de las funciones limite ¢, g,
do ¥ Mo+ (1—=XN)cq o definidas en el Teorema 5.1. Recordamos que la funcién
de Bessel de primera especie y de orden « esta definidas por (ver (3.21)):

Jalz) =) % (g)ma

=0

Por tanto,

—(a > <_:U)Z
o) =2~ apn@VE) = 3 et Ty

=0

A continuacién probamos el siguiente resultado sobre ceros de las fun-
ciones limite en el Teorema 5.1.

Proposicion 5.6 Sean,
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(a) Las funciones cq, para todo k € NU {0}, no tienen ningin cero en
(=00, 0].

(b) Para j > 1, la funcion d, tiene exactamente un cero negativo. En el
caso 7 =0, d, tiene un cero en el origen.

(¢) Para j > 1, la funcion Ady + (1 — N)ca o tiene un cero en (—00,0] si y
solo si
1+a+2)1+a+ )1+ a+7)

M >
- jh(a+1)

Para j =0, My + (1 — N)cao tiene solamente ceros positivos.

Demostracion:

(a) Puesto que co k() = Y i %, claramente para todo = € (—o0, 0],

Cak(x) > 0, y por tanto no hay ceros en (—oo, 0].

(b) En el caso j = 0, aplicando (3.22) se tiene que

do(z) = caplx) — (a+ 1)ca(x)
= 27 1, (2v7) — (a+ 1)z 7 e (2v/7)

= o (D) - o)

= 272 Joy2(2VT) = —1caa().

y con ello claramente x = 0 es un cero de d,(x) y se tiene el resultado.
Para demostrar el resto de este caso se sigue el siguiente esquema:

1. Probar que d,(0) < 0.
2. Probar que lim, , . d,(z) = +0o0.

3. Probar que solamente puede haber un cero negativo.



74 5. POLINOMIOS ORTOGONALES TIPO LAGUERRE-SOBOLEV

Pasamos a ver el valor de d,(0).

l0) = cual0)+ (@2 + DIG+ 1) D 7 570a(0
I +2‘+1)F(‘+1)§ CL
~ Tty T IV TG k2Tt kt D)
B L T (DR +2j+ DTG+ 1)
- Tla+1) & TG—k+2)l(a+k+1)
= - J < 0.

(a+j7+ 1) (a+2)

Ahora en el segundo paso vamos a realizar algunos calculos:

S (w
%)= i ratD
i+ G+ S =Y i .
+ (a+2j+ DI+ >k§:1r(j_k+2> —~ill(i+a+k+1)
e
- Zm(”

(a+2j+1)F(j+1)Zm_,Hzghlk) (z’+a+c>>

B i (—x) L at2j+1
il at1) ita+j+1

B § (—z)f L a2t
=il a+ 1) ita+j+1

N i (—x) L at2j+1
i:j+2i!F(i+oz+1) ita+j+1)"

Tomando x < 0, podemos observar que el primer término en la ultima
igualdad es un polinomio en (—z) de grado j+1 con coeficiente lider positivo,
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y el segundo término es una serie donde todos los términos son positivos
cuando x € (—00,0). Por lo tanto, lim, ,_ d,(x) = +00.

Ya que d,(x) es una funcién continua podemos decir que al menos hay
un cero en (—oo,0). Para ver que solamente hay uno basta con recordar que
los polinomios LM tienen a lo mas 1 cero negativo, de acuerdo con la
Proposicion 5.4, entonces aplicando el teorema de Hurwitz se tiene que a lo
mas solo puede haber uno.

(c) Para demostrar este caso se va seguir el siguiente esquema, muy similar
al caso (b):

1. Probar que Ady, + (1 — X)cqo < 0 si

(1+a+2j)(1+a+5)%(1+a+j)

M > - )
jh(a+1)

J =1

2. Probar que lim,_, o Ado () + (1 — X)cao(z) = +00.
3. Probar que solamente puede haber un cero negativo.

Igual que en el caso anterior el caso j = 0 se demuestra por separado. En
este caso, sabemos que los ceros de los polinomios L&“’M"’ son reales, simples,
y positivos. Usando esto junto con el hecho de que Ad,(0) + (1 — N)cq0(0) =

<1 — M+1f\(4a+2)> F(a1+1) > 0, es suficiente aplicar el teorema de Hurwitz para

obtener el resultado de que para este caso Ady(x) + (1 — A)cao(z) no tiene
ceros negativos.
Para j = 1 veamos qué valor tiene \d,(0) + (1 — X)ca0(0);

Ada(0) + (1 = A)eao(0) = ﬁ
. Ji (=T + D)M(a+2j + D (a + 1)
—T(j—k+2)l(a+k+ 1[I a+j+1)(a+2j+ 1)+ MI(a+ 1))
1 (a+2j+1)M

Tla+1) (a+j+1)(MT(a+1)+ (a+2j+DI2(a+j+1)
Entonces, Ad,(0) 4+ (1 — X)cao(x) < 0 siy sélo si

1 B (a+2j+1)M 0o
MNa+1) (a+j+1)(MT(a+1)+ (a+2j+ DI (a+35+1))




76

5. POLINOMIOS ORTOGONALES TIPO LAGUERRE-SOBOLEV

(a+2j+1)(a+j+ DI a+j+1)

M >
j(a+1)

Usando lo probado en los casos (a) y (b) y que A € (0, 1) se tiene

lim (Ada(2) + (1 — N)cao(x)) = +00.

r——00

Finalmente realizando un razonamiento similar al del caso (b), obtenemos

Si M > (Haﬁj)(ﬁfjff(Haﬂ) podria haber 1, 3, 5, ... ceros, pero

aplicando el teorema de Hurwitz a lo mas hay uno, por lo tanto de-
ducimos que en este caso hay un solo cero negativo.

. N .
SiM < (HO‘HJ)(I{K‘IIJ))I (+at)) hodrfa haber 0, 2, 4, . .. ceros negativos.
Pero como sabemos que los polinomios LM tienen a lo més 1 cero

negativo, y utilizando el teorema de Hurwitz concluimos que para este
valor de M no hay ceros negativos.

Si M = <1+a+2ﬂ'>g%aijﬂf)ﬂ(l*a*j) la funcién limite Ad, () + (1 — \)ca.o()

tiene un cero en x = 0.

En estos momentos ya estamos en condiciones de establecer el compor-
tamiento asintotico de los ceros de L%a ") En concreto, damos la asintética
de los ceros reescalados.

. L d ’M
Proposiciéon 5.7 Sean s,;1 < Sp2 < ... < Sy, los ceros de Lﬁla ") En-
tonces,

(a) SiB<2j+a+1,

lim NSp; = dai
n—o0o ’ ’

donde d,; denota el i-ésimo cero real de la funcion d,.

(b) Sip=2j+a+1,

lim NSn; = tai
n—o00 ’ ’

donde t,; denota el i-ésimo cero real de la funcion Ady + (1 — N)ca .

(¢) Si>2j+a+1,

jai

)

lim ns,,; =
n—00 4

donde jo; son los ceros positivos de la funcion J,.
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Demostraciéon: La demostracion de este resultado se obtiene de aplicar
el teorema de Hurwitz, el Teorema 5.1 y la Proposicion 5.6. [

5.5. Experimentacion numérica

Las férmulas tipo Mehler-Heine dadas en el Teorema 5.1 son especial-
mente adecuadas para describir el cero mas pequeno de los polinomios L,({)"M") (x).
Usando el software Mathematica vamos a calcular los cuatro primeros ceros
reescalados de dichos polinomios hasta el grado 600. En las siguientes tablas y
figuras mostraremos ciertas experimentaciones numéricas, prestando especial
atencion a los diferentes casos vistos en la Proposiciones 5.6 y 5.7. También
es importante aclarar que en todos los casos se han tomado la sucesiones de
término general M, = nMB, por comodidad.

Cuadro 5.1: Caso f < 2j+a+1

NSp1 NSp 2 NSn3 NSp 4
n = 50 —16,499895 5,649929 17,916242 35,758173
n = 150 —15,941311 5,787543 18,270102 36,342549
n = 300 —15,808299 5,823032 18,362221 36,498456
n = 600 —15,742730 5,840946 18,408856 36,578796
Limit | dy; = —15,677791 | dy 2 = 5,858974 | dy 3 = 18,455882 | dq 4 = 36,658511

Los valores utilizados son §=2/3, j =3, a =1, M = 10.

En esta primera tabla se observa, de acuerdo con la Proposiciéon 5.6, que
d.(x) tiene un cero negativo. Ademds en las figuras 5.1 y 5.2 podemos ver
estos polinomios y la funcién limite representados. Hay que decir que en la
figura 5.2 se ha realizado un “zoom” para mostrar con mas claridad el primer
cero.

Veamos el caso > 2j + a + 1. De acuerdo con la Proposicion 5.6, para
este caso no hay ceros negativos como se puede ver en la tabla 5.2. Las figuras
5.3 y 5.4 muestran los resultados de esta tabla.

Por dltimo vamos a ilustrar el caso (¢) de la Proposicién 5.6. En esa
Proposicion se probé que la funcion Ad, (z)+(1—XN)c, o tiene un cero negativo

si M > (1+a+2j)(11ﬂ-(i-;_:-1j))jf2(1+o<+j). Si M = (1+a+2j)(llﬂzr;:1j¥2(l+a+j) la funcién
limite tiene un cero en x = 0. Para ello tomaremos los vafores j=2,a=-0,5

y B = 2j+a+1 = 4,5; para estos valores se realizara una experimentacion con
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Figura 5.1: Caso f < 2j +a+1

Figura 5.2: Caso f < 2j+a+1

n=50

n=150

n=300

n=600

Limite

n=50

n=150

n=300

n=600

Limite




5.5. EXPERIMENTACION NUMERICA 79

0.025
f — n=50
0.020 ¢
[ — n=150
0.015F
r —  n=300
0.010 -
r — n=600
0.005 *
r —  Limite
g 12 14 16 18
—-0.005 |
Figura 5.3: Caso 8 > 2j + a + 1
\ﬁ%
\O\Q%; — n=50
| — n=150
L | L L L | I L | L
9.8 10.0 10.4 =300
—  n=600
-0.001 ~
—  Limite
~0.002 -

Figura 5.4: Caso > 2j+a+1
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Cuadro 5.2: Caso >27+a+1

NSy 1 NSp2 nsp3 NSp4

n =50 9,780487 22922033 10,778399 63,406163
n=150 |  10,043227 23,508339 41,798630 64,950778
n=300 | 10,109353 23,662250 12,070188 65,368620

n =600 | 10,142840 23,740411 42,208618 65,582661
Limit | %2 — 10176616 | %2 — 23810393 | %2 — 49 348862 | %54 — g5,800214

2
3,
44
J

Los valores utilizados son =20, j =5, a =3, M = 32.

M = 6 (figuras 5.5 y 5.6), otra con M = (1+a+2j)(11“4(r;j1j)?7r2(1+a+j) = 40152\85 ~

5,60 (figuras 5.7 y 5.8) y finalmente M =5 (figuras 5.9 y 5.10).

Cuadro 5.3: Caso f =27 +a+1,

NSp1 NnSp2 NnSp 3 NSp 4
n=> 0,361472 4,013769 13,273140 29,911532
n =25 0,045234 3,322179 12,692342 27,484004
n = 50 —0,004229 3,265756 12,708104 27,510178
n = 150 —0,037898 3,232452 12,729267 27,562443
n = 300 —0,046386 3,224667 12,735899 27,579910
n = 600 —0,050639 3,220855 12,739418 27,589310
Limit | t 51 = —0,054808 | t_gs2 = 3,217008 | t_o53 = 12,743072 | t_gs5.4 = 27,599156

Los valores utilizados son f =4,5, j =2,a = —-0,5, M = 6.
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03F
7 — n=50
02F
! —  n=150
OJ,; — =300
\ ! Ll ! — n=600
k 1 2 4 5 6
: —  Limite
-0.1F
-02+
Figura 5.5: Caso f =2j+a+1y M =6
0.06 -
N — n=50
- —  1n=150
I ! ! —  n=300
0.1 0.2
—0.02 D —  n=600
_004; —  Limite
~0.06 -

Figura 5.6: Caso f =2j+a+1y M =6
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03F
— n=50
— n=150

— n=300

! 2 3 + 5 6

— 1n=600

—  Limite

—02+

Figura 5.7: Caso B =2j +a+ 1y M = 287

— n=150

— n=300

0.1 02 |— n=600

0 7 —  Limite

-0.04 -

-0.06

Figura 5.8: Caso B =2j +a+ 1y M = 287
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03}
— n=50
0.2
i — n=150
0‘\ —  1=300
& I | I | I I | I I | I I | I I | —_— n:600
r 1 2 3 4 5 6
—  Limite
-0.1}
-02F
Figura 5.9: Caso f =2j+a+1y M =5
0.10 -
L — n=50
- — n=150
0.05; —  n=300
—  n=600
| | | | | - Limite
-0.2 -0.1 0.2

Figura 5.10: Caso f =2j+a+1y M =5
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NSp 1 NSp2 NSy3 NSy4

n=>50 | 0,046939 3,366935 12,798708 27,592451

n =150 | 0,015775 3,332807 12,818347 27,643538

n =300 | 0,007902 3,324785 12,824596 27,660707

n =600 | 0,004400 3,320850 12,827923 27,669958

Limit | t_o51 =0 | t_o52 = 3,316967 | t_o53 = 12,831384 | t_g 54 = 27,679654

Los valores utilizados han sido f =4,5, j =2, a=—0,5, M = 40152\5.
Cuadro 5.5: Caso =25 +a+ 1,
NSp1 NSp2 NSy3 NSp.4

n =50 0,123833 3,536847 12,953595 27,733338
n = 150 0,096668 3,502138 12,971011 27,782683
n = 300 0,089784 3,493918 12,976693 27,799408
n = 600 0,086323 3,489870 12,979735 27,808435
Limit | t_o51 = 0,032864 | t_gs52 = 3.485872 | t_o55 = 12,982011 | t_g5.4 = 27,817907

Los valores utilizados han sido f =4,5, 7 =2, a = —0,5, M = 5.
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