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La estimacion de proporciones en poblaciones finitas tiene un especial interés en distintos
ambitos, tales como el Marketing. Pues en ocasiones, nos puede interesar la proporcion de
compradores que existe en una determinada poblacion. El objetivo de este trabajo consiste
en realizar una revision de las técnicas existentes en la estimacion de una proporcion
poblacional bajo un determinado disefio muestral empleado en la seleccidn de la muestra,
centrandonos principalmente, en aquellas técnicas que hacen uso de la informacion auxiliar

disponible.

Finalmente, las técnicas descritas se emplearan en un estudio de simulacion que nos

permitira analizar cuéles son las més adecuadas.



INTRODUCCION

En el presente trabajo el objetivo que se persigue es la incorporacion de informacion
auxiliar en la estimacion de una proporcion poblacional cuando consideramos una muestra
tomada de una poblacién finita. La proporcion poblacional de un atributo de estudio es un
parametro de gran interés en maltiples disciplinas, tales como la medicina, donde nos
puede interesar la proporcion de pacientes que mejoran su enfermedad mediante un nuevo
tratamiento, la sociologia, donde el interés puede recaer en la proporcion de votantes de
una determinada opcion politica o el marketing, donde el objetivo puede ser la proporcion
de consumidores satisfechos con una determinada marca comercial.

A pesar de ello, el uso de informacion auxiliar en el proceso de estimacion de una
proporcién es un problema menos tratado que el caso de otros parametros como la media,
mediana, etc. En este trabajo se realiza una revision de las principales técnicas existentes
para incorporar informacién auxiliar disponible en la estimacion de una proporcién
poblacional, centrandonos en el método de calibracion y en el uso de modelos de regresion
logistica.

De este modo, el trabajo esté estructurado de la siguiente manera. En el Capitulo 1,
centrado en el marco tedrico del trabajo, introducimos los conceptos basicos necesarios
para abordar el problema de estimacion de un parametro poblacional en muestreo en
poblaciones finitas, conceptos que ampliaremos a lo largo de dicho capitulo, donde se
abordan los conceptos de espacio muestral y disefio muestral, que son de gran importancia
a la hora de realizar estudios muestrales en poblaciones finitas. En este capitulo también se
incluye el concepto de probabilidad de inclusion asociada a un determinado disefio
muestral y la introduccidn de conceptos asociados al muestreo en poblaciones finitas. Para
finalizar, dedicamos el Gltimo punto del capitulo a los conceptos de estadistico, estimador
y sus propiedades. En el Capitulo Il, metodologia, introduciremos los disefios muestrales
gue vamos a considerar en el presente trabajo. Ademas, este capitulo esta dedicado al
objetivo central del trabajo, esto es, la incorporacion de informacion auxiliar en el proceso
de estimacion de una determinada proporcion poblacional mediante estimadores indirectos,
centrandonos en un método nuevo y reciente como es el método de calibracion y en
estimadores basados en modelos de regresién logistica. En el presente capitulo, también se
estudiaran las propiedades tedricas de los estimadores propuestos. Finalmente, para
completar el estudio teorico, en el Capitulo I11, resultados, se incluye un estudio de



simulacion con datos reales extraidos de la Encuesta de Presupuestos Familiares realizada
por el Instituto Nacional de Estadistica (INE) correspondiente al afio 2012, donde se pone
en préactica el uso de los estimadores analizados en el capitulo anterior y donde a través de
los resultados obtenidos, podemos observar que la incorporacién de informacién auxiliar

mejora la eficiencia de las estimaciones de una proporcion poblacional.
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CAPITULO I. MARCO TEORICO

Definicion de concepto de espacio muestral

Nuestra intencion es tomar subconjuntos en U para obtener la informacién que nos permita
realizar buenas inferencias. A cualquier subconjunto de U le llamaremos muestra. El
conjunto de todas las posibles muestras sera el conjunto de todos los subconjuntos de U,
que representaremos por My, y cuyo cardinal es 2, pues consideramos que dos muestras
son iguales si tienen los mismos elementos, y que en principio, no es necesario que los
elementos estén repetidos pues solo nos proporcionan una informacién. A este conjunto le

[lamaremos espacio muestral universal.

Como en general My es un conjunto muy extenso, consideraremos en nuestros estudios
subconjuntos del mismo, M € My que llamaremos espacio muestral, dependiendo del

problema abordado. Los elementos de M se representaran por m.
El conjunto M puede tener diferentes propiedades, veamos algunas,

ser una particion de U. Entonces se denomina espacio muestral particion.

b) tener todas sus muestras con el mismo numero de elementos. En tal caso, se denomina

c)

espacio muestral de tamafio fijo.

contener a cierto subconjunto de U en todas sus muestras. Entonces le Ilamaremos espacio
muestral con elementos prefijados.

En cualquier caso, es deseable, y asi se supondréa en el futuro, que toda unidad poblacional

esté en al menos una muestra.

Por ejemplo, si tenemos la poblacion U={1,2,3}, podemos considerar varios espacios

muestrales,

M:={(3,2), (2,1), (2), (1)}

Mz={(3,2), (1)} (particion).

Ms={(1,2), (1,3), (2,3)} (tamafio fijo n=2)
Ma={(1,2), (1,3), (1)} (con individuo prefijado uy).

El nimero de muestras que tiene el espacio muestral suele Ilamarse tamafio del soporte

muestra, y lo representamos por n(M),

M = {ml,mz, ...,mn(M)}



El nimero de unidades de cada muestra m se denomina tamafio de la muestra o tamafio

muestral y se representa por n(m), tenemos pues,

m= {uil' Ui, vy ul'n(m)}

cuando el tamafio es fijo lo representamos simplemente por n.

1.1.Concepto de disefio muestral

Escogido el espacio muestral, M = {ml, m,, ...,mn(M)}, hay que indicar el modo de elegir
dichas muestras. Como antes indicdbamaos, esta eleccion no se hard de un modo caprichoso

sino regida por las leyes del azar. Para ello basta definir una ley de probabilidad discreta

sobre M,
p():M —[01]
tal que,
p(m) >0 vm €M
Ymemp(m) =1

Ejemplo (Disefio muestral de tamafio fijo uniforme)

Conocido también como muestreo aleatorio simple, lo denotaremos con la abreviatura
MAS (N, n). En este disefio, el espacio muestral lo constituyen todas las muestras de My

que tienen tamaiio fijo n(m) =n. Este espacio muestral, M™, tiene un tamarfio del soporte
igual a () . La distribucion de probabilidad sobre dicho espacio muestral es uniforme,

esto es,

p(m) = % vm € Mn

2. Probabilidades de inclusion

Como indicabamos anteriormente, toda unidad de la poblacién debe de estar en alguna
muestra, pero a veces deseamos que un individuo esté méas veces que otro en las diferentes
muestras que forman el espacio muestral, o deseamos escoger la muestra a través de la
eleccion de individuos, para ello es necesario conocer las denominadas probabilidades de

inclusion.



Seam € M, dada una unidad u;, puede que pertenezca o no a dicha muestra. Para
representar esta situacion definimos la variable indicador de pertenencia a la muestra como
una aplicacion,

I,:Me— {0,1}
tal que,

1 siu,€EmM

vmeM y keU Ik(m)z{o en otro caso

I, es una variable aleatoria definida sobre el disefio muestral (M, p (-)) y su distribucion

viene dada por,

P{l, =0} =1-P{[, =1} (1.2)

Ply=1}= ) pim) = m,
meM

kem (1.2)

Asi, my es la probabilidad de que el elemento k esté en la muestra resultante del
mencionado experimento aleatorio, y se denomina probabilidad de inclusién de primer
orden. Como todo elemento u,, debe estar en al menos una muestra del disefio, ha de
verificarse que myx > 0, Yk € U. Cuando el disefio verifica esta condicion el muestreo

correspondiente se denomina muestreo probabilistico.
Las propiedades de las probabilidades de inclusion son:
Elly] = m
V] = (1 -my) (1.3)

También tiene especial interés el indicador I; definido de modo analogo, pero sobre dos

elementos muestrales,

1 Sl ug,ug Em
0 enotro caso

Ly (M) = {

Se verifica que Ikl = Ik - Il aunque no son independientes. Nuevamente I; es una variable

aleatoria de Bernoulli, Be (m;), siendo,

Ty =Pl =1} = Y mem p(m) (1.4)

k,lem

Las cantidades m; reciben el nombre de probabilidades de inclusion de segundo orden.
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Observemos que,
Cov Iy, )] = E[I ;] - E[I}] E[L,] = myy - T 7y (1.5)
a esta cantidad se le representa por A, y aparece frecuentemente en las expresiones de los
estimadores y sus errores.
Un disefio debera verificar, ademas de r;, >0, Vv, € U, la condicién adicional,
Ty >0 Vel el

pues como Yya veremos, para estos disefios podemos dar estimaciones validas de la
varianza, por ello, un muestreo con estas caracteristicas recibe el nombre de muestreo

cuantificable.

Estadisticos, estimadores y propiedades basicas

En Teoria se emplea el término estadistico para referirse a una funcion real cuyos valores
varian con las diferentes realizaciones de un experimento. Al estar valorada sobre todos los
resultados posibles del experimento, y depender estos del azar, podemos considerar la

correspondiente distribucién del mismo.

Cuando el estadistico se emplea para producir valores que, para la mayoria de las muestras,
estan “proximos” a un parametro desconocido de la poblacion 0(Y) que se desea estimar,

recibe el nombre de estimador.

En este caso, el disefio muestral guarda una estrecha relacion con el estimador e(+) del

pardmetro 6(Y) que deseamos estimar, pues el proceso en la practica sera,

Escoger una muestra m € M, segun la ley de probabilidad p(-).

Dada la muestra m a través de sus unidades, conocer las valoraciones de las variables en
estudio para dicha muestra.

Hacer una valoracion (estimacion) del pardmetro 6(Y) a traves de la valoracion que sobre
los valores muestrales efectue e(:).

Como para cada muestra m € M, el estimador nos proporciona un valor, que representamos
por e(m) de forma resumida, el cual cambiara de muestra a muestra, y dado que cualquiera
de ellos puede tomarse como valoracion de 6(Y), que es Unica, parece que debemos de
pedirle a la funcion e(+) ciertas propiedades para que sus valoraciones estén “proximas” al

verdadero valor de 0(Y).



Al ser e(+) es una variable aleatoria, tendrd una cierta distribucién heredada de p(-) y que
[lamaremos distribucion del estimador en el disefio muestral o, brevemente, distribucion
del estimador en el muestreo.

Al poder elegir entre muchas posibles funciones, emplearemos aquellas cuyos valores
estén mas cerca del verdadero valor y posea menores desviaciones y aunque estos
requerimientos estén formulados un poco difusamente, la estadistica ha estudiado durante
décadas estos problemas, cuantificando estas ideas a traves del concepto de insesgadez y
de error cuadratico medio, disponiendo hoy dia de buenos estimadores e(-) para la mayoria
de los disefios muestrales y para diferentes parametros 0(Y).

La distribucion en el muestro del estimador e(-) es conocida s6lo teéricamente pues en la
préactica desconoceremos los valores de la poblacién (Y;,..., Yy), por ello los parametros
asociados a dicha ley: media, varianza, etc, sélo pueden darse en teoria, y frecuentemente
son funciones de los parametros asociados a la poblacion, por lo que solamente pueden
usarse como indicadores para el comportamiento de dichos estimadores. Los pardmetros
asociados a e(-) como variable aleatoria se determinan del modo usual.

Propiedades de un estimador:

El sesgo de un estimador 8 del parametro 0 se define como,

A

B = E[6]— @ (1.6)

Diremos que un estimador es insesgado para 8 si verifica B(é) = 0 cualquiera que sea el

vector poblacional (Y;,..., Yy).
El error cuadratico medio de 8 respecto a 8 se define como,

ECM (8) = E[(8- 6)7] (1.7)

Si se desarrolla la expresion se obtiene,
ECM(B) = V[A] + [B(D)]?
(1.8)
La anterior igualdad asegura que si el estimador 8 es insesgado, entonces verifica,

ECM[8] = V[0] (1.9)
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Notemos que la insesgadez expresa que la distribucion del estadistico se dispersa entorno
del verdadero valor del pardametro, y el error cuadratico medio nos indica el grado de

dispersion de esta distribucion entorno del verdadero valor del parametro.

Los estimadores que se suelen emplear en la teoria de muestras son estimadores insesgados
0 aproximadamente insesgados, en el sentido de no ser muy importante el sesgo cuando las

muestras son de un tamafio grande.

Entre los diferentes estimadores de un parametro, 8,, 8,.... se escogera aquel que sea
menos disperso en el sentido de tener un menor error cuadratico medio. Si los estimadores

fuesen centrados, la comparacion es mas precisa y esta se efectla a través de las varianzas.

A veces es importante emplear el coeficiente de variacion del estimador 8 que se

define como,

- Jv (1.10)

E[6]

que da una medida mas real de la precision del estimador, al dividir el error por la medida
que estamos empleando. Los efectos que los disefios muestrales pueden tener sobre un
estimador, 8, de un parametro, pueden indicarse a través del cociente que el coeficiente de

variacion tenga en ambos disefios.

Finalmente, destaquemos que aunque la dispersion del estimador 8 esta dada, al menos
tedricamente, a través de su sesgo Yy su error cuadratico medio, basandonos en ellos se
introduce el concepto de intervalo de confianza, que representa un intervalo aleatorio de la
recta real, al estar definido sobre cada muestra, que tiene una probabilidad establecida

(usualmente préxima a la unidad) de contener al verdadero valor del parametro,

IC(m) = [e;(m), es(m)] (1.11)

Donde ¢;(-) y es(-) son dos estadisticos dados, tales que e;(m) < es(m), Vm € M, y dan
los extremos inferior y superior del intervalo de confianza, en funcion de la muestra m

elegida.

La probabilidad P[6 € IC (m)] se conoce de antemano, y recibe el nombre de nivel de
confianza. La probabilidad 1 — P[8 € IC (m)] representa el riesgo que corremos de

equivocarnos, es decir, la probabilidad de que el pardmetro no esté en el intervalo. Como
11



dicho intervalo se determina a partir de la muestra m, y debe depender de los parametros

E[0] y V[8], suelen usarse procedimientos aproximados.

Si la distribucion del estimador 8 es aproximadamente normal, con E[A] = 0, y varianza
V[6], y conocemos un estimador consistente V[A], para V[8], se puede dar como intervalo

de confianza para 6, al nivel de confianza 1 — a, el definido por,

e;(m) = (m) —Zi-q/2" 4 é]

(1.12)
es(m) =6(M) + 21/ V[ 0]
(1.13)
gue usualmente denotaremos por,
(1.14)

é(m) t+ Z1-a/2 " V[ é]

Donde z;_,/ es el cuantil correspondiente, para una variable aleatoria N(0, 1).

CAPITULO Il. METODOLOGIA

Disefios muestrales empleados

En el presente trabajo, destinado a la estimacidn de proporciones, se van a emplear
diversos disefios muestrales en el estudio de simulacién incluidos en el trabajo, para
analizar de una manera mas adecuada las propiedades de los estimadores analizados en el

trabajo.
Los disefios muestrales considerados en el presente trabajo son:

Muestreo Aleatorio Simple (MAS)
Muestreo Sistematico
Muestreo Estratificado

Muestreo con probabilidades de inclusién fijadas (Método de Midzuno)

12



- Muestreo Aleatorio Simple (MAS)

El muestreo aleatorio simple es uno de los disefios mas estudiados, y dadas las propiedades
que posee frente a las estimaciones de parametros y de errores de muestreo, es un disefio
bastante utilizado.

Como ya hemos comentado en apartados anteriores, en este disefio el espacio muestral, M,
estd formado por todas las muestras de tamafio n fijo, y la distribucion de probabilidad p(-)
definida en M es la ley uniforme. Por ello, puede definirse como,

1 i _
p: My ~ [0, 1] tal que p(m) = ™ si n(m) =n

0 si nlm)#n (2.1)
Parametros
Los pardmetros asociados a este disefio muestral son los siguientes,
m=—=f i=1.,N (2.2)
2.3)
_n(@n-1) L (
ij_N(N—l) l ¢]—1,,N

Por lo que es un disefio muestral cuantificable. Y dado que es de tamafio fijo, y que,

1- . .
Aij =Ty — W= -% lL#] (24)
2.5
Ai=fU=f) 29

podemos facilmente tener estimadores no negativos del error.

- Muestreo Sistematico

Hasta ahora hemos considerado una poblacion U = {u,, ..., uy} en la cual sus unidades
estan perfectamente identificadas. Imaginemos la poblacion formada por los asistentes a un
teatro, si deseamos hacer una encuesta sobre las bondades de la representacion,
ciertamente, tenemos numerados los individuos que componen la misma por su billete de
entrada pero al realizar la eleccidn de la muestra en base a él puede ser dificil escoger los

individuos que nos da el mecanismo de azar. Ademas, los individuos son ese dia una

13



representacion de los diferentes individuos que pueden acceder a la funcion a lo largo del
tiempo que la obra esté en cartel.
En estos casos, se suele tomar la muestra usando el denominado muestreo sistematico, que
trata de escoger los individuos de la poblacion, para pertenecer a la muestra, de un modo
directo, seleccionando las unidades mediante una regla sistemética (0 automatica),
partiendo de una eleccion inicial o primaria. Esta regla sistemética nos da siempre la
misma muestra cuando se parte de la misma unidad primaria por ello las muestras
pertenecientes a estos disefios son excluyentes entre si.
Asi, a la salida del teatro podemos fijar la regla de preguntar a una de cada diez personas,
partiendo del tercer individuo que salga inicialmente. Con ello podemos escoger muestras
de la poblacion.
Observemos, no obstante, que ademas de los inconvenientes que presenta el que las
muestras sean excluyentes, en el plano teérico, es importante la regla de eleccién de la
muestra, ya que si la poblacion presenta algun tipo de tendencia puede ocurrir que la
muestra sistematica no sea capaz de recogerla. Por tanto, cuando la poblacion esta
distribuida al azar esta regla sistematica puede dar resultados similares a los que da el
muestreo aleatorio simple, siendo mas facil la eleccion de la muestra.
Un disefio muestral sistematico es un disefio muestral cuyo espacio muestral esta formado
por muestras sistematicas, es decir, las unidades muestreadas se escogen de la poblacion
mediante la eleccion de una unidad de partida y las demas por una regla sistematica de
seleccion.
El disefio sistematico mas sencillo, que denotaremos por MS(N, k) es el disefio sistematico
uniforme de paso k. Se basa en, partiendo de una lista con las unidades de la poblacion,
1,2, ...k, ...,N}

en aplicar el siguiente procedimiento,
Se escoge un numero aleatorio entero y~U[1.. k] siendo k < N un entero determinado de
antemano. El valor de y nos indica la unidad inicial a seleccionar.
Se construye la muestra,

m, ={y,y +ky +2k..} (2.6)

hasta agotar la poblacion.
Si consideramos la siguiente representacion,
N=kn+r,0<r<k (2.7)

14



tendremos que las muestras son de tamafio n si r = 0. Por el contrario, si r > 0 entonces
el tamafio muestral no es fijo, siendon siy < r.

En cualquier caso, existen solo k muestras posibles, que cubren toda la poblacion y que
son mutuamente excluyentes.

Las probabilidades de inclusion son féciles de calcular, y vienen dadas por,

De primer orden.

TT; :% VL-E U (28)

luego es un muestreo probabilistico.
De segundo orden.

S {1/k sii,j pertenecen a la misma muestra
Y 0 en otro caso

Al no ser mr;; > 0, Vi, j, no permite una estimacion inmediata del error de muestreo, es
decir, no es un muestreo cuantificable. Otro inconveniente que presenta este disefio es el
poco control que se tiene del tamafio muestral. En efecto, ya hemos visto que dado un valor
de k, el tamafio de la muestra puede ser n 6 n + 1. Pero ademas, el valor de n puede variar

mucho segun el k que se tome.

Muestreo Estratificado

La ciencia utiliza la homogeneizacion por bloques para obtener mayor precision en sus
estudios, pues de este modo puede controlar ciertos aspectos del experimento, para conocer
la influencia de los mismos en los resultados. Analogamente, se puede realizar en la Teoria
del Muestreo, pues si muestreamos en una poblacion muy heterogénea, se necesita un gran
esfuerzo muestral para obtener cierta precision, muestras que si la poblacion esté dividida
en grupos (bloques o estratos) internamente homogéneos, el esfuerzo de cada grupo sera
minimo, resultando globalmente un esfuerzo menor.

Asi por ejemplo, si deseamos obtener una muestra en la Universidad de Almeria para
conocer la media de horas de estudio que los alumnos han realizado en la pasada semana,
problematica (examenes, horarios de clases, etc) por lo que la muestra sera pequefia en
cada curso. Pero si deseamos cierta precision y muestreamos globalmente, la muestra sera

de gran tamafio para que pueda coger todas las tendencias que existen en las Facultades.
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Ademas de las ventajas de esta homogeneizacidn para reducir el error de muestreo, ya que
a un mismo esfuerzo muestral debe corresponder mayor precision, existen otras ventajas
secundarias que aconsejan la division de la poblacion en estratos:
Facilidad de manejo de los marcos de los estratos.
Procedimientos muestrales mas agiles en cada estrato.
Mejor empleo de informaciones especiales.
En principio es fécil definir una poblacion estratificada, y establecer el espacio muestral y
las probabilidades asociadas, a partir de los disefios muestrales en cada estrato. Esta
division de la poblacién en estratos debera realizarse con algun patron de homogeneidad
para que dicha division aporte alguna informacion util, que produzca una disminucién en el
error de las estimaciones.
Una poblacion U se dice que esté estratificada en L estratos, Uy, Us, ..., Uy, si estos forman
particion de la misma, es decir,
U=Ui, U
UiNnU;=0, Vi #j
Llamaremos N, al nimero de individuos del estrato Uj,, y supondremos N, > 2 para evitar
casos triviales. Se obtiene pues )., N, = N. A los elementos de la poblacion que estan en
el estrato Uj, los representamos por,

Un1) Up2, -+ UpNR
y al cociente N, /N se le llama peso del estrato U,,, representandose por W;,.
Una vez dividida la poblacion en estratos, no se define sobre ella un disefio muestral
directamente, sino de un modo indirecto, pues las muestras se escogen de modo
independiente en cada uno de los estratos, agrupandose posteriormente para producir las
muestras sobre U, siendo esta posibilidad de muestrear en cada estrato la gran ventaja de la
division de la poblacion.
Por ello, se define en cada estrato U,, un disefio muestral d;, = (My, pr,(+)),
independientemente de los demas estratos, obteniéndose en él la muestra m;, con
probabilidad p;, (m;,), estando m;,, compuesta por elementos de U,, Gnicamente.
Si el tamafio de la muestra m;, es n;,, el tamafio de la muestra m seran = ), n;,. Al
cociente n;, /N se le denomina fraccién de muestreo o tasa de muestreo del estrato Uy, y se
le representa por f;,.

Observemos que m;, la probabilidad de que el individuo u; esté en la muestra m, es igual a
nidh, probabilidad de inclusion en la muestra m;, si el elemento u; esta en el estrato Uj,.

16



dp

Analogamente, m;; es igual a rr; i

si ambos elementos estan en U,,. Pero si estan en

estratos diferentes, Uy, y Uy, entonces,
nlk (2.9)

debido a la independencia que existe en la eleccion de la muestra.

Cuando no exista posibilidad de confusion, nos referiremos a la matriz del disefio

II = (m;;) sin utilizar superindices.

Por consiguiente, definida la estratificacion de la poblacion y el disefio muestral en cada
estrato, tenemos establecido el disefio muestral de la poblacion completa, y trabajamos con
él en el modo usual para realizar la estimacion de pardmetros, aunque como veremos, Nos
conduce a una mixtura de las estimaciones que podriamos realizar sobre los parametros en
cada estrato, como si fuera una poblacién independiente. Asimismo, obtendremos

estimacion de los errores globales a partir de los errores en los estratos.

Disefio muestral aleatorio simple estratificado

En el caso de que en cada estrato se realice un muestreo MAS (N, ny,), se dice que el
disefio muestral es aleatorio simple estratificado, y se denota
MASE(N,n,L,{Np,np}p=1...) Este disefio es uno de los mas empleados pues la
estratificacion suple a veces el empleo de probabilidades variables, por ello vamos a
calcular los estimadores y sus errores.

Para el estrato U;,, tendremos,

np(Mp—1) (2.10)

h
h _ , nh =
J Nh(Nh_1)

A lo largo del presente trabajo, cuando se haga mencidn al muestreo estratificado,
entenderemos que estamos hablando del muestreo aleatorio simple estratificado.

Muestreo con probabilidades de inclusién fijadas (Método de Midzuno)

Hasta ahora hemos impuesto para nuestro problema un disefio muestral en relacion al cual
estudiamos el estimador que mejor se adecua al pardmetro que deseamos estimar, viendo
las ventajas e inconvenientes de llevar el mismo a la préactica. Asi, hemos estudiado los

disefios muestrales aleatorio simple y sistematico.
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Sin embargo, partiendo de la base de que vamos a emplear un disefio muestral
cuantificable, podemos intentar determinarlo de manera que tengamos menor error de
muestreo.

Teniendo presente la expresion de la varianza de los estimadores lineales, podemos optar
por dos caminos, actuando en ambos sobre las probabilidades de inclusion:

Buscar disefios “equivalentes” a uno dado.

Hacer T, o« Y.

El problema en ambos casos es determinar un disefio muestral que tenga las probabilidades
de inclusion deseadas, y que sea facil de llevar a la préctica.

El primer camino (a) conduce a los llamados disefios 6ptimos, pues mediante técnicas de
programacion matematica pueden determinarse disefios muestrales (M, p(-)) tales que
tengan alguna propiedad deseable para las muestras pertenecientes al espacio o incluso
para las propiedades que se le asignan. La ventaja que ofrece esta metodologia es la de
poder proporcionar disefios equivalentes, con gran facilidad.

El segundo camino (b ) conduce al empleo de informacién adicional para la determinacién
de las probabilidades de inclusion, pues de otro modo es utdpico poder fijar los valores de
la variable que deseamos investigar.

Supongamos que para la poblacién en estudio, U = {1,2, ..., N}, conocemos los valores de
una variable, X = (X, X5, ..., Xy), que denominamos auxiliar, la cual creemos que esta
fuertemente correlacionada con la variable Y, que deseamos estudiar. Si por ejemplo,
queremos estudiar el nimero medio de asignaturas cursadas por los alumnos en el presente
curso, podemos tomar como variable auxiliar las asignaturas a las que se presento de
manera efectiva el curso anterior.

De este modo, si nuestro disefio muestral es de tamafio fijo, n, podemos suponer m; o X,

y dado que,
YN_me=m  con O<my<1 k=12,..,N (2.11)
ha de ser,
_ X _ (2.12)
Ty Z’,XZle k 1,2, ,N

Donde X, debe verificar,
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N
0<nXg < RZXR k=12..,N (2.13)
=1

para que los valores m;, sean aceptables. Esta suposicion se mantendra a lo largo de nuestro
estudio.
En caso de que la variable Y}, esté muy dispersa, es posible que X, también lo esté, por lo
que puede ser dificil que se verifique la condicidn anterior para todos los valores de k. En
este caso, se puede incluir en la muestra a todos aquellos individuos que no verifiquen la
misma, es decir, hacer ;=1 para ellos, y realizar el muestreo sobre los restantes
elementos. En caso de que hubiera un gran nimero de individuos en relacion a la muestra,
se puede dividir la poblacion en grupos homogéneos en relacion al tamafio de la variable
X, y realizar el muestreo en cada grupo.
A aquellos disefios muestrales cuyas probabilidades de inclusion de primer orden
verifiquen la condicion,

T X Xj VkeU
se les denominaréa disefios muestrales con probabilidades de inclusion proporcionales al
tamafio, denotandolos como IIPS(n, N, X), o simplemente IIPS.
A continuacion se imponen las propiedades del disefio muestral,
Las probabilidades de inclusion de segundo orden sean de facil obtencidn, y verifiquen las
probabilidades,

T >0,  Vk,l (2.14)

Ty — Ty < 0, vk, Lk #1 (2.15)

para asegurar la existencia de buenos estimadores del error de muestreo.

El disefio muestral sea de facil manejo, es decir, que podamos obtener las muestras de un
modo sencillo, aplicando un proceso probabilistico de poco calculo.

A pesar de la dificultad que presentan estos métodos, tienen la ventaja de proporcionar
generalmente menor error de muestreo y buenas estimaciones del parametro.

No obstante, existen otras estrategias en el planteamiento del problema, que conducen a
otros disefios muestrales para diferentes tipos de estimador. Muchas de estas alternativas se
basan en el muestreo con reemplazamiento, por lo que se fija a priori la probabilidad p, de

escoger al elemento k-ésimo en cualquier etapa, tomandose comunmente p;, « X;, por lo
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que reciben el nombre de disefios muestrales con probabilidad de eleccion proporcional al
tamafio, PPS(N, n, X). Estos métodos son de facil realizacion pero tienen la dificultad de

dar estimaciones del error menos precisas que los anteriores.

Metodo de Midzuno (1952)
El siguiente esquema descrito, expone la obtencion de una muestra usando probabilidades
proporcionales al tamafio. Para extraer una muestra de tamafo n se sigue en dos pasos,

1. El primer elemento se extrae con probabilidad variable,

__ X _ (2.16)
ai_T(X) i=12,..,N

2. Los restantes elementos se extraen mediante un disefio MAS(N — 1,n — 1), a partir de la

poblacion obtenida eliminando el elemento extraido en el paso anterior.

Con ello,
ni=ai+(1—ai)z;_i=%ai+% (217)
n—1 n—1 n—1n-2 (2.18)
G v il Gl ) s s i
n 1[N n( )+n—2 y
N—1lN—2\ T Y Ty 5 7
Y con estos valores se tiene,
N-—n n—1 (2.19)
Aij= —m[(l\] —n)a'l-a']- + (1 —a; — aj)m] <0

5. Estimadores de calibracion

5.1.Definicion del estimador de calibracion

Dada una muestra s de tamafio n extraida de una poblacion finita U = {1,2, ..., N} de
tamafo N, mediante un determinado disefio muestral d, con probabilidades de inclusion de
primer y segundo orden m;, y 1y, que consideraremos estrictamente positivas. Dado un
atributo de estudio A definido en la poblacion U, de forma que A;=1 cuando una unidad k
de la poblacién U presenta el atributo A y A, =0 en otro caso. La proporcion de la
poblacion que presenta el atributo A en la poblacién U viene dado por:

1
Pa=y 2 Ak (2.20)

keu
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Para su estimacion, podemos considerar el estimador Horvitz- Thompson dado por

Pay = %Z di Ay (2.21)
k€U

donde d;, = 1/my.
Si consideramos un atributo auxiliar B en el que el valor By, es conocido para toda unidad
k en la muestra s y de forma que Pz también es conocido, resulta que el estimador de
Horvitz-Thompson no puede incorporar la informacion proporcionada por el atributo B en
el proceso de estimacion de la proporcién del atributo A. Una manera de incorporar
informacidn auxiliar en el proceso de estimacion es mediante el reemplazamiento de los
pesos basicos dj, por nuevos pesos wy, usando técnicas de calibracion.
La calibracion es un método reciente que sirve para la incorporacion de informacion
auxiliar (Sarndal, 2007) por las siguientes razones:

- Proporciona una forma sistematica de incorporacion de informacion auxiliar
disponible.

- Es un medio de obtener estimaciones consistentes para las variables auxiliares con
totales conocidos.

- Esusado por agencias de estadistica para estimar diferentes parametros de
poblaciones finitas. Varias agencias nacionales de estadistica tienen softwares
desarrollados y disefiados para calcular medidas de calibracion basadas en
informacidn auxiliar disponible en registros de poblacion y otras fuentes. Dichas
agencias incluyen CLAN (Estadistica de Suecia) y BASCULA (Oficina Central de
Estadistica, Paises Bajos).

Siguiendo a Deville y Sérndal (1992), para obtener un estimador de calibracién para el
atributo A basado en el atributo B, calculamos los nuevos pesos w; minimizando la
distancia chi-cuadrado

x =y Lo (2.22)
e~ drqx '
sujeto a la condicion
1 1
Po= i ) Be=gy ) @by (223)
keU kes
donde g, son constantes positivas conocidas no relacionadas parad, y 0 < Pz < 1.
Al minimizar
y= Z (Wi — wi)?
~ /. doa. (2.24)
— drqx
sujeto a la condicion
1 1
Po= 3y ) Be=y ), B (2.25)
keU kes

los nuevos pesos wy, vienen dados por:
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Adyqy By

Wi = di +— (2.26)

donde A denota al multiplicador de Lagrange, dado por
N2(Pg — Pgy)

1=
Ykes Ak Qi B

(2.27)
y Py es el estimador Horvitz- Thompson usual para el atributo B.

Con los nuevos pesos de calibracion (2.26) y asumiendo que }.xes dxqxBx # 0, el
estimador obtenido es:

12 = (PB Pgy)
=— ) wirld, =P Zd qxBiA
NkES KAk = Pan + S ees dediBr kqrk DAk (2.28)

Por (2.25), cuando el nuevo estimador es aplicado para estimar la proporcion poblacional
del atributo B, coincide con Ps.

5.2. Propiedades del estimador propuesto
Siguiendo a Deville and Sarndal (1992), podemos demostrar que el estimador Py, es
asintéticamente insesgado para PA Yy Su varianza asintética dada por

2.29
AV (Paw) = Z Z Ay (diEx)(diEy) (2.29)
k€U leU
donde
A= 1y — ey Ey = A — D - By (2.30)
y
D= Yikev Qi BrAr
Yikeu Qi B (2.31)
Un estimador para esta varianza es
V(P Z Z —(drer)(d;e
(Paw) = ves Laes T ( Ker)(dier) (2.32)
Ykes Ak BrAk
cone, = Ay — By, - D and D = =kes KikTk
%k k ke Ykes dkdkBr
Ejemplo. Bajo SRSWOR'Y g, = 1 para todo k € U el estimador P,y es:
PN R P
Paw = Da+ (Pp — = (2.33)

B

donde
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R 1 R 1 R 1
Pa = ;ZkegAk? Pp = ;2k6s By Y Dap= ;ZkESAkBk (2.34)

Seglin Rueda et al (2007), el estimador P,y tiene el mismo comportamiento asint6tico que:
Pavw =Pa+ (Ps — D) D = Pa+ (Ps — D) - 22 con Pyp = —ZRESAkBk (2.35)

Asi

AV(pAW) = V(pAVW) =V(Pa) + D? V(ﬁB) —2DCov(Py, Dp) =

_A=-fH N P
— —[PAQA i:) Paa —2(57) (Pas - PAPB)] (236)
donde Q, =1—-P,; Qg =1—Pgand f =—. Estavarianza puede ser estimada por
. 1- 2
V(Paw) = f[PA da t+ :) " Deds —2< )(pAB ﬁAﬁB)] (2.37)
con
= ~Tkes(1 = A1) Y @ = = Zwes(1 = Bi) (2.38)

Ahora bien, bajo muestreo aleatorio simple, el estimador de Horvitz-Thompson cumple la
propiedad p, = 1 — §4. Esta propiedad tiene importancia en el ambito de estimaciones de
proporciones pues equivale a que el estimador p, tiene el mismo comportamiento con
respecto a Pa que el estimador g, con respecto a Qa. Esta propiedad recibe el nombre de
propiedad complementaria y en general, el estimador P,;,, no cumple esta deseable
propiedad.

Una primera alternativa, sélo valida para muestreo aleatorio simple, para obtener un
estimador calibrado que satisfaga la propiedad anterior consiste en hacer uso de la
siguiente condicion:

1
QB=1_PB=NZwk(1_Bk)

&~ (2.39)
El resultado del estimador, aceptando que gz # 0, puede estar expresado por
Qaw = Ga+ (Qz — Gp) - Zap (2.40)
con
(2.41)

1
Qa = > (1= B - 4)

kes

De la misma manera como con el estimador P, en el ejemplo, la varianza asintética de

Q 4w Viene dada por:
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1-f) N
n N-1

[PAQA . (%)2 Pr0n 2 (QAB> (Qup — QAQB)] (2.42)

AV (Qaw) = G %

y tenemos que AV (Pyy ) < AV(Py,) cuando ocurre:
Pup < % (2.43)

Pg  Qp

Por lo tanto, asintoticamente, un estimador més eficiente para la proporcion de poblacién
Py es

pAW SI: p:qB<q,i4;Béq\B=0
P = PB 4B
AT —

P Pas > 328 4 s = 0

(Y] 4B

Teniendo en cuenta que la varianza asintGtica de P,y es
I PAB QAB
" AV (P, Sl — < —
AV (Pyr) = (Paw) 51 57 <,

AV(P,,) enotro caso

La segunda alternativa, para obtener un estimador calibrado que cumpla la propiedad
complementaria, es considerar un estimador calibrado que minimice la distancia (2.24)
sujeto a las condiciones:

y de igual forma que con el estimador P, se obtiene que el nuevo estimador calibrado
P, viene dado por:

pAR=PAH+(PB_PBH)'BI+(QB_QBH)'BZ (2.44)

donde

Dkes Ak qrBrAk _ Ykes diqQr (1 — Br) Ay

— ZkesThdlTkTk . g
! Ykes i qrBr ? Ykes drQre(1 — By) (2.45)

ooy

El nuevo estimador asi obtenido, si cumple la propiedad complementaria. En cuanto al
comportamiento asintético del estimador, podemos decir que es asintéticamente insesgado
y Su varianza asintotica viene dada por:

~ 1
AV(PAR) = mz Z Ay (di U (d,U))

keU leUu (2‘46)
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dondeUk:Ak—Bl'Bk—BZ'(l—Bk)y

Ykev 9k Br Ak ] _ 2kev 9k (1 — Bi)Ay

B, = ; =
! Yikes Q1B z Ykev qr(1 — By) (2.47)

la cual puede ser estimada mediante:
V(P z Z — (dug)(dju
(AR) ves Laies T ( ki) (diuy) (2.48)

donde uk:Ak—Bl'Bk—Bz'(l—BR)

Una de las alternativas posibles a la hora de incorporar la informacion auxiliar en la
estimacion de una proporcion, es considerar el empleo de modelos de regresion logistica.
Puesto que el atributo de estudio A, es una variable dicotdmica, parece mas natural
considerar un modelo de regresion logistica para incorporar la informacion auxiliar, que en
este caso consideraremos que viene dada en forma de vector de variables auxiliares de
dimension P,

J_C)k = (xlk,XZk,...,ka) (249)
que es conocido para todas las unidades de la poblacion U y donde las variables que lo
componen, pueden ser de tipo dicotomico o bien de tipo continuo.

De este modo, al ser el valor del vector conocido para todas las unidades podemos
considerar el modelo dado por:

_ N &Xp (%)
Pl = P = ) e ) (250

y 3 es un estimador del parametro de regresion logistica 3.
Asi, con este modelo tenemos el estimador LGREG, que viene dado por:

_ Zpl Z — pli
ALGREG k (2.51)

Cuya varianza asintética viene dada por:

AV(PALGREG) =— z z Ay (di Hy)(diH) (2.52)

keU leU
donde Hk = Ak — plk

Finalmente, podemos emplear conjuntamente el método de calibracién y los modelos de
regresion logistica para obtener un nuevo estimador. Para ello, consideraremos la
minimizacion de la distancia (2.24) sujeto a la condicién de calibracion:
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o

1 1
L:N'Zplkzﬁ'zwk'plk

keu k€eS

El estimador asi obtenido viene dado por

~ 1 . (PL - P,
Pyp = Nz WAy =Ppp+——— - Z A qrpliAk

Ykes Ak qrply

kes kes

donde P, denota el estimador de Horvitz-Thompson para la variable pl,,

El estimador P, tiene por varianza asintotica

- 1
AV(Pyp) = mz Z Ay (deMy ) (di M)

keU leU

donde
My = Ag — G - ply
y
G = Ykeu APl Ay
Ykev APl

la cual puede ser estimada por

PN A
V(Byp) = E E = (dxmy)(dymy)
kes lesTC

kl

A A _ ZkesdrqrPleAk
con my, =4, — G- pl G === ek
k k Pl ¥ Ykes Ak qrpli

CAPITULO I1l. RESULTADOS

Estudio de simulacion

En este apartado, se ha llevado a cabo un estudio de simulacion para analizar el

(2.53)

(2.54)

(2.55)

(2.56)

(2.57)

(2.58)

(2.59)

comportamiento de los estimadores indirectos de proporciones analizados en el apartado

anterior. El estudio de simulacion ha sido programado en Rgui, y ha sido necesario

desarrollar codigo nuevo para poder computar los estimadores a comparar.
Concretamente, la poblacién empleada en el estudio de simulacion se corresponde con una
poblacion real de N=21800 familias espafiolas, cuyos datos han sido extraidos de la Encuesta

de Presupuestos Familiares realizada por el Instituto Nacional de Estadistica (INE)

26



correspondiente al afio 2012 y donde hemos considerado como variable de estudio
A=“Régimen de tenencia de vivienda” de manera que el atributo A toma el valor 1 para una
familia con vivienda en propiedad sin hipoteca, y 0 para el resto de casos, esto es, nuestro
objetivo es estimar la proporcion P, de familias con vivienda en propiedad sin hipoteca y
donde hemos considerado las siguientes variables auxiliares:

B,;=“Estudios del sustentador principal”. Atributo que toma el valor 1 para aquellas familias
cuyo sustentador principal tiene estudios superiores y 0 en el resto de casos.

B,="Tipo casa”. Atributo que toma el valor 1 para aquellas familias con un piso o casa media
y cero para el resto de casos.

X3=“Gastos totales anuales familiares”. Variable numérica que indica el gasto anual de la
familia.

Xs;=“Ingresos mensuales familiares”. Variable numérica que indica los ingresos mensuales de

la familia.

De este modo, los estimadores calibrados P,y,, Par Y P4r que solo consideran un atributo
auxiliar, fueron obtenidos empleando el atributo B; correspondiente al nivel de estudios del

sustentador principal.

En el caso de los estimadores Pyp Y Pycrec, basados en modelos de regresion logistica, hemos

empleado todas las variables auxiliares en su construccion.

Para llevar a cabo el estudio hemos considerado los disefios muestrales descritos en el

Capitulo II, esto es:

o Muestreo Aleatorio Simple (MAS)

° Muestreo Sistematico
. Muestreo Estratificado
. Muestreo mediante método de Midzuno

donde en el muestreo estratificado hemos empleado como estratos las comunidades
autonomas a la que pertenece cada familia y en el muestreo de Midzuno, hemos empleado la
variable "Edad del sustentador principal® como variable para la definicién del disefio

muestral.

Con cada uno de los disefios muestrales, hemos seleccionado 10000 muestras para cuatro
tamarfios muestrales distintos. Concretamente, los tamafos considerados fueron n=500, n=550,

n=600 y n=650, excepto para el muestreo sistematico, donde hemos considerado, en lugar del
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tamario muestral, cuatro pasos distintos, paso k=70, k=60, k=50 y k=40. De este modo, para
cada estimador disponemos de 10000 estimaciones distintas de la proporcion Pa con los

cuatro tamafios muestrales considerados.

Para evaluar el comportamiento de los estimadores propuestos despues de haber realizado las
simulaciones, es necesario tener en cuenta criterios para evaluar el rendimiento de los
resultados obtenidos. La comparacién de los resultados simulados con los verdaderos valores
utilizados para simular los datos proporciona una medida del comportamiento y la precision
de los estimadores en el proceso de simulacion. Las medidas consideradas deben incluir una
evaluacion del sesgo y una evaluacion de la eficiencia. Los métodos que resultan en una
estimacion insesgada con gran variabilidad o en una estimacion sesgada con poca variabilidad
pueden ser considerados de poca utilidad practica. Consideremos ahora las medidas de

rendimiento mas utilizadas.

Evaluacion del sesgo. El sesgo es la desviacion de una estimacién respecto de la verdadera
cantidad a estimar, y puede indicar el rendimiento de los métodos que se esta evaluando. Una
evaluacion del sesgo es la diferencia entre la estimacién promedio y el verdadero valor. Otro
enfoque consiste en calcular el sesgo como un porcentaje del valor real, supuesto que el valor
verdadero no es igual a cero. El sesgo como porcentaje puede ser mas informativo que el
primer enfoque. Un sesgo normalizado superior a 40 por ciento en cualquier direccion tiene

un impacto adverso apreciable sobre las tasas de eficiencia y error.

Evaluacién de la precision. El error cuadratico medio proporciona una Gtil medida de la

precision global, ya que incorpora medidas de sesgo y de la variabilidad.
El comportamiento de cada estimador se ha medido y comparado a través del sesgo relativo
(RB)

10000

sy i 1 NGl
RB(PA)_PA 10000 Z (7 PA)] (3.1)

r=1

y de la eficiencia relativa (RE)

EcM(B,) (3.2)

RE(P,) = ——~4/_
(Pa) ECM (Buyr)

siendo ECM el error cuadratico medio de un estimador definido como:
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10000

5y_ L 5 2
ECM(B,) = oo ; (PA —PA) 03

donde P, es un estimador cualquiera de la proporcion poblacional considerada y donde PA(T)
es la estimacion r-ésima realizada con el estimador P,, esto es, la estimacion llevada a cabo
con el estimador mediante la muestra r-ésima tomada. La eficiencia relativa RE es la
eficiencia relativa de cada estimador con respecto al estimador de Horvitz-Thompson. Un
valor de RE>100 significa que el estimador es ineficiente con respecto al estimador de

Horvitz-Thompson.

En la tabla 1 podemos examinar los resultados obtenidos con muestreo aleatorio simple para

todos los tamafnos de muestra considerados

Tabla 3.1

Tamafio de muestra n=500

Estimador | YHT AW AT AR AP AGREG
RB 0.00058 | -0.00043 | -0.00040 | 0.00057 |-0.00051 |-0.00051
RE 1 1.16261 | 1.14544 | 1.00272 |0.97914 | 0.97895

Tamafio de muestra n=550

RB 0.00025 | 0.00036 | 0.00038 |0.00026 |0.00027 | 0.00027

RE 1 1.15535 | 1.13894 |0.99977 |0.97021 | 0.97013

Tamafio de muestra n=600

RB -0.00039 | -0.00043 | -0.00039 | 0.00037 | -0.00042 | -0.00042

RE 1 1.14921 | 1.13462 | 1.00212 | 0.96456 | 0.96451

Tamafio de muestra n=650

RB 0.00045 | 0.00056 | 0.00057 |0.00045 |0.00051 | 0.00051

RE 1 1.16483 | 1.14988 | 1.00255 | 0.97076 | 0.97069

Los resultados obtenidos con muestreo aleatorio simple son satisfactorios desde el punto de

vista del sesgo relativo, pues para todos los estimadores y para todos los tamafios muestrales

considerados el sesgo es practicamente despreciable. No ocurre lo mismo desde el punto de

vista de la eficiencia, pues en este caso los estimadores calibrados Py, Pir Y P4r SON menos
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eficientes que el estimador de Horvitz-Thompson y solamente los estimadores basados en
modelos de regresion logistica Psp Y Pacrec SON l0s que presentan una eficiencia mejor que el
estimador de Horvitz-Thompson, si bien la ganancia en eficiencia conseguida por estos
estimadores es minima, produciéndose en el mejor de los casos una mejora en la eficiencia en
torno al 3%. Asi, el uso de informacion auxiliar mediante estos estimadores con muestreo

aleatorio simple no es del todo eficiente

En la tabla 2, podemos observar los resultados obtenidos con muestreo sistematico. Al igual
que ocurre con el muestreo aleatorio simple, los sesgos obtenidos con todos los estimadores es
practicamente nulo, si bien en este caso la eficiencia relativa presenta unos mejores resultados
con respecto al muestreo aleatorio simple, pues en la mayoria de los casos los estimadores
calibrados si hacen un uso eficiente de la informacion auxiliar y presenta una eficiencia
relativa ligeramente mejor que el estimador de Horvitz-Thompson, con una ganancia en torno
al 10% en el mejor de los casos. Por otro lado, los estimadores basados en modelos de
regresion logistica mejoran también y presentan una eficiencia superior al estimador de

Horvitz-Thompson, con una ganancia de aproximadamente un 13%.

Tabla 3.2

Paso de la muestra k=70

Estimador | YHT AW AT AR AP AGREG
RB 0.00051 | 0.00072 | 0.00040 | 0.00047 |-0.00107 |-0.00109
RE 1 1.25732 | 1.22499 | 1.00483 | 0.91303 | 0.91287

Paso de la muestra k=60

RB -0.00014 | -9.67-10" | -0.00030 | 0.00016 | -0.00038 | -0.00038

RE 1 1.22429 |1.19178 | 0.97300 | 0.96862 | 0.96840

Paso de la muestra k=50

RB 0.00044 | -0.00034 | -0.00029 |-1.33-10°]3.18:10° | 4.23-10°

RE 1 0.98110 |[0.97708 | 0.99457 |0.91301 | 0.91350

Paso de la muestra k=40

RB 0.00041 | 0.00047 | 0.00052 | 0.00037 |-0.00041 |-0.00043

RE 1 0.92566 | 0.89522 | 0.90167 |0.87934 |0.86773
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En los resultados correspondientes a muestreo estratificado (Tabla 3), podemos observar
como el empleo de informacion auxiliar mejora sustancialmente las estimaciones, no solo ya
en el caso de los sesgos que siguen siendo practicamente nulos, sino también con respecto a la
eficiencia, donde la ganancia de los estimadores calibrados P,y,, Par Y Psr €S ya bastante
considerable con un méaximo de mejora en torno al 25%. De igual forma, los resultados
obtenidos con los estimadores P,p Y Pycrpe Mejoran con respecto a los muestreos anteriores
presentando una eficiencia relativa mejor que la del estimador de Horvitz-Thompson en un

30% aproximadamente.

Tabla 3.3

Tamafio de muestra n=500

Estimador | YHT AW AT AR AP AGREG
RB 0.00051 | 0.00046 | 0.00042 | 0.00052 |-0.00051 |-0.00052
RE 1 0.95772 |0.92871 | 0.90573 | 0.88344 | 0.87266

Tamafio de muestra n=550

RB -0.00044 | -0.00047 | -0.00043 | 0.00036 | -0.00037 | -0.00037

RE 1 0.90269 |0.87861 | 0.84448 | 0.80278 | 0.80250

Tamafio de muestra n=600

RB -0.00034 | -0.00040 | -0.00035 | 0.00032 | -0.00032 | -0.00032

RE 1 0.87558 | 0.83934 |0.78385 | 0.75772 | 0.74588

Tamafio de muestra n=650

RB 0.00031 | 0.00027 | 0.00032 | 0.00028 |-0.00031 |-0.00031

RE 1 0.82481 | 0.79960 | 0.72581 |0.70377 |0.70221

Los resultados obtenidos mediante el muestreo por método de Midzuno vienen recogidos en
la Tabla 4
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Tabla 3.4

Tamafio de muestra n=500

Estimador | YHT AW AT AR AP AGREG
RB 0.00048 | 0.00049 | 0.00046 |0.00043 |0.00037 | 0.00037
RE 1 0.90552 |0.90172 | 0.89288 | 0.87266 | 0.86899

Tamafio de muestra n=550

RB -0.00042 | -0.00041 | -0.00040 | -0.00038 | 0.00035 | 0.00035

RE 1 0.89114 | 0.86227 | 0.80284 | 0.78728 | 0.78175

Tamafio de muestra n=600

RB -0.00035 | -0.00033 | -0.00032 | 0.00030 |-0.00031 |-0.00031

RE 1 0.83475 |0.81285 | 0.74276 |0.72017 | 0.71990

Tamafio de muestra n=650

RB 0.00032 | 0.00027 | 0.00025 |0.00026 |-0.00029 |-0.00029

RE 1 0.80904 |0.79122 | 0.68335 | 0.65488 | 0.64883

En este caso, los resultados obtenidos mejoran incluso con respecto a los obtenidos con
muestreo estratificado, es decir, con el muestreo mediante método de Midzuno la
incorporacion de informacion auxiliar mediante estimadores indirectos mejora notablemente
la eficiencia de las estimaciones. Asi, podemos ver que los estimadores P,p Y Pacree Siguen
ofreciendo los mejores resultados con una mejora en la eficiencia del 35% aproximadamente
en el mejor de los casos con respecto al estimador de Horvitz-Thompson y los estimadores
calibrados Py, Par Y Par presentan una mejora del 30% aproximadamente. Los sesgos, al

igual que el resto de casos, siguen siendo practicamente nulos para todos los estimadores.

CONCLUSIONES

En este trabajo hemos abordado el problema de la estimacion de una proporcién poblacional
en el ambito del muestreo en poblaciones finitas. La proporcién poblacional de un atributo es

un parametro de gran interés en maltiples disciplinas, si bien la incorporacion de informacion
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auxiliar en la estimacion de dicho parametro es un problema menos estudiado que el caso de
otros parametros de interés como la media. El presente trabajo realiza una revision de las
principales técnicas para incorporar la informacion auxiliar en el proceso de estimacion de
una proporcion poblacional centrdndose principalmente en el método de calibracion y en
modelos de regresion logistica, que permiten obtener estimadores indirectos para el parametro
estudiado de una manera eficiente. También, el trabajo incluye un estudio de las propiedades
teoricas de los estimadores indirectos considerados e incluye un estudio de simulacién para
analizar el comportamiento de estos estimadores desde un punto de vista practico, en donde
podemos comprobar que estos estimadores no s6lo poseen buenas propiedades tedricas sino
que también producen una mejora en la eficiencia de las estimaciones, es decir, la
incorporacion de informacion auxiliar mediante los estimadores considerados se realiza de

una manera eficiente.

33



BIBLIOGRAFIA

Alvarez, E., Arcos, A., Gonzalez, S., Mufioz, J.F., & Rueda, M. (2013). Estimating
population proportions in the presence of missing data. Journal of Computational and
Applied Mathematics. 237, 470-476.

Cassel, C.M., Sarndal, C.E., & Wretman, J.H. (1977). Foundations of inference in survey
sampling. New York , Wiley.

Deville, J.C., & Séarndal, C.E. (1992). Calibration estimators in survey sampling. J. Am. Stat.
Assoc. 87, 376-382.

Duchesne, P. (2003). Estimation of a proportion with survey data. Journal of Statistics
Education. [On line], 11.

Fernandez, F. R., & Mayor, J. A. (1995). Muestreo en poblaciones finitas: curso basico.

Barcelona, Ediciones Universitarias de Barcelona (EUB).

Lehtonen, R., & Veijanen, A. (1998) Logistic generalized regression estimators. Survey
Methodology. 24, 51-55.

Mufoz, J. F., Arcos, A., Alvarez-Verdejo, E., Rueda, M., & Martinez-Puertas, S. (2011)
Estimators and confidence intervals for the proportion using auxiliary information with
applications to the estimation of prevalences. Journal Of Biopharmaceutical Statistics.
1,1-32.

Rueda, M., Martinez, S., Martinez, H., & Arcos, A. (2007). Estimation of the distribution
function with calibration methods. Journal of Statistical Planning and Inference. 137,
435-448.

Rueda,M., Mufioz, J.F., Arcos, A., & Alvarez, E. (2011). Estimators and confidence intervals
for the proportion wusing binary auxiliary information with applications to

pharmaceutical studies. Journal of Biopharmaceutical Statistics. 21, 526-554.

Sérndal, C.E. (2007). The calibration approach in survey theory and practice. Survey
Methodology. 33, 99-119.

Sérndal, C.E., Swensson, B., & Wretman, J. (1992). Model Assisted Survey Sampling. New
York, Springer.

Singh, S. (2003). Advanced sampling theory with applications: How Michael “selected”. The
Netherlands, Amy. Kluwer Academic Publisher.

34



Wu, C., & Sitter, R. (2001). A model-calibration approach to using complete auxiliary
information from survey data. Journal of the American Statistical Association. 96, 185-
193.

35



