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Introduccion

Escribe Terence Tao en la entrada [62] de su popular blog What’s new:

«The fundamental notions of calculus, namely differ-
entiation and integration, are often viewed as being
the quintessential concepts in mathematical analysis,
as their standard definitions involve the concept of a
limit. However, it is possible to capture most of the
essence of these notions by purely algebraic means (almost
completely avoiding the wuse of limits, Riemann sums,
and similar devices), which turns out to be useful when
trying to generalise these concepts to more abstract
situations in  which it becomes convenient to permit
the underlying number systems involved to be something
other than the real or complex numbers, even if this makes many standard analysis
constructions unavailable. For instance, the algebraic notion of a derivation often
serves as a substitute for the analytic notion of a derivative in such cases, by abs-
tracting out the key algebraic properties of differentiation, namely linearity and the
Leibniz rule (also known as the product rule).»

Efectivamente, en nuestra formacién como matematicos aprendemos que se puede
definir la derivada en otros ambientes aparte del analitico. Por ejemplo, definimos
la derivada formal de un polinomio con coeficientes en un cuerpo (en el que puede
no tener sentido el concepto de limite) y esta derivada formal resulta muy 1til
para detectar la existencia de raices multiples. En Geometria Algebraica la derivada
formal proporciona, como en el caso geométrico-analitico, el espacio tangente de
una variedad, y el estudio local de la variedad a través del espacio tangente en un
punto es una técnica muy usada. Sin embargo, como contintia Tao en su entrada:
«Abstract algebraic analogues of integration are less well known, but can still be
developed.» Aunque la integral formal de un polinomio pudiera tener sentido (la
caracteristica del cuerpo base plantea problemas), no se estudia en la carrera ningin
uso o interpretacién comparable al de la derivada.

En esa entrada del blog se discute una propiedad algebraica de la integral, en
la que quiza no se hace tanto énfasis, pero que permite generalizarla a un contexto
algebraico y que resulta ser muy tutil. Se trata de la invarianza bajo traslaciones. Si
consideramos una funcién integrable f : R — R, la integral representa el area de la
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4 INTRODUCCION

funcién y ese area no varia si desplazamos la funcién hacia la izquierda o la derecha
en el eje abcisas. Matematicamente,

/f(x)dSU:/f(err)dx, Vr e R. A o4 \
R R y N 'y

En este trabajo damos una introduccion a la nocion y el uso de la integral en
uno de estos contextos algebraicos: la Teoria de Algebras de Hopf. En el primer
capitulo explicamos cémo surge esta nocion de integral mediante la abstraccion de
la propiedad anterior en la integral de Haar sobre grupos localmente compactos.
La estructura de grupo es la adecuada para hablar de «traslaciones» y los grupos
localmente compactos proporcionan el ambiente mas general en el que existe una
integral invariante. En el segundo capitulo introducimos la estructura de algebra
de Hopf y justificamos la importancia de la integral presentando varios resultados
fundamentales que dependen de ella. Son los siguientes:

(1) La Férmula de Radford, que relaciona la cuarta potencia de la antipoda con los
elementos modulares que provienen de las integrales. De esta férmula se deriva
una propiedad estructural importante en un algebra de Hopf de dimension
finita: su antipoda tiene orden finito para la composicion.

(2) El Teorema de Maschke generalizado, que caracteriza la (co)semisimplicidad
de un algebra de Hopf a través de que la integral no se anule en el elemento
unidad.

(3) Toda algebra de Hopf de dimensién finita es un dlgebra de Frobenius con forma
bilineal definida mediante la integral. Esto incluye a las dlgebras de Hopf en
una clase distinguida de algebras.

(4) Varias caracterizaciones de la existencia de integral. En términos homolégicos:
la existencia de un comédulo proyectivo no nulo, de suficientes proyectivos o
de cubiertas proyectivas. Y en términos de finitud: la filtracién corradical es
finita, cada comdédulo no nulo tiene un cociente no nulo de dimensién finita o
cada comddulo de dimension finita tiene una envolvente inyectiva de dimension
finita.

Finalmente, en el tercer capitulo construimos una nueva familia de ejemplos de alge-
bras de Hopf con integral a partir de unos ejemplos construidos por Andruskiewitsch,
Cuadra y Etingof.

Estos serfan, de manera resumida, los objetivos de este trabajo. A continuacién
describimos mas detalladamente las ideas y el contenido del mismo.

En el primer capitulo explicamos como aparece, en el ambiente de los grupos
topoldgicos, la estructura de algebra de Hopf cuando se consideran un tipo especial
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de funciones sobre ellos: las funciones representativas. Muchas identidades conocidas
en Matematicas, como la identidad binomial, las trigonométricas para la suma de
dngulos, exp(a + b) = exp(a) exp(b) 6 log(ab) = log(a) + log(b), expresan que las
funciones consideradas son representativas. En Ejemplos 1.6.3 se pueden ver varios
otros, entre los que se encuentran los polinomios de Hermite, Bernoulli y Euler.

Cuando el grupo es localmente compacto, posee una integral de Haar y la pro-
piedad de invarianza bajo traslaciones, aplicada a una funcién representativa, se
traduce en una condicion expresable en términos de la estructura de algebra de
Hopf. Asi se llega a la nocién de integral en este contexto. Muchos de los resultados
sobre la integral de Haar tienen analogos para la integral en algebras de Hopf. En
este capitulo presentamos dos resultados importantes que ilustran muy bien el para-
lelismo: el Teorema de Existencia y Unicidad de la Integral de Haar y la construccién
de la funcién modular.

Sea G un grupo topolégico (Hausdorff) localmente compacto. Consideremos el
espacio C(G) de funciones continuas de G en Ry, dentro de él, el subespacio C.(G) de
funciones con soporte compacto. Dada ¢ € C.(G) y x € G la traslacién z- ¢ de ¢ por
x a izquierda esta definida como (z-¢)(y) = ¢(yx) para todo y € G. Una aplicacién
lineal A : C.(G) — R es una integral de Haar a izquierda sobre G si es no nula, no
negativa e invariante a izquierda. Esto ltimo significa que A(z-¢) = A(¢) para todo
r € Gy p € C.Q); véase Definicién 1.3.2. Esta definicién admite una versién a
derecha, que adquiere sentido cuando G no es abeliano. Para la traslaciéon a derecha
escribimos ¢ - x. En el espacio euclideo R", considerado como grupo topolégico bajo
la suma, la integral de Lebesgue (o Riemann) es una integral de Haar. En la Seccién
1.3 se presentan otros ejemplos, varios de ellos no abelianos.

El Teorema de Haar, que es uno de los resultados mas importantes de la primera
mitad del s. XX, afirma que todo grupo topolégico localmente compacto G posee
una integral de Haar a izquierda (resp. derecha) y que esta es tnica salvo escalares;
véase Teoremas 1.4.1 y 1.4.2. Como consecuencia de la unicidad, se construye un
homomorfismo de grupos mod : G — RY, llamado funcién modular, que detecta la
diferencia entre las integrales a derecha e izquierda. Sea A una integral de Haar a
izquierda sobre G. Para cada x € G consideramos A, : C.(G) = R, ¢ — A(¢ - x).
Se demuestra (Seccién 1.5) que A, es una integral de Haar invariante a izquierda.
Entonces, existird un nimero real positivo mod(z) tal que A\, = mod(z)A. Por
tanto, toda integral de Haar a izquierda lo es a derecha (y viceversa) si y sélo si
la funcién modular es trivial. A los grupos en los que se cumple esto se les llama
unimodulares. En la Seccién 1.5 se presentan ejemplos de grupos unimodulares y
uno no unimodular.

Por otra parte, una funcién continua ¢ : G — R es representativa si el subespacio
generado por {¢ - x}.ec es de dimensién finita. Tomemos {7}, una base de él.
Para cada x € G existen ¢} (z),..., ¢, (x) € R dnicos tales que

plzy) = (p-2)(y) = ()] (y) + ... + L (@)en(y), Yy eq. (1)
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Asi, se obtienen funciones continuas ¢,..., ¢!, : G — R que también son repre-
sentativas, Proposicién 1.6.7. En realidad, la existencia de funciones {¢}, ¢/}, que
cumplan (1) es equivalente a que ¢ sea representativa, Proposicién 1.6.6. El espacio
de las funciones representativas, que denotaremos por R(G), es una subdlgebra de
C(G). La estructura de grupo de G dota al dlgebra R(G) de una estructura adicional,
que recibira el nombre de dlgebra de Hopf. Esta estructura adicional viene dada por
tres aplicaciones A, e y S. La aplicacién A : R(G) — R(G)QR(G), ¢ — Y1, @/
es un homomorfismo de algebras, llamado comultiplicacién por ser dual de la mul-
tiplicacién en el grupo m : G x G — G. (Aqui, ® denota el producto tensorial sobre
R.) La evaluacion en el elemento neutro 14 da lugar a un homomorfismo de dlgebras
e: R(G) = R, ¢ — p(lg), llamado counidad. Finalmente, la inversiéon induce un
antihomomorfismo de algebras S : R(G) — R(G), definido por S(¢)(z) = p(x™1).
Se le llama antipoda. A modo de ejemplo, en el grupo aditivo de los niimero reales,
las conocidas identidades trigonométricas

sen(z + ) = sen(z) cos(y) + cos(z)sen(y),
cos(z + y) = cos(z) cos(y) — sen(x)sen(y),

expresan que sen, cos : R — R son funciones representativas. La comultiplicacién,
counidad y antipoda sobre ellas estarian dadas por:

A(sen) = sen ® cos + cos @sen, g(sen) = 0, S(sen) = —sen,

A(cos) = cos ® cos —sen ® sen, g(cos) =1, S(cos) = cos.

De la condicién (1) que define A vemos que la asociatividad del producto en
el grupo G se debe traducir en una propiedad dual para A. Recibe el nombre
de coasociatividad y es (A ® id) o A = (id ® A) o A. En el primer diagrama
de la pagina 39 se pueden ver ambas propiedades comparadas. Del mismo mo-
do, el axioma de elemento neutro de G, que también involucra al producto, de-
be traducirse en una propiedad de A y e. Se le llama propiedad de la couni-
dad y es (e ®id) o A = (id ® €) o A = id. Expresada mediante elementos seria
o= (@)l =30 vhe(e!). En el segundo diagrama de la pagina 39 se pue-
den ver ambas propiedades comparadas. Finalmente, el axioma de elemento inverso
en (G, que involucra al producto, inverso y elemento neutro, debe reflejarse en una
propiedad que afecte a A, ey S. Se le llama propiedad de la antipoda y es, expresa-
da mediante elementos,y " | S(@5) ¢! =D " 0iS(¢!) = e(@)lx). (Aqui 1z es el
elemento identidad de R(G)). En las paginas 39 y 40 aparecen comparadas mediante
diagramas ambas propiedades. Toda la construccién del dlgebra de Hopf R(G) se
explica en detalle en la Seccién 1.6.

Supongamos ahora que G es compacto. Toda funcién continua ¢ : G — R tiene
soporte compacto. La integral de Haar a izquierda A : C(G) — R puede restringirse
entonces a R(G). Cuando ¢ € R(G) la propiedad de invarianza a izquierda de A se
traduce en la siguiente condicién, expresada mediante A y el elemento identidad de
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R(G):

D AP = M) ne).

i=1
Esta condicién tiene sentido en cualquier algebra de Hopf y fue utilizada por Sweedler
para introducir el concepto de integral en esta estructura algebraica.

En el segundo capitulo introduciremos las algebras de Hopf y estudiaremos la
nocién de integral sobre ellas. Sea k un cuerpo arbitrario. Un algebra de Hopf sobre
k es una k-dlgebra H junto con aplicaciones A : H — H ® H (comultiplicacién),
e: H — k (counidad) y S : H — H (antipoda) que satisfacen las mismas pro-
piedades que en el caso de R(G). (Ahora, ® denota el producto tensorial sobre k.)
Trabajar con la comultiplicacién puede resultar engorroso y, para facilitar la tarea,
se usa la notacién de Sweedler. Dado h € H, tendremos A(h) = Y7 | hy; ® hy; con
hii, ho; € H. Sweedler propone escribir A(h) = Z(h) h(1y ® h(2), donde los subindices
(1) ¥ (2) son simbdlicos; no se refieren a un elemento concreto de H. El uso ha
impuesto una simplificacion adicional: suprimir el sumatorio. De modo que se pone
A(h) = hay ® hg), pero se lleva en mente que esto representa una suma finita de
elementos.

Una integral a derecha sobre H es una aplicacion lineal 1 H — k que satisface
/L(h(l))h(g) = ,LL(h)lH, Vh € H.

Aqui, 15 denota el elemento identidad de H. Evaluando en el segundo tensorando
se obtiene la nocion de integral a izquierda. Obsérvese que la aplicacion nula es
una integral. Diremos que H tiene integral cuando exista una integral (a derecha o
izquierda) no nula. Podemos prescindir del lado, pues demostraremos en el Corolario
2.8.9 que un algebra de Hopf que tenga una integral a derecha tiene una a izquierda
y viceversa. La razon de esto es que en un algebra de Hopf con integral la antipoda
es biyectiva (Teorema 2.8.7) y lleva integrales a derecha en integrales a izquierda y
viceversa. Diremos que H no tiene integral cuando la aplicacion nula sea su tnica
integral. En Ejemplo 2.6.3 se da un ejemplo de algebra de Hopf asi. Por otro lado,
toda algebra de Hopf de dimension finita tiene integral.

El Teorema de Unicidad de la Integral, que estableceremos en el Teorema 2.8.11,
afirma que el espacio [,(H) de integrales a izquierda (derecha) sobre H es de dimen-
sién menor o igual que uno. En otras palabras, si H tiene una integral a derecha
(izquierda), esta es tinica salvo escalares. Al igual que en el caso de R(G), la unicidad
permite construir un elemento modular que detecta la diferencia entre integrales a
derecha e izquierda. Veremos en la Seccién 2.9 que existe g € H tal que

hayulhe)) = p(h)g,  Vhe H.

Ademas, g es un elemento especial, de los llamados de tipo grupo. Esto significa que
A(g) = g®gye(g) = 1. Tales elementos forman un grupo (Corolario 2.5.6), asi que
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g es invertible. Se dice que H es unimodular cuando g = 1g, lo cual equivale a que
toda integral a derecha lo sea a izquierda y viceversa.

Cuando H es de dimensién finita, el espacio dual H* también es un algebra
de Hopf; véase la Proposiciéon 2.5.11. La dualidad intercambia el papel de cada
aplicacion: la comultiplicacion de H* es el dual de la multiplicacién de H, la counidad
de H* viene dada por evaluar en 1y y la antipoda de H* es el dual de la antipoda
de H. Entonces aparece una nociéon dual de integral. Un elemento I' € H es una
integral a derecha si cumple:

Th=chT, Vhel.

La version a izquierda resulta multiplicando por h a ese lado. Del mismo modo,
aparece también una nocién dual de elemento modular: existe un homomorfismo de
algebras o : H — k tal que

hh=a(h),  Vhe€ H.

La Formula de Radford, que veremos en la Seccion 2.10, establece una conexién
entre la potencia cuarta de la antipoda y los elementos modulares. Concretamente,
es:

S*(h) =gla = h+—a Hg™, Vh € H.

Aqui, « — h ~— a~! denota a la aplicacién dual de conjugar por « en el dlgebra H*.
Puesto que los elementos modulares son de tipo grupo y tales elementos forman un
grupo, cuando dim H < oo ambos tienen orden finito. Por tanto, debe ser S = idy
para algin n € N. Como consecuencia se obtiene que, en un algebra de Hopf de
dimensién finita, la antipoda tiene orden finito.

Aunque H no sea de dimension finita, la Formula de Radford es vélida si H
tiene una integral en el sentido (2.9). Esto fue demostrado por Beattie, Bulacu y
Torrecillas en [10] y su demostracién es la que expondremos aqui. En este ambiente,
puede ocurrir que la antipoda ya no tenga orden finito, pues esto depende de la
finitud del orden de los elementos modulares. Por otro lado, es importante resaltar
que en el caso de R(G) la conexién establecida por la Férmula de Radford no se ve,
pues S? = id. Este es un punto en el que la Teoria de Algebras de Hopf empieza a
mostrar nuevos fenémenos.

Aqui hay que senalar también que, aunque el Teorema de Unicidad de la In-
tegral y la construccién del elemento modular esta inspirada en el caso de grupos
localmente compactos, la estrategia y herramientas usadas en su demostracién son
totalmente distintas. Una primera diferencia es que, en el caso de grupos, la antipoda
es automaticamente biyectiva, mientras que en algebras de Hopf hay que probarlo.
Existen distintas demostraciones del Teorema de Unicidad de la Integral. En la pagi-
na 97 hacemos algunos comentarios sobre cada una de ellas. Nosotros hemos seguido
la de Tovanov y Raianu [37], que nos ha parecido la més corta y elemental de todas.
Ademas, hemos simplificado parte de la demostracion con un argumento nuestro.
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La clave de esta demostracién es el uso de los médulos de Hopf, que definimos en la
Seccién 2.6. De hecho, el desarrollo de las técnicas necesarias para esta demostracion
nos obliga a realizar una aproximacién diferente a la nocién de algebra de Hopf que
la que hacemos en esta introduccion.

En lugar de la dualidad grupo-algebra de funciones, usaremos la dualidad en
espacios vectoriales. A partir de la definicién de algebra, llegaremos por dualidad a
la de codlgebra. Una coalgebra es un k-espacio vectorial C' junto con aplicaciones
lineales A : €' — C ® C (comultiplicacién) y € : €' — k (counidad) que satisfacen
las propiedades de coasociatividad y counidad que hemos visto antes. En la primera
parte del Capitulo 2 estudiaremos la dualidad existente entre algebras y codlgebras.
Para una codlgebra C' el espacio dual C* es un &lgebra con el llamado producto
convolucién. Dados ¢, 1 € C* se define como:

(p*x¥)(c) = w(ca))¥(ce), Ve e C.

El elemento unidad de C* es . Mediante dualidad surgird también la nocién de
comédulo a partir de la de mdédulo. Un k-espacio vectorial M es un C'-comddulo a
derecha si existe una aplicacién lineal p : M — M ® C (coaccién) de forma que
(pRid)op=(id®@A)ope (id®c)op=id.

En el Teorema 2.4.6 veremos que los C-comdédulos se pueden identificar con un
tipo especial de C*-médulos: los racionales. Dado un C*-médulo a izquierda M
diremos que m € M es racional si existe p,, = 25:1 m; ® ¢ € M ® C tal que
Ym = > (c;)m; para todo ¢ € C*. El submédulo racional Rat(M) de M se
define como el conjunto de elementos racionales de M. Diremos que M es racional
si M = Rat(M). En el caso de C*, que podemos ver como C*-mddulo a derecha e
izquierda, escribimos Rat,(C*) y Rat;(C*) para cada uno de ellos. Para un algebra
de Hopf H, veremos en la Seccién 2.8 que Rat;(H*) es un médulo de Hopf. Es decir,
es simultdneamente un H-mdédulo y un H-comoédulo de modo que la coaccién es
un morfismo de H-modulos. La propia H es un moédulo de Hopf considerada como
H-médulo y H-comédulo a izquierda. Y, para un espacio vectorial V', el producto
tensorial V' ® H es un H-modulo de Hopf con la estructura heredada de H. El
Teorema Fundamental de los Mdédulos de Hopf, Teorema 2.7.5, afirma que todo
modulo de Hopf M es de esa forma: V' aparece como el subespacio de elementos
coinvariantes. Tal subespacio se define como

M) = Im e M : p(m) =1y @ m}.

Resulta que, para Rat;(H*), el subespacio de coinvariantes es precisamente el espa-
cio de integrales a izquierda fl(H ), Lema 2.8.2. Esta es la conexién clave para la
demostracion del Teorema de Unicidad de la Integral en algebras de Hopf.

La segunda aplicacion de la integral que veremos es una generalizacion del Teore-
ma de Maschke. Dualmente al caso de algebras, una coalgebra se dice cosemisimple
si es una suma directa de subcodlgebras simples. Se puede demostrar que una codalge-
bra es cosemisimple si y s6lo si todo comédulo a izquierda (derecha) sobre ella es
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completamente reducible, es decir, una suma directa de subcomddulos simples. El
Teorema de Maschke generalizado, Teorema 2.11.2; afirma que un algebra de Hopf
H es cosemisimple si y solo si existe una integral a izquierda A : H — k tal que
A(1y) # 0. A raiz de esta caracterizacion observaremos que el dlgebra de Hopf R(G)
es cosemisimple para un grupo compacto GG. Cuando H tiene dimension finita, este
teorema toma la siguiente forma: H es semisimple si y sélo si existe una integral a
izquierda A € H tal que €(A) # 0. Cuando esto se aplica al algebra de grupo k[G]
para un grupo finito G, recuperamos la afirmacién de Maschke: k[G] es semisimple
si y solo si |G| # 0 en k.

Veremos también en esta seccion que un algebra de Hopf cosemisimple (resp.
semisimple) es unimodular (resp. counimodular). Como consecuencia de la Férmula
de Radford obtendremos que en un algebra de Hopf H semisimple y cosemisimple
se cumple S* = id. Esto supone una primera aproximacién a la quinta conjetura
de Kaplansky, que afirma que, en un algebra de Hopf semisimple, la antipoda al
cuadrado es la identidad. Realizaremos varios comentarios sobre lo que actualmente
se conoce en torno a este problema.

La tultima aplicacion de la integral que presentaremos es la forma bilineal que
define en el caso de algebras de Hopf de dimension finita. Recordemos que un algebra
de Frobenius es un algebra dotada de una forma bilineal [ , | : A x A — k no
degenerada tal que [ab, ¢| = [a, bc], para todos a, b, c € A. Esto equivale a que exista
un monomorfismo de médulos de A en A*. En el Teorema 2.12.4 se prueba que,
para un &dlgebra de Hopf H de dimensién finita, la forma bilineal (h, ') — A(hh')
convierte a H en un &lgebra de Frobenius. Ademas, esta nocién se puede dualizar
y se puede definir una codlgebra co-Frobenius como una codlgebra C' para la que
existe un monomorfismo de C*-médulos de C' en C*. Veremos en el Teorema 2.12.6
que un algebra de Hopf es co-Frobenius si y sélo si tiene integral. Es por esta razon,
que en la literatura, las algebras de Hopf con integral reciben el nombre de algebras
de Hopf co-Frobenius.

En la Seccién 2.13 presentaremos varias caracterizaciones de la existencia de inte-
gral en términos homoldgicos. Esto resulta muy sorprendente pues, de la definicion
de integral, no se intuye a priori ninguna conexioén de este tipo, ni en el caso de
grupos topoldgicos existe algo parecido. Entre las caracterizaciones que mostrare-
mos se incluyen: la envolvente inyectiva de un comédulo de dimensién finita es de
dimensién finita; existe un comoédulo proyectivo no nulo; todo comddulo tiene una
cubierta proyectiva y, finalmente, todo comdédulo inyectivo es proyectivo.

Terminaremos el segundo capitulo con dos caracterizaciones mediante condicio-
nes de finitud. La primera afirma que un algebra de Hopf tiene integral si y sélo
si todo comddulo no nulo tiene un cociente de dimension finita no nulo, Teorema
2.14.1. La segunda, recientemente demostrada por Andruskiewitsch, Cuadra y Etin-
gof en [3], afirma que un &lgebra de Hopf tiene integral si y sélo si la filtracién
corradical es finita, Teorema 2.14.2. Esto responde a una conjetura planteada por
Andruskiewitsch y Dascalescu en [4] y surgida a partir de un problema estudiado



INTRODUCCION 11

por Radford en los anos 70.

En el tercer capitulo construiremos una nueva familia de ejemplos de algebras
de Hopf con integral a partir de otra previamente construida por Andruskiewitsch,
Cuadra y Etingof en [3]. Nuestra familia surge al aplicar el método desarrollado
en [3] a levantamientos de rectas cudnticas sobre ciertos grupos no abelianos, aun-
que, por simplicidad, la expondremos de un modo diferente, indicando sélo la regla
encontrada.

Partiremos de un algebra de Hopf construida por estos autores. Sea n € N con
n > 2 y supongamos que k contiene una raiz n-ésima primitiva de la unidad w. Sea
I un conjunto no vacio y, para cada ¢ € I, tomamos ¢; € k no nulo. Consideramos
la k-algebra H generada por u,z y afﬁl (i € I) sujeta a las siguientes relaciones:
u" =1, " =0, ur = Wru, alaf' =1,
ua; = a;u, a;T = q;xa;, a;a; = a;a;, 1,7 € 1.

Sea ahora o € k no nulo. Entonces, H admite una estructura de algebra de Hopf
con comultiplicacién, counidad y antipoda definida sobre los generadores por:

Au) = u® u, Alx)=u®zr+r®1,

n—1
1
A(af) = o' @ aft + (1 — ¢) " ke @ aFa
2 LB
e(u) =1, g(z) =0, e(af!) =1,
S(u) =u", S(z) = —u" 'z, S(aF!) = af!

Nosotros consideraremos un algebra de Hopf B y una familia de elementos {z; }ics
en Z(B) ® Z(B) que satisfacen varias condiciones, listadas en la pagina 100. En el
algebra producto tensorial L, := H® B alteraremos la comultiplicacion y la antipoda
de a; del siguiente modo:

A.(a;) = Ag(a)z y S.(a;) = Su(a;)Vp(2z).

Aqui Vg denota la multiplicacion de B. Demostraremos en el Teorema 3.2.1 que las
condiciones pedidas aseguran que L, es un algebra de Hopf. También, L, tendrd in-
tegral si B la tiene, Teorema 3.2.2. El caso méas sencillo de esta modificacion es
tomar z; = 1 ® 1. Entonces, L, es simplemente el producto tensorial de algebras
de Hopf. En las proposiciones 3.2.5 y 3.2.6 veremos otros ejemplos cuando B es el
algebra de grupo sobre los grupos Z,, 6 Z,, X Zy,.

En cuanto a la bibliografia nos gustaria comentar que en ésta no sélo se incluyen
los libros y articulos que hemos utilizado para realizar este trabajo. Hemos incluido
una bibliografia amplia sobre el tema con objeto de que el lector pueda consultar
los aspectos no tratados aqui, especialmente en lo referente a ejemplos. El trabajo
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quiza peca un poco de falta de ellos, pero el problema es que los ejemplos méas signi-
ficativos de dlgebras de Hopf con integral necesitarian una cantidad de preliminares
que lo alargaria excesivamente. Entre los ejemplos mas genuinos de esta clase de
algebras estan las dlgebras de coordenadas cuantizadas, vease [1] y [4], y los grupos
cudnticos asociados a simetrias de Hecke, véase [29)].

Terminamos esta introduccién indicando que este trabajo fue iniciado en mi etapa
como becaria de colaboracion en el Departamento de Matematicas de la Universidad
de Almeria, en el curso 2013-14. En él he querido reflejar una buena parte de lo que
he aprendido durante estos dos cursos y presentar los primeros resultados obtenidos
en mi iniciacién a la investigacion.

Mi intencién es realizar una tesis doctoral en este tema con el mismo director.
En los proximos anos queremos profundizar en la estructura de las algebras de Hopf
con integral. Para ello, necesitamos producir nuevos ejemplos que nos puedan dar
pistas sobre qué patrén sigue la estructura. Hasta ahora, los ejemplos sugieren que
las algebras de Hopf con integral se pueden construir, de algiin modo, a partir de
algebras de Hopf de dimensién finita y dlgebras de Hopf cosemisimples. Nos gustaria
confirmar si este es o no el patron seguido por esta clase de algebras de Hopf.



Capitulo 1

La integral de Haar

En este primer capitulo estudiaremos la integral de Haar sobre grupos localmen-
te compactos. Estableceremos el Teorema de Existencia y Unicidad de la Integral y
construiremos la funciéon modular. Definiremos el dlgebra de las funciones represen-
tativas sobre un grupo y explicaremos cémo la estructura de grupo la convierte en
un algebra de Hopf. En el caso de grupos compactos veremos que la invarianza de
la integral de Haar se puede expresar en términos de esta nueva estructura.

1.1. Preliminares topoldgicos

A lo largo de este capitulo trabajaremos con espacios topolégicos Hausdorff com-
pactos o localmente compactos, por lo que recordamos brevemente estas nociones y
algunos resultados sobre ellos.

Un espacio topoldgico X se dice:

» Hausdorff si para cualesquiera z,y € X distintos existen entornos U, de x y
U, de y tal que U, N U, = 0.

» Compacto si para todo recubrimiento por abiertos {U;}ic; de X existe
F C I finito tal que {U,};cr es un recubrimiento de X.

» Localmente compacto si cada z € X tiene una base de entornos compactos.

= Normal si dados A, B C X cerrados y disjuntos, existen U entorno de Ay V'
entorno de B también disjuntos.

Una caracterizacién de compacidad es la siguiente: X es compacto si y solo si
toda familia de conjuntos cerrados {F;}icr con la propiedad de la interseccion finita
cumple que NMierF; # 0. Recordemos que dados espacios topoldgicos {X;}ier, la
topologia producto sobre [],.; X; se define como la topologia con base de abiertos
{ H U, : U; es abierto y U; = X, para casi todo z}

il

13



14 1. LA INTEGRAL DE HAAR
Es la topologia mads fina que hace continuas a las proyecciones 7; : [[..; Xi — Xj,
(:Ci)iel — Zj.

Teorema 1.1.1 (Tychonoff). El producto arbitrario de espacios compactos es com-
pacto en la topologia producto.

Se sabe que todo espacio compacto y Hausdorff es normal. Una importante ca-
racterizacion de la normalidad es la siguiente [44, Theorem 1, pag. 12]:

Lema 1.1.2 (Urysohn). Un espacio topoldgico X es normal si y sdlo si para cua-
lesquiera A, B C X cerrados disjuntos existe ¢ : X — [0, 1] continua con ¢(a) =0
y ©(b) =1 para todos a € A y b € B.

En lo sucesivo trabajaremos con los siguientes subespacios de la R-algebra R¥
de funciones de X en R:

» El subespacio €(X) de funciones continuas.

» Elsubespacio C.(X) de funciones continuas con soporte compacto. Recordemos
que para ¢ € C(X) su soporte es Sopp = {z € X : ¢(x) # 0}.

El Lema de Urysohn admite la siguiente extension a espacios localmente com-
pactos [52, Corollary 1.27]:

Lema 1.1.3. Sea X wun espacio localmente compacto y Hausdorff. Sea C C X
compacto y U C X abierto tal que C C U. Entonces, existe ¢ : X — [0, 1] continua
tal que p(a) =0 y p(c) =1 para todos a ¢ U y c € C.

Ademds, se puede elegir p de modo que Sop p es compacto y Sop p C U.

Una consecuencia del lema anterior y la compacidad local es el siguiente resul-
tado, cuya demostracién se puede consultar en [52, pag. 115]:

Proposicién 1.1.4 (Particién de la unidad). Sea X un espacio localmente com-
pacto y Hausdorff. Sea C C X compacto y Wy, ..., W, subconjuntos abiertos de
X tales que C' C U}_ Wy. Entonces, existe una familia de funciones continuas
{pr : X = [0, 1]}, tal que Sop ¢, C Wy, para todo k y (D", _, ¢x)(c) = 1 para todo
ceC.

1.2. Grupos compactos y localmente compactos

Un grupo topoldgico es un grupo G dotado de una topologia Hausdorff de modo
que el producto G x G — G, (z,y) — zy y la aplicacién inversién inv : G — G,
r +— z7! son continuas (a G x G se le dota de la topologia producto). Ambas
condiciones son equivalentes a: la aplicacién G x G — G, (z,y) — zy~' es continua.
Entonces, para x € GG las traslaciones a derecha e izquierda, R, : G — G,y — yx y
L, : G — G,y — xy, son homeomorfismos. Al elemento neutro de G lo denotaremos
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por 1g. Si U es un subconjunto de G escribimos U~ = inv(U). Diremos que U es
simétrico si U = UL,

Se dice que un grupo topoldgico es un grupo compacto (resp. localmente compac-
to) si su topologia le hace ser un espacio compacto (resp. localmente compacto).

Veamos varios ejemplos de grupos de este tipo:

Ejemplos 1.2.1.

1. Todo grupo finito, equipado con la topologia discreta, es un grupo compacto.

2. El espacio euclideo R™ es un grupo localmente compacto con la suma y la
topologia inducida por la métrica euclidea.

3. El grupo GL,(R) de matrices invertibles de orden n con coeficientes reales
es un grupo localmente compacto. Su topologia es la inducida por la métrica
euclidea en R™ al considerar cada matriz como un punto aqui. La funcién
determinante det es continua y GL,(R) es abierto por ser imagen inversa
mediante det de un abierto. Ahora obsérvese que la propiedad de ser localmente
compacto pasa a abiertos.

El subconjunto SL,(R) = {A € GL,(R) : det A = 1} es un grupo localmente
compacto. Podemos verlo como la imagen inversa de {1} mediante det, por
tanto es cerrado. Y la propiedad de ser localmente compacto también pasa a
cerrados.

El subconjunto O,,(R) de matrices ortogonales de orden n es un grupo com-
pacto. Es cerrado en R™ pues esta formado por puntos que son solucion de
un sistema de ecuaciones polinomiales: el que expresa la igualdad AA! = Id.
Es acotado pues |a;;| < 1 para todo i,j =1,...,n debido a la igualdad

2 2 2

4. El grupo C, de las rotaciones del plano euclideo, identificado con la circun-
ferencia unidad S*, es compacto. Para un angulo # denotamos por 7y a la
rotacion correspondiente.

5. El grupo D, de las rotaciones y reflexiones del plano euclideo que preservan
el origen es compacto. Para una reflexion s se tienen las siguientes relaciones:

=1y srg=r_gs.

Todo elemento de D, puede escribirse de forma tinica como ry 6 sry, por lo
que, topolégicamente, D, consta de dos circunferencias disjuntas.
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Un ejemplo relevante de grupos topolégicos son los
grupos de Lie. Un grupo de Lie es un grupo que, a su
vez, es una variedad diferenciable de modo que las ope-
raciones de grupo (producto e inversién) son funciones
diferenciables. Todos los ejemplos anteriores, salvo el pri-
mero, son grupos de Lie. En [9, pags. 189-191] se prueba
que los grupos GL,(R),SL,(R) y O,(R) lo son. En [9,
Theorem 7.25], se demuestra que la estructura de gru-

S. Lie po de Lie se hereda a subgrupos cerrados. Entonces, C,
1842-1899 vy D4 son también grupos de Lie pues los podemos ver
como subgrupos cerrados de G Ly(R) del siguiente modo:

cosf —senf
Coo = {( senf cos@ ) 10 € (0,27r]},

cosf) —senf cosf  senf
Do = {( senf  cos@ ) ’ ( senfl — cosf ) e (0’27T]}'

En este contexto hay que mencionar que la estructura de élgebra de Hopf, que
veremos después, aparecié precisamente en un problema sobre grupos de Lie. Fue la
estructura de algebra de Hopf de los grupos de homologia lo que permitié a Heinz
Hopf demostrar que las esferas de orden par no son grupos de Lie. Véase [42, pégs.
592-596].

A continuacién extraemos varias consecuencias de la definicion de grupo to-

pologico. El siguiente lema se deduce de la continuidad de la aplicaciones producto
e inversion.

Lema 1.2.2. Sea G un grupo topologico, B una base de entornos de 1 y U € B.
Entonces:

(i) Ezisten V,W € B tales que VW C U.
(ii) Existen V,W € B tales que VW1 C U.

Tomando X = VN W en (i) y (ii) obtenemos un entorno de 1¢ tal que XX C U
y XX ! C U respectivamente. Por otro lado, nétese que U~! también es un entorno
de 1¢. Entonces, U N U™! es un entorno simétrico de 1g contenido en U. Asi que
cualquier entorno de 1g contiene uno simétrico.

Otra consecuencia, que utilizaremos después, es que sobre un grupo topoldgi-
co las funciones continuas con soporte compacto son uniformemente continuas. Sea
v € C(G) y € > 0. Un entorno de e-uniformidad a derecha de ¢ es un entorno V de
1 tal que para todos z,y € G con yz~! € V se tiene |p(y) — ¢(z)| < e. Cambiando
yx~! por 27!y obtenemos la versién a izquierda de esta definicién. Un entorno de
e-uniformidad de @ es un entorno de e-uniformidad a derecha e izquierda. Dire-
mos que ¢ es uniformemente continua si para todo € > 0 existe un entorno de
e-uniformidad. Claramente, continuidad uniforme implica continuidad.
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Proposicién 1.2.3. Sea ¢ € C.(G). Entonces, ¢ es uniformemente continua.

Demostracion. Tomamos € > 0. Mostraremos que existe un entorno W de 14 tal
que |p(wz) — @(x)| < e para todo z € G y w € W. Haciendo el cambio w = yz ™!
tendremos la uniformidad continua a derecha.

Dado = € G, consideremos la funcién ¢ o R, : G — R, g — ¢(gx). Es continua
por ser composicion de continuas. Sea K = Sop ¢. Entonces, para cada x € K existe
un entorno V, de 1¢ tal que |¢(yz) — o(x)| < § para todo y € V,. Tomamos U, un
entorno abierto de 14 con U,U, C V,. Como K es compacto, podemos encontrar
F C K finito tal que K C U,crU.z. Ahora, N.crU, es un entorno de 1. Existe otro
entorno W de 1¢ de modo que WW ™! C N cpU,.

Sea ahora z € G arbitrario. Si Wz N K = (), entonces ¢(Wz) = 0, con lo que
|o(wz) —@(x)] =0 < ¢ para todo w € W. En caso contrario, existird z € F tal que
WazNU,z # 0. Por tanto, z € W~'U,z. De aqui, Woe C WW U, CU, U,z C V.zy
Waz~" C V.. Luego, para todo w € W tendremos [p(wz)—¢(2)| < 5. En particular,
para lg obtenemos [p(x) — ¢(2)| < 5. Finalmente, para w € W se cumple:

[p(wz) = ()] = [p(wz) = p(2) + @ (2) = ()]
plwr) = e(2)| + lp(2) — p(2)]

)

<
>
<5+5
=e€.
De manera simétrica se demuestra la uniformidad continua a izquierda. O

Nota 1.2.4. Como se puede ver en [52, pags. 72-74], cualquier grupo topoldgico
(G,7T) puede dotarse de estructura de espacio uniforme de forma que la topologia
inducida por la uniformidad coincida con T. De este modo, la definicién que aqui ha-
cemos de continuidad uniforme coincide con la definicién usual en espacios uniformes.

Mas adelante usaremos el siguiente resultado:

Proposicién 1.2.5. Sean G y G’ grupos topoldgicos y f : G — G’ un homomorfismo
de grupos. Entonces, f es continuo si y solo si f es continuo en 1g.

Demostracion. Supongamos que f es continuo en 1g. Probaremos la continuidad
en x € G arbitrario. Sea U C G’ un entorno de f(z). Como f es homomorfismo
y el producto de G’ continuo, f(z71)U es un entorno de 1g. Como 1 = f(1¢),
por hipétesis, f~(f(z7)U) es un entorno de 1g. Aplicando de nuevo que f es ho-
momorfismo, se comprueba que f~'(f(z~")U) = 2~ f~1(U). Entonces, z~ f~1(U)
es un entorno de 1g. Y f~Y(U) = x(z~'f~1(U)) es un entorno de x puesto que el
producto en G es continuo. El reciproco es claro. ]
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1.3. Integral de Haar

Para cualquier subespacio vectorial E de R¥, recordemos que el cono no negativo
de E se define como

Et={peE:p(x)>0, Vre X}

A los elementos de E los llamaremos funciones no negativas y escribiremos también
© > O parap € ET. Pondremos ¢ > 1 si o—1) > 0. Para los conos no negativos de los
subespacios de R¥ considerados antes escribimos C*(X) y €5 (X). Para un conjunto
Y, diremos que una aplicacién X : E — RY es no negativa si A(ET) C (RY)*. El
siguiente lema es facil de demostrar:

Lema 1.3.1. Sea A\ : E — R una aplicacion lineal no negativa. Si la funcion
o] : X = R, =+ |p(x)| pertenece a E, entonces | M) < A(|¢]).

Sea ahora G un grupo topoldgico. Dada ¢ € RY y 2z € G denotaremos por
x - ¢ a la aplicacién de G en R dada por (z - ¢)(y) = ¢(yx) para todo y € G.
Anélogamente, escribimos ¢ - z para la aplicacién definida por (¢ - z)(y) = p(zy).
Se les llama traslaciones de @ por x a izquierda y derecha respectivamente.

Definicién 1.3.2. Una aplicacion lineal X : C.(G) — R
se llama integral invariante a izquierda sobre G si

Az -9)=Ap), VeelG ypelCl(G).

Una integral invariante a izquierda X\ se llama integral de
Haar a izquierda sobre G st es no nula y no negativa.

De manera simétrica se define la nocién de integral in-
variante e integral de Haar a derecha. Més adelante dare-
1885-1933 mos un ejemplo de integral de Haar a izquierda que no lo
es a derecha. Cuando digamos solamente integral de Haar,

sin especificar el lado, entenderemos que lo es a derecha e izquierda.

Ejemplos 1.3.3.

1. Si GG es un grupo finito dotado de la topologia discreta, todos sus subconjuntos
son compactos. Luego, C.(G) = C(G). Todas las funciones de G en R seran
continuas, por lo que €.(G) = RY. La aplicacién

A:RE SR, @Hng(g)

geG

es una integral de Haar sobre G.

2. La integral de Lebesgue (o Riemann) es un integral de Haar sobre R™.
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3. En el grupo GL,(R), la aplicaciéon A dada por

Ay) = /GMR) &%‘X'nm Vo € € (GL,(R))

es una integral de Haar.

4. Sobre el grupo C,, una integral de Haar es $~. Es decir,

1 2m
| etwar=- [ et veeecn)
oo 0

5. Una integral de Haar sobre D, es <=. Es decir,

/ (= ﬁ( /0 %@(r@)de + /D 27rg0(sr9)d6’>, Vi € Co(Da).

1.4. Existencia y unicidad de la integral de Haar

En esta secciéon demostraremos el importante Teorema de Existencia y Unicidad
de la Integral de Haar sobre grupos localmente compactos. Comenzamos con la parte
de la existencia:

Teorema 1.4.1. (Existencia) Todo grupo localmente compacto G admite una inte-
gral de Haar a izquierda (resp. derecha).

Demostracion. Realizaremos la demostracién en varios pasos:

Paso 1. Veamos que probar la existencia de la integral de Haar a izquierda es
equivalente a encontrar su restriccion a un cono no negativo. Es decir, a construir
una funcién A* sobre € (G) que cumpla:

1) A £0y AT > 0.

(1)

(2) At (rp) =rAT(p) para todo p € CFH(G) y r € RT.

(3) AT(p+1) = AT(p) + AT (¢) para todo ¢, ¢ € CI(G).
(

4) A (z - ) = AT (¢) para todo ¢ € CHG) vy x € G.

Si A es una integral de Haar a izquierda, tomamos AT como su restricciéon a
CH(@). Reciprocamente, construida A™ podemos definir A como extensién de A™ del
siguiente modo: dada ¢ € C.(G), consideramos su parte positiva ¢, (z) y su parte
negativa ¢_(z). Entonces, ¢ = ¢, — ¢_ y definimos

M) = A (o) — A (po).
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En los siguientes pasos probaremos la existencia de \*.

Paso 2. Fijamos ¢ € CF(G) con ¢ # 0. Por la continuidad de v, existe V C G
abierto no vacio y v € R¥ tal que ¢(x) > ~ para todo x € V. Sea ¢ € CF(G). Como
Sop ¢ es compacto, podemos tomar xi,...,x, € G tales que Vzq,...,Vx, es un
recubrimiento por abiertos de Sop ¢. Pongamos M = max ¢. Comprobamos que se
cumple la siguiente desigualdad:

p < i %(1’_1
=1

Dado = € Sop ¢, serd x = vxy, para algin v € V' y algtin indice k. Entonces,

n

nMx’l- x—n% T ) = % zx; M z
;V(i w)()—;vw( z)_;7w< i)+ M . > o(x).

En particular:
n
Existen z1,...,2, € G yY1,...,7 € RT tales que ¢ < Z%’(Zi ). (1.1)
i=1

Paso 3. Definimos (¢ : ¢) como el infimo de todas las sumas Y ", 7; que podemos
obtener de esta forma. Es decir,

(p: ) :inf{Z% Ve M ERT y o < Z%(zlw) con z; € G}. (1.2)
i=1

=1

Ponemos N = méx . Entonces ¢ < N(p : 1). Luego, ( ¥) > 0 cuando ¢ # 0.
De la construccién se deduce la siguiente propiedad: (¢ ) § @ : ¢)( : 0) para
6 € CF(G) no nulo. De aqui, Ew 5 = < (p:). Anélogamente (¢ w) < le w0 0) 7 para @ £ 0.
Denotamos por K, al intervalo cerrado con extremos @ (p: 1) si @ #0. Para
¢ =0, ponemos K, = {0}. Sea K =[] ce+(q) K- Por lo anterior, Ew 9; € K, para

todo ¢ € CIH(G). Llamamos k() al elemento de K cuya proyeccion sobre K, es
E“D g para cada .

Dado un entorno abierto V' de 14, definimos

CH(G) ={pell(G):p#0ySopp CV}.

Veamos que C}(G) # 0. Como G es localmente compacto, existe un entorno com-
pacto D de 1g con D C V. Por el Lema 1.1.3, existe f : G — [0, 1] continua
con f(d) = 1 para todo d € D, Sop f compacto y Sop f C V. Asi, f € € (G) y
eH(G) 0.

Sea ahora K(V) = {k(0) : 6 € C},(G)}. Es fécil ver que la familia de todos los
K (V) tiene la propiedad de la interseccién finita. Por el Teorema de Tychonoff, K
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es compacto. Y por la caracterizacién de espacios compactos, existe AT € K que
pertenece a K (V) para todo V. Comprobamos a continuacién que \* satisface las
cuatro propiedades de la integral de Haar.

Por la forma en que estd definida la topologia producto, que \* € K(V) para
todo V' se traduce en que, dados p1,...,pn, € CH(G) ye > 0, existe 0 € C(G) tal

que
‘ (@i :0)
(¢ :0)

)| < Wi=1,....n. (1.3)

Paso 4. Utilizando lo anterior procedemos a probar los puntos (1), (2) y (4):

(1) Tomamos ¢; = ¢ en (1.3). Para cada € > 0 existe 6 € C;(G) tal que

'M—vw) - XW) < -

(¢ :0)
Entonces AT (¢)) = 1y AT # 0. Ademéds, A\T(p) € K, C Rt sip # 0y
At(p) =0 si p = 0. Luego AT > 0.

(2) El caso r = 0 es trivial, por lo que nos centraremos en el caso r > 0. Estable-
ceremos en primer lugar que:

(ro:)=r(p:1),  Vr>0.

Sirp <377l 1), entonces o < 37, 2 (2;-1)). De aqui, (¢ : ¢) < 1(rg - ¢).
Reciprocamente, si ¢ < > 1;(2 - ¢), entonces r¢ < > .rn;(2 - 1). Luego

(re =) <r(p:9).
Ahora tomamos ¢ = @ y v = r¢ en (1.3). Para cada € > 0 existe § € Cl(G)

tal que : )
w; . 0 n € o
(w9>—)\ (QOZ) <m, 1=1,2.
Entonces
N (ro:0) (rp:0) N
54 (r) = )l = |t - L BED )
Ty _(rp:0) (rgp:@)_r
<o - T3 [T -
_ oy e 0)) (e 0)
- o - G| + [ -
v+ _(TSO:‘Q) T(SO:H)_Jr
o - S8+ )
< c +7r c
1+r 1+7r
=ec.

Por tanto, AT(ry) = rA*(y).
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(4)
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Comprobaremos primero que

(x-p:9)=(p:v), Vel

Supongamos que z - ¢ < > . 7;(% - ¢¥). Dado y € G tenemos
plyz) = (x-0)(y) <D 7z 0) () = D b (yz).

Poniendo y = tz~" obtenemos ¢ < Y. vi((z7'2;) - ¢). De esto se sigue que
(@ 1) < (x-¢:1). Supongamos ahora que ¢ < > . ¥i(z] -1). Un argumento
como el anterior da z - ¢ <Y . 7i((x2]) - ¥). De aqui, (x - ¢ : ) < (¢ : ).

Tomamos ahora p1 = @y p2 = z-¢ en (1.3). Para cada ¢ > 0 existe § € C7(GQ)
tal que

(‘Pﬂe) n € -
(we)—/\ (907,) <§, Z—1,2
Entonces,
M) =Xl = ¥ - {E g+ = x(a)
+ (p:0) (p:0) +
=P (‘”‘(w:e)’*‘(w:e)” “””)‘
v+ (p:0) (-¢:0) +
=] @)‘(w:e)‘* @ ¢ *”)‘
g g
<§+§
=¢.

Por tanto, AT (z - ¢) = AT ().

Paso 5. Ya s6lo nos queda probar el punto (3): la propiedad de aditividad.

Por definicién, (@1 + @2 : 0) < (@1 : 0) + (g2 : 0). Puesto que no tenemos
garantizada la igualdad hemos de proceder de forma diferente a los anteriores
puntos. No obstante, podemos aprovecharla parcialmente. Consideremos (1.3)
para las funciones ¢y, 2 y 1 + 2. Dado € > 0, existe 6 € C/(G) tal que

(o1 + 2 :0)
(¢ :0)

< A (i) —

)\+(901 + 2) —

£
37
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Ahora,

AT (@14 02) — A (i01) — A (2)
(pr+p2:0)  (p1:0) A1) + (p2:0) A (p2)

<A (p1+ p2) —

(¢ :0) (¢ :0) (¢ :0)
< M1+ ) — (“Ol(l f‘);): 9) ’ ‘ ((f; : 5)) = N pn)| + ‘ (&’f : 99>> — M ()
£ g £
37373

De ello obtenemos AT (1 + ¢2) < AT (1) + AT (p2).

Pasamos a demostrar la otra desigualdad. Por el Lema 1.1.3, existe p € CH(G)
tal que p(Sop ¢y U Sop ps) = {1}. Dado € > 0 definimos 0 = ¢1 + 2 +ep y
0; = £ para i = 1,2. Puesto que o1 y 03 se anulan fuera de Sop ¢1 U Sop s,
ambas tienen soporte compacto. Ademas, p;, = 0,0 y 01 + 09 < 1.

La continuidad uniforme, Proposiciéon 1.2.3, nos garantiza un entorno V de
1¢ tal que, dados z,y € G con yz~! € V| se cumple |o;(y) — 04(z)| < € para
i=1,2. Sea 6 € C(G). Por (1.1) existen z; € Gy v, E RT coni=1,...,n
tales que o < Y, yi(w; - 0). Si z; € V, entonces o;(x) < & + oj(z;'). Si
xx; ¢V, entonces (zx;) = 0. Luego,

p;i(z) =0j(z)o(x) < Z%O‘j(l‘ (xx;) Z% (0j(x;7) +€)0(zx;).
Por tanto, (p; : 0) < >, vi(o;(x; ") +¢). Ahora, como o1 + 03 < 1, obtenemos:
((,012‘9) 22 <Z’yl 0'1 +€ _'_Z’YZ 0'2 )
—Z% ou(x;h) + oa(z; )—|—2€)
< (14 2¢) Z%.
De esto deducimos que (7 : 0) + (2 : 0) < (1 + 2¢)(o : 0). Entonces:

(p1:0) + (p2:0) (1+2e)(p1 +p2+ep:0)

<
<(1+2e)((p14+2:0)+e(p:0)).
Y a partir de aqui vamos a probar que

A (1) + AT (02) < (1+28) (AT (@1 + @2) +eX7(p)).
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Por (1.3), dado ¢ > 0 existe 6 € C7(G) tal que

+ (o1 + @2 :0) 0 4 (p1:0)] 4

AT (01 + @) — @ 0) ‘<4(1+25)’ (1)—@:9)‘ 7

+ (02 : 0) 0 + (p:0) 0
X lea) - (¢19)‘<Z’ A <p)_(¢'9)‘ 4e(1+ 2e)’
Entonces,

A (1) + A" (02) — (1 +22) (AT (@1 4 02) +eXT(p))

@0 (9200
Ml gy T )
(1 +p2:0) (p:0)
#12n)(B B )
—(1+2¢) (AT (01 + p2) +eXT(p))
_(90139) + _(90219)

(p1 4+ 2 : 0) (p:0) " o

-+

+(1 + 2¢)

<pton- G+ e - 5

+(1 4 2¢) ’% — A (1 + ¢2)

(14 20)e ((Z i ?) - )\+(p)'
< %+§+(1+2g)m+<1+2g>gm
)

Finalmente, A* (1) + AT (p2) < AT (¢1 + ¢2) y asi queda probada la existencia
de la integral de Haar a izquierda.

]

A continuacion, pasamos a probar su unicidad.

Teorema 1.4.2. (Unicidad) La integral de Haar a izquierda (resp. derecha) sobre
un grupo localmente compacto es unica salvo escalares. Es decir, st A\ y Ao son

dos integrales de Haar a izquierda (resp. derecha), entonces existe r € RY tal que
)\2 = 7")\1.
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Demostracién. En primer lugar, observamos que para ¢,p € CF(G) con p # 0 se
tiene:

Ai(p) < (@ p)Ai(p). (1.4)

Recordemos que
(p:p) :inf{Z%:Elzl,...,znEGCOH@SZ%(zi'p) vy v € RY, W}.
i=1 i=1

La desigualdad (1.4) se deduce del siguiente calculo, donde usamos la no negatividad,
linealidad e invarianza de la integral:

M) <0 ) = St ) = i)

Como existe ¢; con Aj(p;) > 0, entonces A;(p) > 0 para todo p € €/ (G) no nulo.

Nuestro objetivo serd probar que, fijada n € C(G) con n # 0, para cualquier
¢ € CF(G) se cumple:

A A
1(@) _ Aaly) (1.5)
A(n)  Ae(n)
Poniendo r = :\\;EZ;, obtendremos \; = r\s. Esto lo probaremos del siguiente modo:

dada una integral a izquierda A, estableceremos primero que existe 7 € €1 (G) no
nula tal que para cualquier a > 0 se cumple:

(1-a)oim < 32 < (@), (1.6)

donde ¢ € {¢,n}. Una vez establecida (1.6), como los tres términos de la desigualdad
son positivos y ésta es valida tanto para 1 como para ¢, se tendra:

1-ad)(p:m) _ Alp) (¢ :m)
(m:m) 7 Am) ~ (L=a)(n:m)

En particular, la desigualdad se cumple para A = A\; y A = Ao, v de ello se deduce
la siguiente cadena de desigualdades:

) L () 1 My)
M) S TP a(n) = 1= a)i a()

Haciendo tender a a 0, la Regla del Sandwich nos dard la igualdad (1.5).

<

Procedemos por tanto a demostrar las desigualdades (1.6). Lo realizamos en
varios pasos:

Paso 1. Construimos la funciéon . Por la continuidad uniforme de ¢ y 7, fijado
e > 0, existe un entorno U de 1¢ tal que, si zy~! € U se tiene |¢(x) — ¢(y)| < €
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(recordemos que ¢ puede ser tanto ¢ como 7). Podemos tomar U compacto, por la
compacidad local de G. Sea V' = U NU~!. Por el Corolario 1.1.3, existe ¢ € €1 (G)
no nula con Sop ¢ C V. Definimos 7 € €*(G) como 7(x) = ¢(z) + (2~ 1). Tenemos
por tanto que 7 es una funciéon no nula, simétrica y con soporte compacto contenido

enV.

Paso 2. Fijado 6 > 0, por la continuidad uniforme de 7, podemos tomar un
entorno W de 1 con W compacto (compacidad local de G) tal que, si zy~! € W, se
tiene |7(z)—7(y)| < 6. Como S := Sop pUSop 1 es compacto, existen ay, ..., a, € S
tales que S C U ,Way. Entonces, por el Teorema 1.1.4, existe una familia de
funciones {¢)y : G — [0,1] : k = 1,...,m} con Soptyy € Wap y > ¢¥x(s) =1
para todo s € G. Asi pues ¢ = > /" | ¢1)x. Poniendo by, = A(¢t)x), tenemos:

NE
=

A¢) =

k=1

Paso 3. Probaremos ahora que, para cada y € GG, se cumple:
(¢(y) — )A(m) < Ao =D Movwly™ ).
k=1

La igualdad es clara. Para la desigualdad, obsérvese que, dado = € G:
» Sizy !¢V, setiene (y~! - 7)(x) =0, pues Sopw C V.

» Si xy~! € V, entonces ¢(y) — ¢(z) < |p(z) — ¢(y)| < &, por continuidad
uniforme. Por tanto, ¢(y) — e < ¢(z).

Entonces, (¢(y) —e)(y™' - 7) < ¢(y~! - m). Aplicando A y usando la invarianza,
obtenemos la desigualdad.

Paso 4. Ahora probaremos que

> Movily < S Mo (a7t 7)(y) + ).
k=1 k=1

» Six ¢ Way, entonces ¢(x) = 0.

= Siz € Way, entonces (zy 1) (ya, ') = za;' € W. Por la continuidad uniforme
y la simetria de 7 se tiene

m(oy ™) —7(ya, ') = m(ey ") = mary ") < |m(ay ™) — wlay )| <9,

es decir, (y~1 - m)(z) <+ (a;' - m)(y).
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Combinando los dos puntos anteriores se tiene ¥y (y = - 7) < ¥ (5 + (ag ' - m)(y)),
de donde se deduce facilmente la desigualdad que se queria probar.

Paso 5. Veamos ahora que

Bly) —2e <) ;zfr) (a" - m)(y).

Tomamos § > 0 suficientemente pequeno para que A(¢)d < \(m)e. Entonces tenemos

(6(5) —Am) < f NGkl ) (paso 3)
< i A@n) ((a " - 7)(y) +9) (paso 4)
= i bi((ay " m)(y) +9) (definicién de by)
= ibk(a? ) (y) + ibka
= ki: bi(ag ' - ) (y) + A(¢)d (paso 2)

<> bilap" () + Ame.

De aqui se obtiene la desigualdad buscada.

Paso 6. Definimos ¢° € C/(G) por ¢°(y) = max{¢(y) — 2¢,0} para cada y € G.
Por el paso anterior, tenemos:

W) <D ().

2 3
Esto implica:
(6 A < 3 b = A(9).
Ademas, por (1.4), se tendré; -
(6° - M) < A(9) < (& IA(T).

Paso 7. Tomamos ahora £ : G — [0, 1], continua con soporte compacto, de forma
que &(z) = 1 para todo x € Sop ¢. Entonces ¢ < ¢° + 2¢£. La desigualdad anterior
y las propiedades de ( : ) nos dan:

(¢:m) < (¢7:m) +2e(€:m) < (¢ :m) +2e(€: ) (01 ).
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De aqui se deduce (1 —2¢(€ : ¢))(¢ : m) < (¢° : w). Multiplicando por A(w) y
aplicando la desigualdad obtenida en el paso anterior llegamos a:

(1=2¢(¢:9))(@: MA(T) < (¢ : m)A(m) < A(d) < (¢ )A().

Asi, dado « > 0 arbitrario, si ponemos ¢ = ﬁ, obtenemos la desigualdad (1.6)

buscada. Con esto concluye la prueba. ]

1.5. La funcion modular

En esta seccion daremos una importante aplicacién de la propiedad de unicidad
de la integral de Haar. Veremos que existe una funcién que controla la diferencia
entre las integrales a derecha e izquierda.

Sea GG un grupo localmente compacto y A una integral de Haar a izquierda sobre
G. Para cada = € G definimos A, : C.(G) = R, ¢ +— A(p - ). Afirmamos que \, es
una integral de Haar invariante a izquierda:

» Linealidad. Sean 71,79 € Ry ¢1, 92 € C.(G). Entonces:

Ao(r191 4 rap2) = A((r1ip1 + 1202) - )
= /\(Tl(gol - x) 4 ro(pg - x))
=111 - ) + 12\ (2 - )
= 11A:(¢1) + rada(2).

» Invarianza. Sea ¢ € C.(G) e y € G. Entonces:

Ay -0) =My ¢) )
=Ny (¢ 7))
= Ag-x) (A integral izqda)
= Aa(p)-

» Positividad. Sea ¢ € CF(G). Entonces, ¢ - x € CF(G) para todo = € G, pues
(p-x)(y) = p(zy) > 0 para todo y € G. Por otro lado, si A(¢) # 0, entonces

Ae(p-271) = Ap) # 0. Luego, A\, # 0.

Por el Teorema de Unicidad de la Integral, existe un nimero real positivo mod,(z)
tal que
Az = mod,;(z)\, Vo e G. (1.7)

Esto da lugar a una funcién mod; : G — R, z — mod;(x), a la que llamaremos
funcion modular a izquierda. Obsérvese que mod; no depende de A, ya que si par-
tiésemos de una integral diferente, como serfa un multiplo escalar de A\, multiplicando
(1.7) por el escalar obtendriamos la misma funcién.
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Proposicién 1.5.1. La funcién modular mod, : G — R% es un homomorfismo de
grupos continuo.

Demostracion. Veamos primero que es homomorfismo. Sean xz,y € Gy ¢ € C.(G)
tal que A(¢) # 0. Calculamos:

mody(zy)A(p) = Auy(p) (por (1.7))
=g - (zy)) (definicién de Ayy)
= A((¢-2)y)
= \(p-x) (definicién de A,)

mod, (y)A(y - z) (por (1.7))

= mod;(y)\z(¢) (definicién de A,)
= mod,(y)mod; () A(¢ (por (1.7))
= mod;(x)mod;(y)A(p).

Entonces, mod,(zy) = mod;(x)mod,;(y).

Pasamos a demostrar la continuidad. Por la Proposicién 1.2.5, basta comprobarla
en lg. Sea K un entorno compacto de 1g. Por el Lema de Urysohn, existe una
funcién continua de soporte compacto ¢ : G — [0, 1] tal que ¢(k) = 1 para todo
k € K. Como ¢ € CHG) y ¢ # 0, sabemos que A(¢) > 0; véase el principio de
la demostracion del Teorema de Unicidad. El subespacio KSop ¢ es compacto por
ser imagen mediante el producto del compacto K x Sop ¢. Aplicando de nuevo el
Lema de Urysohn, podemos construir una funciéon continua de soporte compacto
¥ G —[0,1] tal que ¥(m) = 1 para todo m € KSop ¢.

Por la Proposicién 1.2.3, ¢ es uniformemente continua. Dado £ > 0 existe un
entorno V de 1g tal que |¢p(vx) — ¢(x)| < € para todo x € G,v € V. Podemos
elegir V' abierto, simétrico y contenido en K. Por otro lado, obsérvese que la funcion
¢ - — ¢ tiene soporte compacto, pues esté incluido en 27 1Sop pUSop ¢. Parav € V
tenemos Sop (¢ - v — ¢) C KSop ¢ ya que V' es simétrico, V C K y 15 € V. Ahora:

lmod;(v) — mod;(1g)| = |mod,(v) — 1| = ﬁ’modl(v))\(@ —A(9)]
1 1
SW‘)\ \—A(¢| (¢-v—9)|
< 5o v =al) = 5o v—oly)
PPN >
=30 =)



30 1. LA INTEGRAL DE HAAR

Proposicién 1.5.2. Para todo ¢ € C.(G) se cumple
A oinv) = A(pmod,;).

Ademds, la aplicacion i : C.(G) — R, ¢ — A(¢ oinv) es una integral de Haar a
derecha.

Demostracion. Realizaremos la demostracion en tres pasos:

Paso 1. Veamos que p; : C.(G) — R, ¢ — A(p o inv) es una integral de Haar
a derecha. La linealidad y positividad se deducen facilmente de las respectivas pro-
piedades de A. Comprobamos la invarianza a derecha. Para x,y € G tenemos:

[(p-x)oinv](y) = (¢-2)(y ") =elay™) =((yz)™") =[z7" - (poinv)(y).

Luego,

(e - 2) = M(p - @) 0 inv) = Az ™" - (p o inv)) = M@ 0 inv) = ().

Paso 2. Veamos que pz : C.(G) — R, ¢ — A(pmod;) es también una inte-
gral a derecha. Aqui ¢ mod; denota la funcién producto, es decir, (pmod;)(z) =
o(x)mod;(x) para todo x € G. Entonces pmod; € C.(G) si ¢ € C.(G) v asi, us
estd bien definida. La linealidad de pusy se sigue de la linealidad de A y la del pro-
ducto en C.(G). La positividad se sigue de la positividad de A y mod,. Sea ahora
p € CHQ) tal que A(p) # 0. Entonces, pmod; # 0. Por lo visto al principio de la
demostracién del Teorema de Unicidad, obtenemos ps2(p) = A(pmod;) # 0. Ya sélo
queda probar la invarianza a derecha. Sean z,y € GG. Obsérvese que:

[(¢- ) mod)](y) = w(xy)mod,(y)
= ¢(zy)mod;(z~")mod;(zy) (mod; hom. grupos)

= [modi(z™")((p mody) - z)](y).

Entonces:
pa(p - ) = A((¢ - x) mod;)
= mod,(z~")A((¢mod,) - z)) (igualdad anterior)
= mod;(z~")mod,;(z)A(¢ mod;) (por (1.7))
= 1a(p) (mod; hom. grupos).
Paso 3. Comprobaremos que p; = po. Por el Teorema de Unicidad, existe

r € R* tal que uy = rpy. Demostraremos que r = 1. Como mod; es homomor-
fismo, mod;(1¢) = 1. Como es continuo, dado £ > 0 existe un entorno V' de 14 (que
podemos suponer simétrico) tal que |mod,;(v) — 1| < & para todo v € V. Por el Lema
de Urysohn, existe una funcién continua de soporte compacto ¢ : G — [0, 1] tal que
o(lg) =1y ¢(x) = 0 para todo = ¢ V. Podemos suponer que ¢ es simétrica (si no
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lo fuese, tomariamos ¢ + (¢ o inv)). Y también podemos suponer que A(¢) = 1 (si
no fuese asf, tomamos A\(¢)'¢). Ahora calculamos:

r =1 =IrA(¢) — A(¢)|
= |rA(¢ o inv) — A(9)| (¢ es simétrica)
= |rui(op) — A(9)| (definicién de pq)

= |p2(¢) = AM9)|
= [A(¢ mod;) — A(¢)|
= |[A(¢pmod; — ¢)|
< A(Jmod; — 1)|¢) (Lema 1.3.1y ¢ > 0).

Obsérvese que |mod; — 1|¢ < e¢, pues para x € V es |mod;(z) — 1]|o(z) < e¢(x)
y para x ¢ V es |mod;(z) — 1|¢(z) = 0 < e¢(z). Por tanto,

A(Jmod; — 1[¢) < Meg) = e(¢) =
Entonces |r — 1| < e, por lo que r = 1. ]

La discusion anterior también la podemos hacer para una integral de Haar a
derecha p. Para cada « € G se define p, : C.(G) — R, ¢ +— u(x - ¢). Entonces, u,
es una integral de Haar a derecha. ExistirdA un homomorfismo de grupos continuo
mod, : G = R%, z — mod,(z) tal que

e = mod,.(z)u, Vo € G. (1.8)

Lo llamaremos funcion modular a derecha. En realidad, podemos prescindir del lado,
ya que la siguiente proposicién nos dice que una es inversa de la otra:

Proposicién 1.5.3. Para cada x € G se tiene mod;(x)mod,(z) = 1.

Demostracion. Sea A una integral a izquierda y p la integral a derecha definida en
la proposicién anterior. Tomamos p € C.(G) tal que u(p) # 0. Observemos que para
y € GG se tiene:

[(z - p) oinv)(y) = p(y~"z) = p((z"'y)~") = [(poinv) -z ](y).

La afirmacién se sigue del siguiente calculo:

mody(z)mod,(z)u(p) = mod;(x)u(s p) (por (1.8))
= mod;(z)A((z - p) o mv) (definicién de p)
= mod,(z)A((p 0 inv) - z71) (igualdad anterior)
(((poim) o)1) (por (1.7))
= Apoinv)
= p(p).
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En adelante escribiremos simplemente mod para mod; y mod ™" para mod,.

Definiciéon 1.5.4. Un grupo localmente compacto se llama unimodular si toda in-
tegral a izquierda lo es a derecha (y viceversa).

Por construccién de mod, un grupo localmente compacto es unimodular si y sélo
si la funciéon modular es trivial, es decir, constantemente uno.

Proposicién 1.5.5. Un grupo localmente compacto G que cumpla alguna de las
siguientes propiedades es unimodular:

(i) Es abeliano.
(ii) Es compacto.
(i1i) La clausura del subgrupo conmutador coincide con G.

Demostracion. (i) Si G es abeliano, entonces la accién de G a derecha e izquierda
sobre C.(G) coinciden. Efectivamente, sean z,y € Gy ¢ € C.(G). Tenemos:

(z-0)(y) = elyr) = p(zy) = (¢ - 2)(y).

Entonces toda integral invariante a izquierda lo es a derecha.

(ii) Supongamos que G es compacto. Como mod es un homomorfismo de grupos
continuo, mod(G) es un subgrupo compacto de R, . Pero el tinico subgrupo compacto
de RY es {1}. La razon es la siguiente: si C' es un subgrupo compacto de R? distinto
de {1}, existe x € C con = # 1. Entonces, x 6 7! serfa mayor que 1. Tomando
potencias, obtendriamos una sucesion infinita dentro de C' no acotada superiormente.

(iii) Recordemos que dados z,y € G el conmutador de = e y se define como
[z,y] = xyz~'y~!. El subgrupo conmutador de G, denotado por d'(G), es el sub-
grupo generado por los elementos de la forma [z,y] con 2,y € G. Como mod es
homomorfismo y RS es abeliano, tenemos

mod([z,y]) = mod(xyz~'y~!) = mod(x)mod(z) 'mod(y)mod(y) " = 1.

De aqui se deduce que mod(d!(G)) = {1}.
Sea ahora x € G arbitrario y ¢ > 0. Por la continuidad de mod, existe un
entorno U de x tal que |mod(u) — mod(x)| < € para todo u € U. Puesto que

G = d'(G), podemos tomar y € U Nd"(G). Entonces, como mod(y) = 1, obtenemos
|1 — mod(z)| < €. Esto implica que mod(x) = 1. O

Se sabe que SL(n,R) es igual a su conmutador; véase por ejemplo [38, Theorem
9.2, pag. 541]. El argumento es de Algebra Lineal: se basa en la relaciéon entre
matrices elementales y operaciones de fila. Como consecuencia del resultado anterior
obtenemos:

Corolario 1.5.6. El grupo SL(n,R) es unimodular.
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Proposicién 1.5.7. El grupo GL(n,R) es unimodular.

Demostracion. Comprobaremos que la integral A(¢ fGL —=—dX es inva-

) Tdet X[ det X|"
riante a derecha e izquierda. En el proceso necesrcaremos aphcar el Teorema del
Cambio de Variable del siguiente modo. Sea A € GL(n,R) y consideremos la aplica-
ci6n 0 : GL(n,R) = GL(n,R), X — X A. Se puede comprobar sin mucha dificultad

que el jacobiano de 6 es J(#) = (det A)". Ahora calculamos:

AA - @) :/G de

| det X |
XA
:/ p(XA4)
GL.(®) | det X"
[V :=6(X)=XA ]
‘P(Y) -1
— P |(det A7y
/GL” . |detYA—1|"|( et 4)"]
oY) _
— det A|"dY
/ . Aoty det A 9ot Al

Y
_ / elY) oy
GLn(R) | det Y™
= A(p).

De forma andloga se prueba que A\(p - A) = (). O

Los resultados anteriores muestran que todos los ejemplos de grupos topolégicos
que hemos dado son unimodulares. Terminamos esta seccion con un ejemplo que no

lo es. El grupo
_ ryy.
G_{(O 1).:B,y€]R,:E>O}

es localmente compacto. Veamos que d\ = z~'dzdy es una integral de Haar a
izquierda. Sea ¢ € C.(G). Tenemos:

Lel(2 ) (5 0)) e ama -

ar br+vy 1
cp( 0 1 )x dzxdy

r=a"
y=—a 1bt +z
= / © (é > _lt)_1|a_1|dtdz
G
t z _1
= [ dtdz.
fo(at)
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Andlogamente se muestra que du = z 2dxdy es una integral de Haar a derecha.
El elemento modular viene dado por:

a b |
mod( 01 ) =a .
Comprobémoslo:

(e (i) -

A
VR
VRS
o
—_
~~
VR
o8
— <<
~~_
~_
)
~
S
QU
<

— -1 bz ),
=a /G<p<01 t dtdz

1.6. El algebra de Hopf de las funciones represen-
tativas

En esta seccién explicaremos cémo aparece la estructura de élgebra de Hopf
cuando se consideran funciones representativas sobre un grupo topolégico.

Para un grupo topolégico G la R-dlgebra C(G) es un G-bimédulo mediante las
acciones dadas por las traslaciones a derecha e izquierda, esto es:

(@-o)y) =elyr) v (p-2)y) =elry), VeyeG pel(G)
Proposicién 1.6.1. Sea ¢ € C(G). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) El subespacio generado por {x - p}.cq es de dimension finita.
(i1) El subespacio generado por {¢ - x}.cq es de dimension finita.
(111) El subespacio generado por {z - ¢ - 2}, .cc es de dimension finita.

Demostracion. (1) = (ii) Sea {y;}!, una base del subespacio generado por
{z - ¢}rec. Para cada z € G existen ay(x),...,a,(z) € R dnicos tales que

(z-9)(y) = pyr) = ar(@)p1(y) + ... + an(x)paly),  VyeG. (1.9)
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Asi tenemos definidas funciones a,...,a, : G — R. Como {p;}!, es linealmente
independiente, existen y1,...,y, € G tal que la matriz con coeficientes ¢;(y;) tiene
determinante no nulo. Cada «a;(x) se puede expresar, mediante la Regla de Cramer,
como una funcién racional en ¢;(y;) y ¢(yiz), de lo que se sigue que «; es continua.

Intercambiando z e y en (1.9), obtenemos que {a;}? ; es un conjunto generador
del subespacio generado por {¢ - x}.eq-

(ii) = (i) Se demuestra de modo simétrico.

(i) = (iii) Cada ¢; pertenece al subespacio generado por {z - ¢}.cq. Entonces
{z-¢i}zec genera un subespacio contenido en él y, por tanto, es de dimensién finita.
Por (i) = (ii), el subespacio generado por {¢; - z}.,eq es de dimensién finita. La
igualdad

(-9 2)(y) = plzyz) = ar(z)(p1- 2)(y) + ... +an(@)(Pn - 2)(y),  Vy G,

da que el subespacio generado por {x - ¢ - 2}, e estd contenido en el generado por
U {@i - 2}.ec, que es de dimensién finita.

(ili) = (i) Es claro pues {z - ¢}rec C{z ¢ - 2} ecc- [

Definicién 1.6.2. Diremos que ¢ € C(G) es representativa si cumple alguna de las
condiciones de la proposicion anterior.

Veamos varios ejemplos de funciones representativas.

Ejemplos 1.6.3.

1. ParaG = (R, +), la funcién exp : G — R es representativa debido a la igualdad
exp(x + y) = exp(z) exp(y) para todo z,y € G.

2. Las famosas identidades trigonométricas

sen(z + y) = sen(x) cos(y) + cos(x)sen(y),
cos(x + y) = cos(z) cos(y) — sen(x)sen(y),

expresan que sen, cos : G — R son funciones representativas.
3. Una sucesién de polinomios {p, : R — R},cy se dice de tipo binomial si cample
" /n
w(x+y) = )P , Vr,y € R.
SRS S (OO

Por tanto, cada p, es una funcién representativa en GG. En esta familia encon-
tramos:

(a) Los polinomios {z"},en:.
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(b) Los factoriales inferiores {(x), }nen, definidos como
(@)p=x(z—1)...(x —n+1).

(c) Los factoriales superiores {(z)"},en, definidos como
()" =z(x+1)...(x+n-1).

(d) Los polinomios de Abel, dados por p,(z) = x(x — an)""!, donde a € R.

4. Una sucesién de polinomios {p, : R — R}, ey se dice de Appel si cumple la
relacion:

d

%Pn(m) = npn-1(z),

donde po(x) es una constante no nula. En una sucesiéon de Appel se da la
siguiente formula:

n n B
e =3 (o, veyer
k=0

Cada p, es pues una funcién representativa en G. Esta familia incluye a los
polinomios de Hermite, los de Bernoulli y los de Euler.

5. En el grupo G = ((0,00),-), la funcién log : G — R es representativa pues
log(zy) = log(z) + log(y) para todo z,y € G.

6. Si G es un subgrupo de GL,(R), la funcién determinante det : G — R es
representativa ya que det(AB) = det(A) det(B) para todo A, B € G.

7. Para cada m € Z las siguientes funciones sobre el grupo C,, son representati-

vas:
Cospy : Coo — R, 19— cos(mb),

Seny, : Coo — R, 19 — sen(md).

Se puede demostrar, aunque requiere bastante trabajo, que toda funciéon re-
presentativa sobre Cy, es suma de estas y la funcion constantemente 1.

Para un grupo topoldgico G denotaremos por R(G) al subconjunto de C(G) for-
mado por las funciones representativas de G. Obsérvese que R(G) es una R-subalge-
bra de €(G). Dadas ¢, € R(G) y ¢ € G tenemos que - (p — ) =z - —x -y
x - (pY) = (x-p)(z-1). La Proposicién 1.6.1 nos da que ¢ — 1 y ¢1) son represen-
tativas. Ademas, la funcion constantemente 1 es representativa.

A continuacién veremos que la estructura de grupo en G induce, de manera
natural, una estructura adicional a la de algebra conmutativa en R(G), llamada de
algebra de Hopf. Comenzaremos explicando cémo la multiplicacién m : G x G — G
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induce un homomorfismo de dlgebras A : R(G) — R(G) ® R(G). Aqui el producto
tensorial ® estd tomado sobre R.

Dado otro grupo topolégico G’ consideremos la aplicacién
(I)G7gl : G(G) (%9 G(G/) — G(G X G/)
definida por

o (e@v) (@, y) = p(x)e(y), Vo €C(G),Y €C(G),x€Gyed.  (L10)
Es facil comprobar que ®¢ ¢ es un homomorfismo de algebras.
Proposicién 1.6.4. La aplicacion ®¢ ¢ es inyectiva.

Demostracion. Sea ), ¢; ®@ ¢; € €(G) @ C(G'). Podemos reescribir este elemento
de manera que el conjunto {¢;}; sea linealmente independiente. Supongamos que
> ¢i(@);(y) = 0 para todo = € G,y € G'. Entonces, >, ¢;()y; = 0 para todo
r € G. Como {v,}; es linealmente independiente, ¢;(x) = 0 para todo j. Luego

¢j:Oparatodoj yzj%@)%zo
]

Proposicién 1.6.5. Se cumple Paxai o (Poa ®id) = P axa o (id @ P ).

Demostracion. Como ®¢ ¢ es lineal, basta comprobar la igualdad para elementos
de la forma ¢ ® ¥ ® p con @, v, p € C(G). Sean z,y, z € G. Calculamos:

[(Poxac o (Paa ®id) (e @9 @ p)l(r,y,2) = [Paxc.o(Pacle @Y) @ p)l(r,y,2)
= [0¢ G(¢®¢)](I y)p(z)
= (¢()¥(y))p(2)

= ()Y (y ) (2).

Por otra parte,

[(Paaxao (id @ Paa)) (P @Y @p)|(7,y,2) = [Paaxalr ® ooy @p))l(z,y, 2)
= o(z) [Paa(y @ p)|(y, 2)
= o(z) (¢(y)p(2))
= ()Y (y)p(2).

]

La multiplicacion m : G x G — (G induce un homomorfismo de algebras

m* : C(G) — C(G x G) dado por m*(p)(z,y) = ¢(xy) para todo ¢ € C(G),z,y € G.

Proposiciéon 1.6.6. Sea ¢ € C(G). Entonces, m*(¢) € Im ® si y solo si ¢ es
representativa.
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Demostracion. Supongamos que m*(p) € Im &. Existiran ¢;, ¢; € C(G),i =1,...,n,

tales que (zy) = . @i(x)1;(y) para todo x,y € G. Luego y - ¢ = > . ¢i(y)p; para
cada y € G. Asi pues el espacio generado por {y - p},ec es de dimensién finita. Es

decir, ¢ es representativa.

Reciprocamente, supongamos que ¢ es representativa. El espacio generado por
{z - ¢}rec es de dimensién finita. Sea {p1,...,¢,} una base de él. El argumento
utilizado en la demostraciéon de (i) = (ii) en el Teorema 1.6.1 nos proporciona
funciones continuas aq,...,a, : G — R tales que

(- 9)(y) = plyr) = pr(Y)ar(z) +... + en(y)an(z),  Vye.
Luego, ¢ = Pa.a(d -, ¢i ® ). O]
Pongamos A = &~ o m*|ge) : R(G) — €(G) @ C(G).
Proposicién 1.6.7. La imagen de A estd contenida en R(G) @ R(G).

Demostracion. Sea ¢ € R(G). Escribimos A(p) = > 7", ¢;®1;, donde ¢;,1; € C(G)
para i = 1,...,n. Podemos reescribir A(yp) de forma que el conjunto {¢;}" ; es
linealmente independiente. Existiran pues zq,...,x, € G tales que la matriz con
coeficientes ¢;(z;) tiene determinante no nulo. Para cada j = 1, ..., n tenemos:

(¢ - 25)(y) = @lajy) = (o Alp) (w).y Zsoz z)iy), Wy eG.

La Regla de Cramer nos permite expresar ;(y) como combinacién lineal de
{(¢-7;)(y)}j=, vy los escalares de esta combinacion lineal no dependen de y. Por tan-
to, ¢; es combinacion lineal de {¢-z;}7_,. Asi, el subespacio generado por {t;-2}.cq
estd incluido en el generado por {¢ - (z;2) : j = 1,...,n;2 € G}. Este tdltimo es
de dimensién finita porque ¢ € R(G). Luego ¢; € R(G) para todo i = 1,...,n.
Tenemos entonces A(y) € €(G) ® R(G). Escribimos ahora A(e) = S2P_ ¢ @ U,
donde @y, € C(G), 1y € R(G), para k = 1,...,p, y el conjunto {¢}7_, es linealmen-

te independiente. Razonando simétricamente se prueba que ¢, € R(G) para todo
k=1,...,p. O

Entonces, tenemos un homomorfismo de algebras A : R(G) — R(G) ® R(G). Lo
llamaremos comultiplicacion. Dada ¢ € R(G) escribimos

= Z ©; ® ¢}, donde ¢}, ¢! € R(G). (1.11)

Obsérvese que A(yp) queda determinado por la condicion:

p(zy) = (Pgc o Alp Zs@, oi(y), Vr,yeq. (1.12)
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Comprobaremos después que la asociatividad de la multiplicacion en G, que podemos
expresar mediante la conmutatividad del diagrama inferior izquierdo, se traduce en
una propiedad sobre A, llamada coasociatividad, que podemos expresar mediante la
conmutatividad del diagrama inferior derecho:

GxGxG 2. GxG R(G) ® R(G) @ R(G) <22 R(G) @ R(G)
mXxid m A®id A
GxG— G R(G) ® R(G) — R(G)

El elemento neutro 15 del grupo G induce un homomorfismo de algebras
£:R(G) = R, p — ¢(1g). Lo llamaremos counidad. El axioma de elemento neutro,
que podemos expresar en el siguiente diagrama inferior izquierdo, se traduce en una
propiedad para e, que expresamos en el diagrama inferior derecho:

) x G2 G x GG x {15} ReR(G) <R 2 R(G) @R
La aplicacion ¢ en el diagrama izquierdo es la inclusion. Las aplicaciones diagonales
llevan (1g,x) v (x,1g) a z. En el derecho, las aplicaciones diagonales son el inverso
del isomorfismo inducido por el producto por escalares. Es decir, ¢ € R(G) se aplica

en p ® 1y 1® ¢. Usando la notacion de (1.11), la conmutatividad del diagrama
derecho también se puede expresar como:

p = Ze i) =D ielel

Finalmente, la aplicacién inversién inv : G — G,z — 2z~ ! induce un antiho-
momorfismo de dlgebras S : R(G) — R(G), dado por S(¢)(z) = ¢(z~!) para todo
x € G. Lo llamaremos antipoda. El axioma de elemento inverso lo podemos expresar
mediante la conmutatividad del siguiente diagrama:

diag diag

G < G invXid G < G idXxinv G % G

I e

{1c} m {1c}

G G
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La aplicacién diag : G — G x G lleva x a (x,z). Para explicar cémo se refleja
en R(G) el axioma de elemento inverso necesitamos antes entender qué hace la
aplicacién dual diag® : C(G x G) — C(G). Estéd definida por diag*(¢)(x) = ¢(z, )
para todo ¢ € C(G x G). Veamos C(G) ® C(G) dentro de C(G x G) a través de P ¢.

Entonces,

(diag" 0P a)(p@Y)(7) = Pa (@) (z,2) = p(x)(x),  Vp,¥ € C(G),z €G.

Es decir, diag* restringida a C(G) ® C(G) es la multiplicacién de C(G). Como R(G)
es una subalgebra de C(G), tenemos que diag* restringida a R(G) ® R(G) es la
multiplicacién de R(G). Llamémosla V. El axioma de elemento inverso se traduce en
la propiedad para S expresada mediante la conmutatividad del siguiente diagrama:

R(G) ~—Y—R(G) @ R(G) 2L R(G) ® R(G) —225+ R(G) @ R(G) —~—= R(G)

T o

R(G)

Aqui u denota la aplicacién lineal que lleva 1g en lg(g. Utilizando la notacién de
(1.11), la conmutatividad de este diagrama también se puede describir por:

> Sl =el@)lre) = Y £iS(e)).

Llamaremos dlgebra de Hopf sobre R a un algebra H sobre R que posee homo-
morfismos de algebras A : H - H® H y € : H — R y un antihomomorfismo de
algebras S : H — H que satisfacen diagramas como los anteriores.

Ya estamos en condiciones de demostrar que:
Teorema 1.6.8. Para un grupo topologico G, el dlgebra R(G) es un dlgebra de Hopf.

Demostracion. Comprobamos primero la propiedad de coasociatividad, es decir, que
(A ®id)o A = (id ® A) o A. Para ello, vemos ambas funciones en C(G x G x G)
y comprobamos la igualdad aqui. Sea ¢ € R(G) y escribimos A(f) = >, ¢ ® ¢f.
Sean z,y, z € G. Calculamos:

[(@oxa.6 ° (a6 © i) (A ®id) 0 A)(¢))] (.. 2)
= oxac( D (Rac o A) ) © ¢ (2.9,2)

(2

= _[(@cc o M) &)l )¢l (2) (por (1.10))
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= Z% (zy)@) (= (por (1.12))
= @((wy)Z) (por (1.12))
= p(z(yz)) (asociatividad)

= Z @;(x)‘mpﬂyz) (por (1,12))
= Z<ﬂ§($ (Pa.q o A) (@)Y, 2) (por (1.12))
= Qg oxc ( Z ©; @ (Paqo A)(gp?)) (z,y, 2) (por (1.10))

= [(Pe.oxc o (id ® Ta)) (((id® A) 0 A) ()] (2., 2).

De aqui obtenemos (A ® id) o A = (id ® A) o A porque: Paxge o (Poe @ id) =
O axa o (id ® P ) por la Proposicién 1.6.5 y esta aplicacién es inyectiva como
consecuencia de la Proposicion 1.6.4.

Comprobamos ahora la propiedad de la counidad, es decir, que (id®¢)o A = id
y (e ®id) o A =id . Calculamos:

(e ®id) o A)(p)(z) = Z e(3)i ()

= Z i (1a)! () (definicién de €)
= p(lgx) (por (1.12))
= () (elemento neutro).

De manera similar se comprueba que (¢ ® id) o A = id.

Finalmente, comprobamos la propiedad de la antipoda:

(X5 iS(e)) (@) =32 ¢i(x)S(#))(2)

=3 (@)l () (definicién de 5)
— o) (por (1.12))
=¢(1g) (elemento inverso)
= e(¢)lre)(x) (definicién de ¢).

Del mismo modo se comprueba que » , S(¢})¢! = e(¢)lxe). Asi queda demos-
trado que R(G) es un algebra de Hopf. O

Si G es un grupo abeliano, esta propiedad también se refleja en R(G). Ser abeliano
se puede expresar mediante la conmutatividad del diagrama inferior izquierdo. Esto
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da lugar a la conmutatividad del diagrama inferior derecho:

G x G

R(G) ® R(G)
/ \ / x
(@) = R(G

GxG R(G) @ R(G

La aplicacién 7 lleva (z,y) en (y,x) en el caso del producto cartesiano y ¢ ® 1 en
¥ ® @ en el caso del producto tensorial. Veamos que efectivamente esto es ast:

(@caoroA)P,y) = |Pago T(Z °\® so;')} (z.9)
= (I)GG(ZSOZ ®902)

= Z%’ (2)¢i(y) (def. de ®¢ )
= p(yz) (por (1.12))

= ¢(zy) (G es abeliano)
= [Pa.c o Alp)l(z,y) (por (1.12)).

Como @ ¢ es inyectiva, obtenemos 7 o A = A. En este caso diremos que R(G) es
un algebra de Hopf coconmutativa.

Por otro lado, si f : G — G’ es un homomorfismo de grupos topolégicos, entonces
el homomorfismo de dlgebras R(f) : R(G") = R(G), ¢ — @ o f es compatible con
la estructura de algebra de Hopf de R(G) y R(G"). Con esto queremos decir que los
siguientes diagramas son conmutativos:

(1) Compatibilidad con la comultiplicacion:

R(f)

R(G) R(G)
A/ A
R(C) & R(G) 57— R(G) B R(G)
(2) Compatibilidad con la counidad:
R — @)
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(3) Compatibilidad con la antipoda:

R(G) —E=R(F)
mmJ ‘w)
R(G) —— R(G)

Los diagramas son consecuencia de las siguientes tres propiedades de f:

(1) f(zy) = f(x)f(y) para todo z,y € G.

(2) f(le) = la.

(3) f(z™') = f(x)~! para todo z € G.
Veamoslo:

(1) Compatibilidad con la comultiplicacion:

(Baao (RN @ R(F) o A)(p))(z @ y)
= (®aco RN @R (D vieel)@ey)

:®G,G<Z<90;;of)®(90/ilof>)(x®y>

= Zs@i(f(m))wi’(f(y))

= o(f(x)f(v))
= o(f(zy))

= R(N)(p)(zy)
= [(®a.a o Ao R(f))()](z @ y).

Ahora se aplica que ®¢ ¢ es inyectiva.
(2) Compatibilidad con la counidad:
eR(UN(p) =elpo f) =w(f(la) = v(ler) =£'(¢).
(3) Compatibilidad con la antipoda:
(R(f) o 5)(p))(x) = (S'(¢
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Nota 1.6.9. Obsérvese que la construccion de R(G) en realidad se puede realizar
para cualquier grupo y cualquier cuerpo.

Cuando G es un grupo compacto, toda funcién continua tiene soporte compacto
y por tanto la integral de Haar (a izquierda) A sobre G se puede restringir a R(G).
En este caso, la propiedad de invarianza de la integral de Haar se puede expresar
mediante la comultiplicacién y unidad de R(G). Veamoslo:

Sea p € R(G) y pongamos A(p) = Y. ¢ @ ¢7. Dado y € G tenemos
(y-o)(x) = pley) = > Gh@)ef(y), Veed.

Entonces,
M) =AMy-9) =D Me)ei(y), Vyed.

De aqui,

[ Zk(wé)wé’zk(w)lm(m. } (1.13)

Esta condicién aparece en [32, pag. 28] y es necesaria
para reconocer las R-algebras de Hopf conmutativas que
son de la forma R(G) para un grupo compacto G. Véase
[32, Theorem 3.5]. Més tarde, Sweedler introdujo en [59],
mediante esta condicién, la nociéon de integral para un
algebra de Hopf (no necesariamente conmutativa) sobre
cualquier cuerpo. La estudiaremos en el segundo capitulo.

G. Hochschild
1915-2010
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de Eleccion. La de Cartan no depende de él. La demostracién del Teorema de Unicidad
estd tomada de [52, Capitulo D]. Nos ha parecido la més sencilla de las que hemos visto.
La demostracién que aparece en [32] usa el Teorema de Stone-Weiertrass para espacios
localmente compactos. Para la construccién de la funcién modular hemos usado [44, Sec-
cién IL.5] y los apuntes de Tornier [64]. El ejemplo de grupo no unimodular estd tomado
de [13, pédg. 4]. La construccién del dlgebra de Hopf de las funciones representativas y la
discusion sobre la invarianza de la integral estd basada en [32, Seccién I1.3] y [45, Seccién
8.2].






Capitulo 2

Algebras de Hopf con integral

En este capitulo estudiaremos la nocion de integral en algebras de Hopf. Introdu-
ciremos primero la estructura de dlgebra de Hopf. Sera necesario, para el desarrollo
posterior, tratar de manera aislada las estructuras de algebra, codlgebra, modulo y
comoOdulo. Analizaremos la dualidad existente entre algebras y codlgebras y vere-
mos que los comédulos sobre una coalgebra se pueden identificar con cierto tipo de
modulos sobre el dlgebra dual: los llamados moédulos racionales.

Después demostraremos el Teorema de Unicidad de la Integral. Como paso pre-
vio, definiremos los médulos de Hopf y probaremos el teorema sobre su estructura,
que es la herramienta clave en la demostracion. Como consecuencia de la unici-
dad, construiremos el elemento modular, que controla la diferencia entre integrales
a derecha e izquierda.

Finalmente, presentaremos varios resultados sobre algebras de Hopf en los que
se usa la integral. El primero es la Formula de Radford para la potencia cuarta de la
antipoda. De ella derivaremos una importante propiedad estructural de las algebras
de Hopf de dimensién finita, a saber, su antipoda tiene orden finito. El segundo es el
Teorema de Maschke, que caracteriza la cosemisimplicidad mediante una condicién
sobre la integral. En tercer lugar, probaremos que un algebra de Hopf de dimensién
finita es un algebra de Frobenius. Para terminar daremos varias caracterizaciones,
en términos homoldgicos y de finitud, de la existencia de integral sobre un algebra
de Hopf.

A lo largo del capitulo trabajaremos sobre un cuerpo base arbitrario k. Salvo que
se indique otra cosa, los espacios vectoriales serdn sobre k, las aplicaciones serdan
k-lineales y el producto tensorial ® estard tomado sobre k.

2.1. Algebras y coalgebras

Comenzaremos dando la definicién usual de dlgebra, en términos de elementos,
para posteriormente expresar las propiedades de asociatividad y unitalidad a través
de aplicaciones lineales. Asi llegaremos al concepto dual de codlgebra.

47
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Recordemos que un espacio vectorial A es un algebra (sobre k 6 k-dlgebra para
enfatizar k) si estd dotado de una operacién binaria (multiplicacién) (z,y) — zy
que cumple las siguientes propiedades para todo z,y,z2 € Ay a € k:

(1) Asociatividad: (zy)z = z(y2);
(2) Elemento unidad: existe 14 € A tal que 214 = 14z = x;
(3) Distributividad 1: z(y + z) = 2y + xz;
(4) Distributividad 2: (zx 4+ y)z = 2z + yz;
(5) Compatibilidad con el producto escalar: a(zy) = (ax)y = x(ay).

Las propiedades (3)-(5) dicen que la operacién binaria es lineal en ambas varia-
bles. Usando el producto tensorial y aplicaciones lineales podemos dar la siguiente
definicion equivalente de algebra:

Un dlgebra es un k-espacio vectorial A junto con dos aplicaciones lineales,
V:A® A — A (multiplicacién) y v : k — A (unidad), tal que los siguientes
diagramas son conmutativos:

Asociatividad: Unidad:
AARA—Y8 _AxA /4 ® A\
u®id 1dQu
idev v koA v ARk
AR A =

Nétese que el elemento unidad de A es 14 = u(1). Cuando queramos mencionar
expresamente la multiplicacién y la unidad diremos el dlgebra (A, V 4, u4).

Consideremosla aplicacion trasposicion 7:V @ W - W @ Vv @ w—w ® v. Que
la multiplicacion sea conmutativa es equivalente a Vo7 = V. Con esta nueva inter-
pretacion también podemos definir el algebra opuesta. Recordemos que el algebra
opuesta A se define cambiando el producto en A por z®y = yx para todo x,y € A.
Luego, podemos definir que A es igual a A como espacio vectorial, con multipli-
cacion V? = V o 7 y unidad u” = u. Claramente, A es conmutativa si y soélo si
A = A° como algebras.

Mediante dualizaciéon, cambiando el sentido de las flechas, llegamos a la nocién
de codlgebra. Aunque es mas cémodo introducir la nocién de codlgebra como dual
de la de algebra, hemos visto en el Capitulo 1 que este cambio de sentido de las
flechas aparece de modo natural cuando consideramos el algebra de funciones repre-
sentativas sobre un grupo.

Definicién 2.1.1. Una codlgebra (sobre k ¢ k-codlgebra) es un espacio vectorial C
gunto con dos aplicaciones lineales, A : C'— C @ C' (comultiplicacion) y e : C — k
(counidad), tal que los siguientes diagramas son conmutativos:
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Coasociatividad: Counidad:
C = CeC A9 L
A Aid kol A Cok
CRC—%® . ceCceC C®C

Ademas, diremos que C' es coconmutativa si 7o A = A.

Cuando queramos mencionar expresamente la comultiplicacién y la counidad
diremos la codlgebra (C, A¢c,ec). Dada una codlgebra C' se define su codlgebra co-
opuesta del siguiente modo: C? = C como espacio vectorial, Agecor = 70 Ay
ECecor = E(C.

Notacion de Sweedler. Obsérvese que la multiplicacion
«fusiona» (multiplicando dos elementos, obtenemos como
resultado un solo elemento), mientras que la comultipli-
cacién «fisiona» (comultiplicando un elemento, obtenemos
una familia finita de pares de elementos). Para trabajar
con la comultiplicacion, Sweedler introdujo la siguiente no-
tacion, que resulta muy util. Dado ¢ € C podemos escribir
A(c) como A(e) =" ¢;® ¢} con ¢;,¢; € C. Teniendo en ’ L.
cuenta la posicion de cada tensorando, podriamos simplifi- ME Sw'e'eier
car esto a A(c) = Y0, 1 @ c. 1942 -
Sweedler propone suprimir el subindice ¢ y escribir

Ale) =D ey ® ),
(©)

donde ahora los subindices (1) y (2) son simbdlicos; no se refieren a un elemento
concreto de C'.

Esta notacién muestra su potencia cuando A se aplica mas de una vez. La con-
mutatividad del diagrama de la coasociatividad se escribiria como

Z Z W)y B 1) @ C2) = Z Z (1) ® €2) 1) @ C(2)(o)-

(@) (e)) (©) (@)

Podemos continuar con el proceso de simplificacion y denotar a este elemento por:

Na(c) =) ey ® ¢y ® ()
(©)

Iterando este procedimiento, para A,_;(c) = (A ® id)A,_2(c) escribiremos:

Bosld) = ey @+ @ .
(c)
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Con esta notacion, la propiedad de la counidad se escribe como:

C = 28(0(1))0(2) = Z&(C(g))C(l), (2.1)

(c) (c)

Con los anos, imitando el convenio de Einstein, se ha ido imponiendo la supresion
del sumatorio, de modo que simplemente se escribe:

Ale) = ¢y @ ¢a).
Esta notacién abreviada serd la que nosotros usaremos.

La dualidad también nos permite introducir los homomorfismos de codlgebras.
Recordemos que en el caso de grupos topologicos llegamos a ellos a partir de homo-
morfismos entre los grupos.

Sean A y B dos k-dlgebras. Sabemos que un homomorfismo de dlgebras es una
aplicacién lineal f : A — B tal que f(xy) = f(x)f(y) para todo z,y € Ay
f(14) = 1p. Estas dos condiciones se pueden expresar mediante la conmutatividad
de los siguientes diagramas:

A A1 BeB

k
A 7 B

B

Va

A

Cambiando el sentido de las flechas obtenemos la nociéon de homomorfismo de codlge-
bras.

Definicién 2.1.2. Sean (C,Ac,ec) y (D, Ap,ep) dos codlgebras sobre k. Una apli-
cacion lineal f - C'— D es un homomorfismo de codlgebras si los siguientes diagra-
mas conmautan:

C ! D C ! D
Ac Ap \ /

En la notacién de Sweedler, la conmutatividad del primer diagrama se expresa
como:

f©)a ® fle)e = flcw) @ f(cp),  VeeC.

Terminaremos esta seccién dandole nombre a ciertos elementos cuya comultipli-
cacién tiene una forma especial:
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Definicién 2.1.3. Sea C' una codlgebra sobre k. Un elemento no nulo g € C se
llama de tipo grupo si A(g) = g®g. Al conjunto de tales elementos lo denotaremos

por G(C).

Obsérvese que si g € G(C), entonces €(g) = 1. Esto es por la propiedad de la
counidad: g = £(g)g. Si consideramos el grupo aditivo de R, la funcién exponencial
en R(R) es un elemento de este tipo, véase (1.11) y (1.12).

El siguiente resultado sera necesario méas adelante:
Proposicién 2.1.4. El conjunto G(C') es linealmente independiente.

Demostracion. Los elementos de G(C') son no nulos, asi que todo subconjunto uni-
tario de G(C) es linealmente independiente. Supongamos, para llegar a una con-
tradiccién, que G(C') no es linealmente independiente. Sea n minimal tal que todo
subconjunto de G(C') de n elementos distintos es linealmente independiente y existe
un subconjunto de n + 1 elementos distintos de G(C') que no lo es. Tendremos una
igualdad de la forma

g =o1g1 + Qg + ...+ Qngn,

con g, gi, go, - - -, gn € G(C) distintos y oy, . . ., a;, € k. Aplicando la comultiplicacién
y usando esta igualdad llegamos a:

Z @09; ® gy =g ® g =A(g) = Z a;A(g;) = Z @;9; @ gi- (2:2)
=1 i=1

1,j=1

Por la eleccién de n, el subconjunto {g;}, es linealmente independiente. Enton-
ces, {9; ® g; i;=1 también lo es. Como g # 0, algin «; es no nulo, digamos .
De (2.2) obtendriamos que a; = 0 para j # 1. Por tanto, ¢ = ay¢;. Ahora
1 =¢(g9) = a1e(g1) = ay. Tendriamos pues g = g1, lo que contradice el que estos
elementos eran distintos. O

2.2. Dualidad entre algebras y coalgebras

La situacion mas sencilla en la que encontramos el cambio de sentido de las flechas
es cuando consideramos espacios vectoriales y sus duales. En dimensién finita, donde
la dualidad es perfecta, la estructura de dlgebra (resp. codlgebra) en un espacio
vectorial deberia pasar a estructura de codlgebra (resp. dlgebra) en su dual. Para
ver que esto es asi, necesitamos entender la relacién entre el espacio dual de un
producto tensorial de espacios y el producto tensorial de los duales.

Sean V y W dos espacios vectoriales sobre k. La aplicacion lineal
Oy V@ W* — (V& W)* definida por

Oy (p @) (vew)=p)Y(w), VoeViypeW veVwelW, (23)

es inyectiva. Ademads, es sobreyectiva si y s6lo si V6 W es de dimension finita.
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Proposiciéon 2.2.1. Sea (C,A,e) una codlgebra sobre k. Las aplicaciones
Aol : C*"RC* = C* ye* 1 k — C dotan a C* de estructura de dlgebra.
Ademds, si f: C — D es un homomorfismo de codlgebras, entonces f*: D* — C*
es un homomorfismo de dlgebras.

Demostracion. Denotamos por x a A* o @ . Para ¢, p,¢ € C* y ¢ € C tenemos
(ex1)(c) = plcay)(ce)). Veamos que * es asociativo:

((p* @) xY)(c) = (¢*p)(cay)¥(ca)

d(cy)p(c@)i(ce)
= ¢(cay) (e *x¥)(c2) (coasociatividad)
= (

*(p*1p))(c).

Veamos ahora que €*(1) es la unidad:

(€ (1) xp)(c) =e"(D)(ca)elce)
= e(cq))plce)
= p(e(cqy)c)
= ¢(c) (counidad).

—~

Del mismo modo se comprueba que ¢ x€*(1) = ¢.
Demostramos la segunda afirmacion. Sean «, f € D* y ¢ € C. Entonces,

frlaxpB)(c) =(axp)(f(c))
= a(f())B(f())
= a(f(c )) (flc@)) (f hom. coélgebras)
= (f*(a) = f*(B))(c).

Por otra parte,

fHep()(c) = ep(1)(f(c)) = en(f(c)) = ec(e).
O

Definicién 2.2.2. A C* la llamaremos algebra dual de C' y a x producto convolu-
cion.

El paso de dlgebras a codlgebras no siempre es posible. Si A es un algebra con
multiplicaciéon V : A® A — A, entonces, al dualizar, obtenemos V* : A* — (A® A)*.
El obstéculo que encontramos es que, en general, no podemos identificar (A ® A)*
con A* ® A*. Este obstaculo desaparece cuando A es de dimensién finita, pues
Pya: A" @A = (A® A)* es un isomorfismo y podemos usar su inversa ;.

Proposicién 2.2.3. Sea (A, V,u) una k-dlgebra de dimension finita. Las aplicacio-
nes q)g’lA oV i A 5> A @ A" yu* : A* — k dotan a A* de estructura de codlgebra.
Ademds, si f : A — B es un homomorfismo de dlgebras, entonces f*: B* — A* es
un homomorfismo de codlgebras.
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Demostracion. Pongamos A = @Z}A oV*ye=u" Dado ¢ € A" escribimos
= Z P15 @ P2i-

Entonces,
Z ©1:(7) a2y Va,y € A. (2.4)

Esto es debido a que

plry) =Vi(p)(r®y)
= (Pa,40A(p))(r®y)

= @AA(ZSOU & 902i)(95 ®y)
= Z@lz (P27,

Para demostrar la coasociatividad necesitamos considerar la aplicacion
Pagaao (Paa®@id) i AAQAT @A = (AR AR A),
que esta definida por

[Papaao (Paa®id)(p®p@P)](rRy®2)=o(x)p(y)Y(z).

Es fécil ver que ®gg4,40 (Paa®id) = Paagac(id@ Py 4). Ademds, esta aplicacién
es inyectiva. Entonces, dado p € A* y z,y, 2z € A se tiene:

[Pa,a04 0 (id @ Paa) o (id® A) o Al (p) (T @Y ® 2)

= [Paag40 (id@ V) o Al (p) (z® Y ® 2)

= [Pa,a94 0 (id @ V)] (32 01 ® 2) ( @y ® 2)

=Dy a04 (D ;1 ®(p20V)) (2 RY® 2)

= Z e1i () P2 (y2)
¢ (z(yz))
¢ ((zy)z)

= Z e1i (2Y) p2i (2)

= DPagaa (D2 (p1io V) ® ) (r @y ® 2)

= [Pagaa o (V' ®id)] (32 01 ® 2) (z @y ® z)

= [Pagaa0 (V' ®id) o Al(p) (z®y® 2)

= [Pagaa0 (Pasa®id)o(A®id)oAl(p)(z@yY® 2).

(asociatividad)

De aqui se sigue la coasociatividad: (id ® A) o A = (A ® id) o A.
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Para demostrar la propiedad de la counidad, nétese que £(¢) = ¢(14). Calcula-
mos:

(e @id) o Ap)](z) = (Z (¢11) wzz) Z e1i(1a)pai(z) = p(laz) = p(z).
Similarmente se comprueba que (id ® €) o A = id.

Demostramos ahora que si f : A — B es un homomorfismo de algebras, entonces
f*: B* — A* es un homomorfismo de codlgebras. Sea o € B*. Entonces,

‘I)A,A(Z [ o) ® f*(Oézi)> (r®y)
- S o)

— (@) ) (por (2.4))
= o(f(zy)) (f hom. algebras)
= ["(@)(zy)

= Z J7(@)1(2) f ()2 (y) (por (2.4))
_chA(Zf @)y @ f(a)y) (@ ©y)

Como P4 4 es inyectiva, se sigue la compatibilidad con la comultiplicacion.

Finalmente,

cae 0 f(@) = F(@)(La) = a(f(10)) = a(lp) = p-(a).

Definicién 2.2.4. Diremos que (A*, A €) es la codlgebra dual de A.

Nota 2.2.5. Obsérvese la similitud de la demostracion anterior con la demostracion
hecha en el Capitulo 1 de que R(G) es una codlgebra.

Cuando el espacio vectorial es de dimensién finita, el espacio bidual es isomorfo
a él. En este caso, al realizar el proceso de dualizacién dos veces recuperamos la es-
tructura inicial de algebra o coalgebra. Esto es lo que demostraremos seguidamente.
Recordemos que para un k-espacio vectorial V' la aplicacién ky : V. — V** dada
por ki (v)(p) = ¢(v) para todo v € V@ € V* es lineal e inyectiva. Ademads, es
sobreyectiva si y sélo si dim V' < oo.

Proposicién 2.2.6. Sean A y C un dlgebra y una codlgebra sobre k respectivamente.
Supongamos que ambas son de dimension finita. Entonces,

(i) ka: A — A* es un isomorfismo de dlgebras.



2.2. DUALIDAD ENTRE ALGEBRAS Y COALGEBRAS 55

(ii) ko : C — C* es un isomorfismo de codlgebras.

Demostracion. (i) Sean z,y € Ay a € A*. Pongamos As(a) = >, a1 @ ;.
Entonces,

(ka(®) x ka(y)) (@) =2 kalz)(ani)ra(y)(ae)

= agi(x)asi(y) (definicién de k4)
= a(ry) (definicién de Ax+)
= rka(zy)(a) (definicién de k4).

Por otro lado, k4(14)(a) = a(l4) = eax ().
(ii) Sea c € C'y ¢,9 € C*. Calculamos:

Bor - ((Be 0 k)P B V) = (Bomce o Acw)(cle)) (5 & )
= rc(c)(px )
= (e xv)(c)
= elc)v(cw)
= rc(cy)(p)re(ce) (W)
= Dce o (/{C(c(l)) &® HC(C(Q)))(SO ® 1))
= Oc+ o+ (Ko ® Ke) 0 Ac)) (9 @ ).

Como ®¢- ¢+ es inyectiva, obtenemos la compatibilidad con la comultiplicacién. Por
otro lado,

(e 0 ko) (c) = e (ke(c)) = ke(e)(1ox) = 1ox(c) = ec(c).
]

Nosotros solo hemos definido la nocién de coalgebra dual para algebras de dimen-
sion finita, puesto que es el caso que necesitaremos después. Pero hay que senalar
que es posible definirla en general usando un espacio dual mas pequeno: el llamado
dual finito. Para un algebra A, el dual finito se define como

A° ={a € A" : a(l) = 0 para algin ideal I de A tal que dim A/I < oo}.

La aplicacién dual de la multiplicaciéon V* : A* — (A®A)* cumple V*(A°) C A°®A°
y se toma como comultiplicacion V*|40. La counidad se define igual que antes y no

presenta ninguin problema. Los detalles de esta construccién se puede consultar en
[49, Section 2.5].

Mas adelante usaremos el siguiente resultado:
Proposicién 2.2.7. Sea A una k-dlgebra de dimension finita y consideremos la

codlgebra dual A*. Un elemento o € A* es de tipo grupo si y solo si o : A — k es
un homomorfismo de dlgebras.
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Demostracion. Por la definiciéon de la comultiplicaciéon en A*, se tiene que
Ala) = Y a1, ® ag; siy s6lo si a(zy) = >, agi(x)asi(y) para todo z,y € A.
Ademads, a(14) = e4+(a) por la definicién de counidad en A*. Por otro lado, « es
de tipo grupo si A(a) = a®@ a 'y ea«(a) = 1. Y a es homomorfismo de dlgebras si
a(zy) = a(x)a(y) y a(ls) = 1. De esto se deduce la afirmacion. O

2.3. Comoddulos

Al igual que hemos hecho antes con la definicién de codlgebra, comenzaremos
dando la definicién usual de mdédulo para luego expresar sus propiedades a través
de aplicaciones lineales y asi definir la nocién de comédulo de forma dual.

Sea A una k-dlgebra. Recordemos que un k-espacio vectorial M es un A-moddulo
a derecha si existe una aplicacion M x A — M, (m, z) — mz, a la que llamaremos
accion, que cumple las siguientes propiedades para todo m,m’ € M y x,y € A:

(1) Pseudoasociatividad: m(zy) = (mz)y.

(2) Linealidad en A: m(z + y) = mx + my.
(3) Linealidad en M: (m + m/)x = ma +m'y.
(4) Elemento neutro: ml,y = m.

De manera simétrica se define un A-mdédulo a izquierda. Usando el producto tenso-
rial, podemos dar la siguiente definicién equivalente:

Sea A una k-algebra. Un k-espacio vectorial M es un A-mddulo a derecha si
existe una aplicacién lineal w : M ® A — M (accidén) tal que los siguientes diagramas
conmutan:

id®V

MRARATs MR A Mak—2" M A
w®1id w ~ w
M® A M

Considerando los diagramas duales llegamos a la nocién de comoédulo.

Definicién 2.3.1. Sea C' una codlgebra sobre k. Un k-espacio vectorial M es un
C-comddulo a derecha si existe una aplicacion lineal p : M — M & C' (coaccion) de
forma que los siguientes diagramas conmutan:

M P MeC M—L s MeC
P p@id \ id®e

Del mismo modo se define un C'-comaodulo a izquierda.
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A p también la llamaremos aplicacion estructura y escribiremos p,; cuando apa-
rezcan varias coacciones de comédulos distintos. También hablaremos del comoédulo
(M, p) para especificar cudl es la coaccidn.

Notacion de Sweedler. Al igual que para la comultiplicacion, se usa una no-
taciéon que hace maés sencillo trabajar con la expresion p(m) => . m; ®¢; € M @ C
para m € M. Se escribe

p(m) = m) ©mq.
La conmutatividad del diagrama izquierdo anterior entonces se expresaria como:
m(0) @ M(1)(1) @ MY1)(2) = TM0)(0) © T0)(1) @ (1)
Y este elemento a su vez se escribe como
m(0) © 1M(1) © 1My(2)-

Se aumentaria el valor de los subindices cuando se aplicase p 6 A a este elemento.
La conmutatividad del diagrama derecho anterior seria:

m = m(O)E<TfL(1)).
Para comédulos a izquierda, se escribiria
p(m) = m1) @m
y utilizariamos el mismo convenio, pero con subindices negativos.

La dualidad también nos permite definir la nociéon de homomorfismo de comédu-
los. Sea A un élgebra y M y N dos A-médulos a derecha. Recordemos que una
aplicacién lineal f: M — N es un homomorfismo de A-médulos si f(ma) = f(m)a
para todo m € M y a € A. Podemos expresar esta condicién mediante el siguiente
diagrama:

Mo AL N A
war WN
M N

Mediante el diagrama dual obtenemos la nociéon de homomorfismo de comédulos.

Definicién 2.3.2. Sea C' una codlgebra y M y N dos C'-comddulos a derecha. Una
aplicacion lineal f : M — N es un homomorfismo de comoédulos si el siguiente
diagrama conmuta:

M—t N
PM PN

De forma andloga se define un homomorfismo de C-comddulos a izquierda.
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Usando la notacién de Sweedler, la conmutatividad del anterior diagrama se
expresa como

fm@) @ may = f(m)) @ f(m)qy,  Vme M.

Denotaremos por Comod-C' a la categoria cuyos objetos son los C-comédulos a
derecha y cuyos morfismos son los homomorfismos de comédulos. Para la version a
izquierda escribiremos C-C'omod.

2.4. Comoddulos y mdédulos racionales

En esta seccién veremos que los comdédulos sobre una coalgebra C' se correspon-
den con un tipo especial de médulos sobre el algebra dual C*: los racionales.

Definicién 2.4.1. Sea C' una codlgebra y C* su dlgebra dual. Sea M un C*-mddulo
a 1zquierda. Diremos que m € M es racional si existe p,, := Z:Zl m;®c e MC
tal que

em = (1d @ ©)(pm) Zcp (ci)m;, Yo e C*. (2.5)

Obsérvese que si m es un elemento racional, entonces de la definiciéon se sigue
que p,, €s unico con esta propiedad.

Definicién 2.4.2. Sea M un C*-mdodulo a izquierda. Definimos el submodulo ra-
cional de M como
Rat(M) = {m € M : m es racional}.

El siguiente resultado justifica la terminologia «submddulo racionals:

Proposicién 2.4.3. Rat(M) es un submddulo de M.

Demostracion. Probaremos en primer lugar que Rat(M) es un subespacio de M.
Sean m,m’' € Rat(M) y a € k. Existen p,, = >\ m; @ ¢; Y py = Y1y M @ ¢ en
M ® C que cumplen (2.5). Tenemos:

o+ m0) = g+ = 3 plemi 4 3 (e

=1 =1

e(lam) = ap(m) = ang ci)my; ng(ci)ami, Vo e C".
i=1

Asi, m+m’ € Rat(M) con ppim = pm + pmr y am € Rat(M) con pom = app,.
Veamos ahora que Rat(M) es cerrado bajo la accion de C*. Sea 1) € C*. Entonces,

T

p(pm) = (px)m =Y (o *¥)(c;)m; Zsocz b(ci))mi

=1
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Esto nos dice que ¢¥m es un elemento racional con pym, = > i, ¥(ci2))m; @ ¢(1y.
]

Recordemos que, para un algebra A, un A-médulo a izquierda M se dice local-
mente finito si todo submodulo ciclico de M es de dimension finita.

Proposicion 2.4.4. Sea M un C*-mddulo a izquierda. Entonces,
(1) Rat(M) es un C*-submddulo de M localmente finito.

(ii)) Rat(N) = Rat(M)N N para todo submddulo N de M.

(iii) Si f: M — M' es un homomorfismo de C*-mddulos, entonces

f(Rat(M)) C Rat(M').

Demostracion. (i) Sea m € Rat(M). Tomamos p, = > ., m; ® ¢; € M @ C tal que
em = > p(c;)m; para todo ¢ € C*. Obsérvese que C*m estd incluido en el
subespacio generado por {my,...,m,}, que es de dimensién finita.

(ii) Sea n € Rat(N). Tomamos p, = ».._  n ®@¢ € N & C tal que
on =Y __, ¢(c;)n; paratodo ¢ € C*. Como N C M, tenemos n € Rat(M)NN. Para
la otra inclusién, sea m € Rat(M)NN. Tomamos el correspondiente
Pm = D m; @ c¢; € M ®C y lo escribimos de forma que el conjunto {¢;}i_;
sea linealmente independiente. Para cada ¢ existe ¢; € C* tal que v;(c;) = 0;;.
Entonces,

m; =Y pilc)m; = gm.
i=1
Como N es submoédulo, p;m € N y asi pues m; € N. De aqui, p,, € N ® C'y por

tanto m € Rat(N).
(iii) Sea m € Rat(M). Calculamos:

T

pf(m) = fom) = F( Y- elcms) = 3 (e f(my)

=1

Tomamos primy = » iy f(m;)) @ c; € M@ C'y asi f(m) € Rat(M').
[

Definicién 2.4.5. Diremos que un C*-modulo a izquierda M es racional si

M = Rat(M).

Denotaremos por Rat(C*-Mod) a la subcategoria plena de C*-Mod formada por
los médulos racionales.
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Teorema 2.4.6. Sea C' una codlgebra.

(i) Si N es un C-comddulo a derecha, entonces N es un C*-mddulo racional a
1zquierda con accion

¢-n=(id® ¢)(p(n)) = ¢(na))no, Vo e C*,n e N. (2.6)
(i1) Si M es un C*-mddulo a izquierda racional, entonces M es un C'-comddulo a
derecha con coaccion p definida por p(m) = p,, para cada m € M.

(11i) Si f: N — N’ es un homomorfismo de C'-comddulos a derecha, entonces f es
un homomorfismo de C*-modulos a izquierda.

(iv) Si g : M — M' es un homomorfismo de C*-mddulos a izquierda racionales,
entonces g es un homomorfismo de C-comddulos a derecha.

La dos asignaciones anteriores establecen un isomorfismo entre la categoria de
C*-mddulos racionales izquierda y la categoria de C'-comddulos a derecha.

Demostracion. (i) Comprobamos que (2.6) dota a N de estructura de C*-médulo:

» Axioma 1: Linealidad en C*. Sean ¢,1 € C* y n € N. Entonces,

(p+)n = (p+1)(na)no (def. de accidn)
= le(n@) + ¢ (nw)lno)
= p(nm)ne) +¥(nw)no)
=¢p-n+1-n (def. de accién).

» Axioma 2: Linealidad en N. Sean n,n’ € N. Entonces,

p-(n+n)
= (id® p)(p(n+n')) (def. de accién)
= (1d @ ¢)(p(n)) + (id @ )(p(n')) (linealidad de ¢ y p)
=p-n+e-n (def. de accidn).

s Axioma 3: Pseudoasociatividad. Tenemos:

- (¥-n) =(naw)(e-no)
= Y(n))e(n©)1)10)0)

(def. de accién y linealidad)
(
= w(n(l)(g))go(n(l)(l))n(o)(g) (N comodulo a dcha.)
(
(

def. de accién)

= (e x¥)(n@))no) definicién de x)
=(p*xy)-n def. de accion).

» Axioma 4: Unidad. Tenemos:

eE-n = 5(71(1))71(0) = nN.
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Es claro que N es racional con esta accién.

(ii) Para m € M pongamos p,, = m() ® m). Entonces, pm = ¢(m))m o) para
todo ¢ € C*. La linealidad de la accién (y de los elementos de C*) implica que
p:M— M®C, m— p, eslineal. La igualdad

mM(0)(0) @ M(0)(1) @ M(1) = M(0) © My1)(1) @ M(1)(2)-
es equivalente a

m o)) (M(0)1)) Y (M) = moye(maya))Y(maye), Vo, € C*.

Esta se obtiene como en el calculo anterior. Y lo mismo para la counidad.

(iii) Dados ¢ € C* y n € N tenemos:

flp-n) = fle(na)no) (por (2.6))
= o(nm)) f(no)) (hneahdad)
= o(f(n)w)f(n)o (f hom comédulos)
=¢- f(n) (por (2.6)).

(iv) Con notacién como en (ii), tenemos que demostrar la igualdad

g(mey) @ may = g(m)) ® g(m)qy,  ¥me M.

Esto es equivalente a

o(mw)g(m) = ¢(g(m)w)g(m) ), Vm e M, ¢ € C*.

El lado izquierdo es g(¢m) y el lado derecho ¢g(m), que son iguales por hipotesis.

Finalmente, si partimos de un C-comoédulo a derecha N con coaccion p, lo conver-
timos en un C*-moédulo a izquierda racional como en (i) y este lo convertimos en un
C-comédulo a derecha como en (ii), obtenemos N con la misma coaccién p. Lo mis-
mo ocurre a nivel de morfismos. El argumento es anédlogo si partimos de C*-médulos
a izquierda racionales y morfismos entre ellos. Esto nos da el isomorfismo entre las
categorias C-Comod y Rat(C*-Mod).

O

El algebra dual C* la podemos considerar como un C*-médulo a izquierda o
derecha. Escribiremos Rat;(C*) para el submddulo racional en el primer caso y
Rat,.(C*) en el segundo.
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2.5. Algebras de Hopf

En esta seccién introducimos la estructura de algebra de Hopf inspirdndonos en
el caso del algebra de las funciones representativas sobre un grupo.

Recordemos primero que si A y B son algebras, enton-
ces el producto tensorial A ® B es un algebra con la mul-
tiplicacion realizada componente a componente; es decir,
Vagp = (Va® Vpg)o(idy ® T ® idg). El elemento iden-
tidad es 14gp := 14 ® 1. Del mismo modo, si C'y D son
coalgebras, entonces C' ® D es una coalgebra con comulti-
plicacién Acgp = (ide @T®idp)o (Ac®Ap) y counidad
Eceop ‘= Ec ®Ep.

Definicién 2.5.1. Un espacio vectorial H sobre k es un
algebra de Hopf si:

H. Hopf
1894-1971

(i) H es un dlgebra con unidad 1.
(i) H es una codlgebra con comultiplicacion A y counidad €.
(i1i) A y e son homomorfismos de dlgebras.

(iv) Existe una aplicacion lineal S : H — H, llamada antipoda, tal que
Es natural preguntarse por qué no se pide en la definicién una propiedad dual a
(iii) para la multiplicacién y la unidad. El siguiente resultado da la respuesta:

Proposicién 2.5.2. Sea H un k-espacio vectorial de modo que (H,V,u) es un
dlgebra y (H, A, ) es una codlgebra. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) A ye son homomorfismos de dlgebras.
(1) V yu son homomorfismos de codlgebras.

Demostracion. Obsérvese que V y u son homomorfismo de codlgebras si y sélo si se
cumple:

(1) ApoV=(VaV)oAugn; (3) Agou= (u®u)oAg;
(2) en oV = enen; (4) eg ou = g.

Escribiendo estas condiciones con elementos, tenemos:

(1) A(RR) = hoyliyy © hiohigy = AWAK); (3) Ally) = Ly @ 1y
(2) =(hh') = =()=(H); (4) =(1n) = 1.

Esto significa precisamente que A y ¢ son homomorfismos de algebras. [
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Existe una forma més conceptual de interpretar la antipoda que resulta muy 1til
a la hora de demostrar propiedades sobre ella. Es la siguiente: se puede comprobar
facilmente que el espacio Homy(H, H) es un &lgebra con multiplicacién dada por el
llamado producto convolucion, que se define como:

(f x9)(h) = f(hay)g(he),  Vf,g € Homy(H, H),h € H.

El elemento unidad es ¢(—)1y. Entonces, la condicién (2.7) significa que S es el
inverso, para el producto %, de la aplicacién identidad en H.

Antes de ver varios ejemplos de algebras de Hopf, deducimos algunas propiedades
de la antipoda:

Proposicién 2.5.3. Sea H un dlgebra de Hopf con antipoda S. Entonces,
(i) S es un antihomomorfismo de dlgebras, es decir:

S(ly) =1y y S(h¥)=SHh)S(H),  Vhh €H.

(i) S es un antihomomorfismo de codlgebras, es decir:

coS=¢ vy S(h)(l) (% S(h)(z) = S(h(g)) ® S(h(l)), Vh € H.

Demostracion.

(i) Como A y e son homomorfismos de algebras, tenemos A(ly) =1p® 1y y
e(1y) = 1. Entonces, S(1g)lg = e(1y)ly. De aqui, S(1y) = 1. La otra condicién
queda establecida mediante el siguiente calculo:

S(hh') = S((hh")))e((hh)(2)) (def. de ¢ y linealidad)
= S(hayhiy))e(hez))e(hiy) (A y £ hom. algebras)
= S(hyhy)he) S(h(g))a(h’@)) (definicién de S)
= S(hyhiy))h@e(hiy)S(h)
= S(heyhly)hey | 2)S(h 5)S(h) (definicién de S)
= S((hayhiry) @) (hayhiy) S (M) S(hez) (A hom. algebras)
= e(hayh{y))S(hig)S(h@) (definicién de S)
= 5(h(1))5(h’(1))5(h’(2))5(h(2)) (¢ hom. élgebras)
= 5(e(hiy)) i) S(e(ha))h) (lincalidad de 5)
=S(h)S (h) (definicién de ¢).

(ii) Vemos primero que € o S = ¢. Calculamos:

e(S(h)) =e(S(hae(hw))) (definicién de €)
= e(S(hay))e(hz) (linealidad de € 0 S)
e(S(hay)he)) (¢ hom. algebras)
=¢e(e(h)lp) (definicién de S)
=¢(h) (e(ly) =1).
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Comprobamos la otra condicion:

S(h)wy @ S(h)@ = A(S(h))

A(S(hae(hw))) (definicién de ¢)
= A(S(h(l)))(€( (2)>1H X 1H) (linealidad)
= A(S(h(l)))(h(g) (h(3)) (%9 1H) (deﬁnicién de S)
= A(S(h(l)))(h(g)S(g( )h(4)) 1H) (deﬁnicién de 8)
= A(S(h@))(h@S (h<4>) e(h@)ln) (linealidad de .5)
= A(S(hq)))(hz)S(he) @ h(3)5 (h)) (definicién de )
= A(S(hq)))(h2) @ he))(S(he) @ S(ha))
= A(S(hq)))Alhe)(S(ha) @ S(he))
= A(S(hw)he >)( (ha)) ® S(h(3>)) (A hom. ilg.)
= Ae(hay)1a)(S(hs) @ S(he)) (definicién de S)
= e(h@)(S(hs) © 5(%)))
= S(he) ® S(e(ha))he) (linealidad de S)
= S(h@)) @ S(h)) (definicién de €).

Estos calculos son un buen ejemplo de lo til que resulta la notacién de Sweedler. [

Corolario 2.5.4. i H es un dlgebra de Hopf conmutativa o coconmutativa, entonces

S? = idy.

Demostracion. Supongamos primero que H es conmutativa. Dado h € H tenemos
S(h@y)h@) = e(h)1u. Aplicamos S a esta igualdad y que S es antihomomorfismo de
dlgebras. Entonces, e(h)1y = S(h))S?(h1)). Usamos ahora que H es conmutativa:
e(h)1g = S%(h(1))S(h@). Luego S? es inverso a izquierda de S para el producto
convolucién. Como idy es el inverso de S, obtenemos S? = idy.

Para la otra afirmacién, al ser H coconmutativa, se tiene h(;) ® h(z) = h) ® h)
Entonces, e(h)1g = S(h))S?(hay) = S(hay)S?(he)) v se contlnua como antes O

Proposicién 2.5.5. Sea H un dlgebra de Hopf con antipoda S. Si g € G(H),
entonces g es invertible y S(g) = g~*

Demostracion. Como g € G(H), tenemos A(g) = g®gy €(g) = 1. Por la definicién

de antipoda, S(g)g = gS(g9) = e(g)1xg = 1g. Luego g es invertible y S(g) = g~ [

Corolario 2.5.6. En un dlgebra de Hopf H el conjunto G(H) es un grupo.

Demostracién. Dado g € G(H), por la proposicién anterior, existe g—!. Entonces,
lp @1y = A(ly) = Algg™) = A(9)Alg™") = (9@ 9)Alg™").

Asi, A(g7Y) =gt ®@ g !y, por tanto, g~' € G(H). Por otro lado, para h € G(H),
tenemos:

A(gh) = A(g)A(h) = (9 © g)(h @ h) = gh ® gh.
De esto, gh € G(H). O
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Ejemplos 2.5.7.

1. Dado un grupo G, el dlgebra de grupo k|G| es un dlgebra de Hopf con comul-
tiplicacion, counidad y antipoda dadas por:

Alg)=9g®yg, <elgg=1 'y Sl@=9"' Vged.

2. Sean € Nconn > 2y w € k una raiz primitiva n-ésima de la unidad. El
dlgebra de Taft T, (w) esta generada sobre k por u y x sujetas a las relaciones:
u" =1, 2" =0 y o UT = wru. (2.8)

Su comultiplicacion, counidad y antipoda estan defini-

das por:
A(u) = u® u, Alz)=r®1+u®uw,
e(u) =1, e(z) =0,
S(u) =u"t, S(z) = —u""'z.

Es necesario aclarar varios puntos para afirmar que
T, (w) es un édlgebra de Hopf. Primero, puesto que 7T, (w) E. Taft
esta definida por generadores y relaciones, basta definir 1931 -
A e y S sobre los generadores y extenderlas multiplicativamente a un homo-
morfismo de algebras. En el caso de S, a un antihomomorfismo de algebras.
Esto funciona siempre y cuando se respeten las relaciones (2.8). El punto mas
delicado de comprobar es que A(z)™ = 0. Para ello se necesita la férmula del
binomio cuantico, que recordamos a continuacion.

Sean j, k y m nimeros naturales con 7 < k < m. Sea ¢ € k no nulo. Los siguientes
tres elementos se llaman g-numero, q-factorial y q-coeficiente binomial respectiva-
mente:

j—1

. b m m)ly
D=2 v =110 (k>q:<k>!q(<m)—k>!q'

i=0 j=1

Nétese que si ¢ es una raiz n-ésima primitiva de la unidad, entonces (n), = 0 y por

tanto (Z)q = 0 para todo 1 < k < n — 1. Los g-coeficientes binomiales cumplen la

siguiente generalizacién de la identidad de Pascal:

(") = () < ()

También tenemos la siguiente generalizacién de la Férmula del Binomio de Newton:
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Lema 2.5.8 (Férmula binomial cuantica). Sea A un dlgebra sobre k y q € k no
nulo. Sean a,b € A tal que ab = gba. Entonces, para todo m € N se cumple:

i 35 (1) v

1=0

La comprobacién de que A(x)™ = 0 serfa la siguiente. En nuestro caso tomamos
a=1r®1yb=u® x. Tenemos:

Alz)" =@@®1l+uer)"

= (?)w(u ® z)(z© 1)

=0
=u®z)"+(z®1)"
= u"RKr"+2"R®1
=0.

Nota 2.5.9. El orden de la antipoda en T,(w) es 2n. Este hecho fue importante
en su momento pues proporcionaba una familia de dlgebras de Hopf con antipoda
de orden finito, pero no acotado. Compdrese con S* = id del caso conmutativo o
coconmutativo.

A lo largo del trabajo irdn apareciendo otros ejemplos de dlgebras de Hopf. A
partir de un algebra de Hopf se pueden producir otras considerando la multiplicacién
o comultiplicaciéon opuesta. Obsérvese que si H es un algebra de Hopf con antipoda
biyectiva S, entonces H? y HP son algebras de Hopf con antipoda S=1. Y Hop-<op
es un algebra de Hopf con antipoda S (en este caso no se necesita la biyectividad).

Seguidamente definimos la nocién de homomorfismo de dlgebras de Hopf. Véase
el caso de R(G) en las paginas 42 y 43.

Definicién 2.5.10. Sean H y K dlgebras de Hopf. Una aplicacion lineal f : H — K
es un homomorfismo de algebras de Hopf si f es un homomorfismo de dlgebras, de
codlgebras y f o Sy = Sk o f.

Antes hemos visto que, mediante la dualidad en espacios vectoriales, la estructura
de dlgebra pasa a coalgebra y la de coalgebra a algebra. La estructura de algebra de
Hopf es autodual, en el siguiente sentido:

Proposicién 2.5.11. Si H es un dlgebra de Hopf de dimension finita, entonces H*
es también un dlgebra de Hopf. Ademds, la aplicacion natural kg : H — H** es un
isomorfismo de dlgebras de Hopf.

Demostracion. Las Proposiciones 2.2.1 y 2.2.3 nos dan que H* es un algebra y una
coalgebra. Recordemos que Ay« = CI>;I71H o V3. Como H es dlgebra de Hopf, Vi es
un homomorfismo de codlgebras, y por tanto Vj; es un homomorfismo de algebras.
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Si probamos que ®g gy es un homomorfismo de dlgebras, obtendremos que Apg-
también lo es. Sean @1, w9, 1,909 € H* y h,h' € H. Entonces,

D (1 @ 1) * (92 @ a)) (h @ I)

= Qg ((1 % 02) © (Y1 x2)) (h @ )

= (1 % @2)(h) (Y1 * o) (R) (def. de @y p)

= @1(hq))p2(he) 1 (hig)) 2 (hiy) (def. de x en H*)

= @1(ha)) 1 (hy)) 2Ry ) Va(hiy)

=Py u(pr ® Y1) (hy ® )(I)H a(p2 @ 2)(hz) ® h’(2)) (def. de @y )

=P u(p1®@Y)(h® h,) )@ (2 ® wz)((h ® 1)) (def. de Agon)
= (Pru(e1 @) * Puu(p2 @12)) (R W) (def. de x en (H @ H)*).

2)

/
2)
h’(2

Por otra parte, se tiene:
(I)H,H(lH*®H*)<h & h/) = (I)H,H(gH &® €H)(h X h/) = 8H(h)€H(h) =1 (H®H)* (h (24 h/)

Que £+ es homomorfismo de algebras se sigue de que ey~ = uj; y uj; es homo-
morfismo de &lgebras porque uy lo es de codlgebras (Proposicién 2.2.3).

Solo resta probar la existencia de la antipoda. Veamos que S* es la antipoda
para H*. Sea ¢ € H* y h € H. Calculamos:

(S* () x e@)(h) = S*(¢a))(ha))ee) (he)) (definicién de x)
= s0<1)(5(h(1 )@ (he)

= @(S(h(l))h(g)) (deﬁnicién de AH*)

= @(eg(h)ly) (definicién de S)
=p(lm)en(h) (linealidad de ¢)
=ep«(p)ly-(h) (definicion de g+ y 1g+).

El caso (1) * S*(¢(2)) = €n+(p) 1~ es totalmente analogo.

Para probar la segunda afirmacion, recordemos que, por la Proposicion 2.2.6, kg
es isomorfismo de algebras y de codlgebras. Veamos pues que ky oS = Sy« 0 K.
Dados h € H y ¢ € H* calculamos:

[Suw o ku(h)](¢) = [rku
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2.6. Integrales

La nocién de integral para un algebra de Hopf fue introducida por Sweedler en
[59] mediante la condicién (1.13) obtenida para la invarianza de la integral de Haar
en el algebra de Hopf de las funciones representativas sobre un grupo compacto.

Definicién 2.6.1. Sea H un dlgebra de Hopf sobre un cuerpo k. Una aplicacion
lineal n : H — k es una integral a derecha si cumple:

p(hay)he = p(h)ly,  Vh e H. (2.9)

Similarmente, una aplicacion lineal X : H — k es una algebra de Hopflintegral a
izquierda si cumple:

h(l)/\<h(2)) = )\(h)lH, Vh € H. (2.10)

La condicién (2.9) significa que g es un homomorfismo de comddulos a derecha,
donde H es un H-comoédulo a derecha a través de la comultiplicacién y k con la
estructura trivial de H-comdédulo, es decir, p(1) = 1® 1. Similarmente a izquierda.

Denotaremos por [ (H) (resp. [,(H)) al espacio de todas las integrales a derecha
(resp. izquierda) sobre H. Nétese que la aplicacién nula es una integral a derecha e
izquierda. En adelante, cuando digamos que un dlgebra de Hopf tiene una integral,
entenderemos que es una integral no nula.

Ejemplos 2.6.2.

1. Sea G un grupo con elemento neutro e y k[G] el dlgebra de grupo. Es facil ver
que la aplicacién A : k[G] — k definida por A\(g) = d, . para todo g € G es una
integral a derecha e izquierda sobre k[G].

2. Consideremos el dlgebra de Taft T,(w). Obsérvese que una base de ella es
{z'u :i,j =0,...,n— 1}. Utilizando la Férmula binomial cudntica se puede
comprobar que la comultiplicacién de un elemento de esta base es:

%

A(z'u!) = Z (;) Ry @ okl (2.11)
q

k=0

Las aplicaciones p y A siguientes son integrales a derecha e izquierda respecti-
vamente sobre T),(w):

,u(zz:luj) = (517”,1(5]'70 y )\(LEZ'LL‘]) = (5i?n,1(5j,1.

Sin embargo, no todas las algebras de Hopf poseen integral, como se muestra en
el siguiente ejemplo:



2.6. INTEGRALES 69

Ejemplo 2.6.3. El k-espacio vectorial H con base {¢, : n € N} es un élgebra de

Hopf con multiplicacion
CnCm = Cntm,
n

unidad ¢y y comultiplicacién, counidad y antipoda
Alca) =D @iy e(en) =b0m vy Slen) = (=1)"cn.
=0

Este algebra de Hopf recibe el nombre de dlgebra de potencias divididas. Veamos que
no tiene integral. Supongamos que p es una integral a derecha sobre H. Entonces,
para n € N arbitrario, se tiene

p(cn)co = Z p(ci)eni.

Por tanto "7 p(ci)en—i = 0. La independencia lineal nos da p(c;) = 0 para todo
i=0,...,n— 1. Luego u(c,) = 0 para todo n € N. Es decir, x = 0.

Obsérvese que, usando el producto convolucién en H*, al evaluar (2.9) en p € H*
obtenemos

o(1a)u(h) = plha))p(he) = (px @) (h), Vh € H.

Por tanto, (2.9) es equivalente a:

pxo=p(ly)p, Vo€ H" (2.12)
Del mismo modo, (2.10) es equivalente a:
e* A= @(ly)A, Vo e H". (2.13)

Existe una relacién entre las integrales y el submodulo racional de H*:

Proposicién 2.6.4. El espacio [ (H) es un ideal bildtero de H* y estd contenido
en Rat,(H*).

Demostracion. Veamos primero que [ (H) es un ideal bildtero. Sea p € [ (H) y
v, € H*. Entonces,

(mxp)xt=pux(px) = (pxV)Ag)p = (Lg)Y(1a)p = (1) (1 * @)

Luego px¢ € [ (H)y [ (H) es un ideal a derecha. Veamos que lo es a izquierda:

(pxp)*th=px(ux) =ox (W(Lg)u) = v(1g)(p* p).

Finalmente probamos que p € Rat,(H*). Hemos de ver que existe p, € H ® H*
tal que p*x ¢ = (p ®id)(p,) para todo ¢ € H*. Como p* ¢ = ¢(1y)p basta tomar
pp =1 @ p. L
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Cuando H es de dimension finita, la nocién de integral admite una nocién dual.
Obsérvese que, en este caso, en las ecuaciones (2.12) y (2.13) el término ¢(1y) seria
eg+(p). Llegamos asi a la siguiente definicion:

Definicién 2.6.5. Sea H un dlgebra de Hopf de dimension finita. Un elemento
I' € H es una integral a derecha si cumple:

I'h=e(h)T, Vh € H. (2.14)
Similarmente, A € H es una integral a izquierda si cumple:
hA = e(h)A, Vh € H. (2.15)

Para evitar confusiones, a las integrales que cumplen (2.9) y (2.10) las llamaremos
integrales sobre H y a las que cumplen (2.14) y (2.15) las llamaremos integrales en
H. Al subespacio de integrales a derecha (resp. izquierda) en H lo denotaremos por
I,(H) (resp. [i(H)).

Nota 2.6.6. Las condiciones (2.14) y (2.15) tienen sentido en cualquier dlgebra de
Hopf, no necesariamente de dimension finita. Sin embargo, se puede demostrar que
si un dalgebra de Hopf H tiene una integral no nula en este sentido, entonces H es
de dimensidn finita. Véase |21, Lemma 5.3.1(iii)).

Ejemplos 2.6.7.

1. Sea G un grupo finito. En el dlgebra de grupo k[G] el elemento > . g es una
integral a derecha e izquierda.

2. En el dlgebra de Taft T, (w) los siguientes elementos son integrales a derecha
e izquierda respectivamente:

n—1 n—1
= g " y A= E W g yd
j=0 7=0

Nétese que serfa suficiente comprobar las condiciones (2.14) y (2.15) sobre los
generadores g y x puesto que € es un homomorfismo de algebras.

Como en el caso de la integral de Haar para grupos localmente compactos, se
puede demostrar que las integrales sobre un dlgebra de Hopf, si existen, son tnicas
salvo escalares. Nuestro siguiente objetivo sera establecer este resultado. Para ello,
necesitaremos una herramienta importante: los médulos de Hopf, que tratamos en
la siguiente seccion.
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2.7. Mobdulos de Hopf

Definicién 2.7.1. Sea H un dlgebra de Hopf. Diremos que (M, -, p) es un H-médulo
de Hopf a izquierda si (M, -) es un H-mddulo a izquierda, (M, p) es un H-comddulo
a izquierda y

p(h-m) = haym1) ® he) - M), Vh € Hym € M. (2.16)

Similarmente, un H-médulo de Hopf a derecha (M, -, p) es un H-mddulo a derecha
(M,-) y un H-comddulo a derecha (M, p) tal que

p(m-h) = m) - hay @ meayh), Vh € Hym € M. (2.17)

Si M es un H-médulo a izquierda, entonces H ® M también lo es, con accién
h-(g®m) = hag® he) -m para todo h,g € H,m € M. Por otro lado, si M es un
H-comodulo a izquierda, entonces H ® M también lo es, con coaccion definida por
praem(h®@m) = haym1) ® (he) @ m(o)) para todo h € H,m € M. Obsérvese que la
condicion (2.16) significa que la coaccion de M es un homomorfismo de H-moédulos
a izquierda. Y también que la accion de M es un homomorfismo de H-comddulos a
izquierda.

Ejemplo 2.7.2. Para un espacio vectorial V', el espacio H ® V tiene estructura de
H-médulo de Hopf a izquierda con accion y coaccién inducidas por la multiplicacion
y comultiplicacién de H. Es decir, h-(9®v) = hg®v y prev(h®@v) = ha)®@ (hz) @)
para todo h,g € H,v € V.

El Teorema Fundamental de los Médulos de Hopf, que demostraremos a conti-
nuacion, afirma que todo médulo de Hopf es de esta forma. Para la demostracion
necesitaremos una definiciéon y un lema previo.

Definicién 2.7.3. Sea H un dlgebra de Hopf y M un H-comddulo a izquierda con
coaccion p: M — H ® M. Se define el subespacio de elementos coinvariantes de M
como

MeH) = fm e M : p(m) =1y @ m}.
Lema 2.7.4. Sea M un H-mddulo de Hopf a izquierda. Definimos P : M — M
como P(m) = S(m1)) - my para cada m € M. Entonces,
(i) Im P = M) y p? = p.
(i) P(h-m) =e(h)P(m) para todo h € H.

(iii) 771(_1) . P(m(o)) =m.
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Demostracion. (i) Calculamos:

1 0
) - m))(=1) @ (S(m—1)) - M) 0)
( )

= S(m(,l) 1)m(0)(,1) & S(m(,l))(g : m(o)(o) (M modulo de HOpf)

= S(m_1)@2))mo)-1) @ S(m—1)1)) - M©)(0) (S antihom. coélgebras)
= S(m(,l)(g))m(,l)(g) & S(m(,l)(l)) : m(o) (axioma Comédulo)

= €(m(_1)(2))1H &® S(m(_l)(l)) mg) (deﬁnicién de S)

=1y ® S(E(m(,l)(g))m(,l)(l)) - My(0) (linealidad)

= 1g ® S(m1)) - m(o) (axioma comodulo)
=1y ® P(m)

Por tanto, Im P C MU Para la otra inclusién, obsérvese que si n € MeH)
entonces P(n) = S(lH) n = lg -n = n. Esto tltimo prueba ademds que P? = P,
pues P(m) € MH) y asi P?2(m) = P(P(m)) = P(m).

(ii) Calculamos:

P(h-m) = S((h-m))) - (h-m)q)
= S(h(l)m( 1)) (h(g) . m(o)) (M moédulo de Hopf)
= (S(h(l m( 1))]1(2)) : m(o) (axioma médulo)
= (S(m(-1))S(hy)h)) - m(o) (S antihom. algebras)
S(M(_l))é(h)lH) : M(O) (deﬁnicién de S)
= ¢e(h)P(m)

(my (axioma mdédulo)
= (mnmS(m1)2)) - M) (axioma comdédulo)
= (€(TTL(_1))1H) ) (deﬁnicién de S)
= e(m_1))m(o) (axioma mddulo)
=m (axioma comdédulo).

]

Teorema 2.7.5 (Fundamental de los médulos de Hopf). Sea H un dlgebra de Hopf
y M un H-modulo de Hopf a izquierda. Entonces, la aplicacion

O:HQMH 5 M, h@mw— h-m,

es un somorfismo de modulos de Hopf. Similarmente, si M es un H-mddulo de
Hopf a derecha, la aplicacion

MDD @ H M, m@hvw m-h,

es un isomorfismo de modulos de Hopf.
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Demostracion. Probamos primero que es homomorfismo de H-moédulos de Hopf.

= Compatibilidad con la estructura de médulo. Sea h € H'y g@m € H® MeH),
Entonces,

O(h-(g@m)) =P(hg®@m)=(hg)-m="h-(g-m)=h-®(g@m).
= Compatibilidad con la estructura de comédulo. Calculamos:

pu(®(g@m)) = pu(g-m)
= (g-m)1) ® (9-m))
= gym(-1) @ (9(2) - M(0)) (M médulo de Hopf)

= ga) ® g2y - M (m € M)
= g(1) ® ®(g2) ® m)
= (id @ ®)pygpreotn (g ® M).

A continuaciéon comprobamos que es isomorfismo. Definimos
U:M— H@ M me m_ @ Pimg)). (2.18)
Por el lema anterior, esta bien definida. Ahora:

O(V(m)) = P(m(-1) ® P(mo)))
=m(-1) - P(mg))
—m (Lema 2.7.4(iii)).

V(@(gom)) =VY(g-m)

= (g-m)1) ® P((g-m))

= gym(-1) ® P( 9e2) - M0)) (M médulo de Hopf)
= gym(-1) ® €(ge2)) P(m(o0)) (Lema 2.7.4(ii))

= gme(g@)m-1 ® P(m)) (linealidad)

= gm(—1) ® P(mq)) (axioma counidad)
=g ® P(m) (m € MeotH))
=g®@m (Lema 2.7.4())

La afirmacién para modulos de Hopf a derecha se demuestra de manera similar.

[]

2.8. Biyectividad de la antipoda y unicidad de la
integral

En esta seccion demostramos el importante teorema de unicidad de las integrales.
Para ello, es necesario probar primero que en un algebra de Hopf con integral la
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antipoda es biyectiva. La prueba usa el Teorema Fundamental de los Mdédulos de
Hopf y la estructura de moédulo de Hopf del submédulo racional del algebra dual.
Los coinvariantes resultan ser el espacio de integrales.

Sea H un algebra de Hopf. Recordemos que H* tiene estructura de H-bimddulo
con accion a derecha e izquierda dadas por:

(¢ = h)(g) = wlhg),  (h—9)(g) =p(gh), Vg,heHpecH. (2.19)

Como la antipoda es un antihomomorfismo de algebras, a través de ella podemos
convertir todo H-médulo a izquierda en un H-moédulo a derecha. Entonces, H* es
un H-médulo a derecha con accion:

(o= h)(g) == (5(h) = ©)(9) = w(9S(h)),  Vg,he H pecH" (2.20)

Por otro lado, sabemos que Rat;(H*) es un H*-mdédulo racional a izquierda. Por el
Teorema 2.4.6(ii), Rat;(H*) tiene estructura de H-comédulo a derecha. Recordemos
que, para ¢ € Rat;(H*), la coaccion estd definida por p(¢) = @) ® @) tal que

Yxp=v(pa))po), Ve H. (2.21)

Al igual que antes, como la antipoda es un antihomomorfismo de codlgebras, a
través de ella podemos convertir todo H-comdédulo a derecha en un H-comédulo a
izquierda. Entonces, Rat;(H*) es un H-comédulo a izquierda con coaccién:

p° : Ratj(H*) — H @ Rat;(H*), ¢ — S(pn) ® (- (2.22)

Proposicién 2.8.1. El mddulo racional Rat,(H*) es un H-mddulo de Hopf a dere-
cha con estructura de mddulo (2.20) y estructura de comddulo (2.21).

Demostracion. Comprobaremos que se cumple la siguiente igualdad:
77/)* (90 — h) = @/)(QO(l)h(Q))((,D(O) ~— h(l)), Yh € H,@Z) - H*,go - Ratl(H*). (2.23)

Esto implica que ¢ ~— h € Rat;(H*), recuérdese (2.5), lo que da que Rat;(H*) es un
H-submodulo a derecha de H*.

Teniendo en cuenta cémo estd definida la coaccién en Rat;(H*), recuérdese (2.21),
la anterior igualdad también implica:

(o~ h)) @ (¢~ h)ay = (e ~ ha) @ payhe), Vh € H,¢ € Rat;(H*).

Esta es precisamente la condicién de compatibilidad entre las estructuras de modulo
y comodulo que define un médulo de Hopf.
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Pasamos entonces a establecer la igualdad (2.23). Calculamos:

Y(payhe)(po) ~ ha

)

= (phe)ew(9S(ha))) (definicién de )
= (he) = ¥)(ew) e (9S(ha))) (definicion de —)
= ((he) = ) * ) (95 (hw))) (definicién de p)

(h2) = ¥)(90)S(ha)) )P (9@)S(hay) @) (definicién de *)
= (k@) = ¥V)(90)S(hwy@))e(9@)S(haya))) (S antihom. codlgebras)
= (b = ¥)(90)S(h@)) (9205 (h)
= ¥(90)S(he2))he))e(92)S (hay) (definicién de —)
= ¥(gme(h@) 1) e(9@S(ha)) (definicién de S)
= ¥(901))p(92)S (hye(h))) (linealidad)
= (91))e(92)S(h)) (axioma counidad)
= ¥(g)) (¢ ~ h)(9(2)) (definicién de )
= (Y* (o~ h))(g) (definicién de *).

Describamos los coinvariantes de este médulo de Hopf:

Lema 2.8.2. Consideremos Rat,(H*) con la estructura de H-comddulo (2.21). En-
tonces, Rat/(H*)*") = [(H).

Demostracion. Por definicién, ¢ € Rat;(H*)®H) siy sélo si p(¢) = ¢®1p. Evaluan-

do esta expresién en h®1, obtenemos ¢(g)(h)pa)(¥) = ¥(1g)e(h). Por la definicién
de la coaccion, ¢y (h)pa)(¥) = (1 % ¢)(h). Esto nos dice que ¢ es una integral a
izquierda. O]

Como consecuencia obtenemos:

Proposiciéon 2.8.3. En un dlgebra de Hopf con integral a izquierda la antipoda es
myectiva.

Demostracion. Sea x € H tal que S(z) = 0. Por la Proposicién 2.8.1 y el Teorema
2.7.5, la aplicacion

® : Rat;(H)*™) @ H — Rat)(H*), A\@ h+— XA — h
es un isomorfismo. Tomemos A\ # 0. Entonces,
(A @z)(9) = (A—1x)(9) = AgS(x)) =0,  VgeH.

Luego ®(A ® z) = 0 y, como ® es inyectiva y A # 0, obtenemos x = 0.
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Todo lo anterior nos da una primera caracterizacion de las algebras de Hopf con
integral.

Corolario 2.8.4. Un dlgebra de Hopf H tiene una integral a izquierda si y solo si
Rat;(H*) # 0.

Nota 2.8.5. Sidim H < oo, entonces Rat,(H*) = H* y la inyectividad de S implica
la sobreyectividad. Ademds, puesto que dim H = dim H*, tendriamos dim fz(H) = 1.
Esto probaria que un dlgebra de Hopf de dimension finita posee integral y ésta es
unica salvo escalares. El caso general requiere mds trabajo.

Consideremos ahora Rat;(H*) con estructuras diferentes:

Proposicién 2.8.6. El mddulo racional Rat;(H*) es un H-mddulo de Hopf a iz-
quierda con estructura de mddulo (2.19) y estructura de comodulo (2.22).

Demostracion. La afirmacién es trivialmente cierta si Rat,(H*) = 0. Supongamos
pues que Rat;(H*) # 0. Por el resultado anterior, H tiene una integral a izquierda,
y por la Proposicion 2.8.3, la antipoda es inyectiva. Sea S’ una inversa a izquierda
de S.

Comprobaremos que se cumple la siguiente igualdad para todo h € H,vp € H* y
(RS Ratl(H*):

(1 0.8)* (h = @) = (ha)S(p@))(h@) = ¢©)- (2.24)

Reemplazando 1 por ¢ o S” y teniendo en cuenta que S’ o S = idy llegariamos a:

Y x (b= ) = (S (hayS(e)))) (he) — ¢o)-

Esto nos dice que h — ¢ € Rat;(H*), lo que da que Rat;(H*) es un H-submdédulo
a izquierda de H*.

La igualdad (2.24) también implica:
S((h = e)w)@(h = @) = he)S(ew) @ (he) = ¢w©),  Yhe H, pe Rati(H").

Sirecordamos cémo esta definida la coaccidn (2.22), esto es precisamente la condicion
de compatibilidad entre las estructuras de médulo y comédulo en un médulo de Hopf.

Pasamos entonces a establecer (2.24). Sea g € H. Calculamos:

(10 S) x (h = ¢))(g)
= (¥ 0 S)(g)(h = ©)(92)) (definicién de )
= ¥(5(90m))e(9h) (definicién de —)
= w(S(g(l)))W(g@)h(z)) ( ) (axioma counidad)
= P (e(h))S(9m))) (92 M)
= U(h)S(h@)S(9m))e (9@ ) (definicién de S)
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= (¥ = h)(S(gwh@))P(9he) (definicion de )
= (¥ = hw)(S((ghe)m))e((9h@) @)

= (¥ = hq)) 0 5) > ©)(gh(2) (definicién de *)

= ((( = hqy) o S)(p@)e©)(ghe)) (definicién de p)
= ¢(ha ( ))# ( @) (definicién de )
= (V(hS(ea)) (b — ¢)) (9) (definicién de —).

]

Teorema 2.8.7. En un dlgebra de Hopf con integral a izquierda la antipoda es
biyectiva.

Demostracion. Antes hemos establecido la inyectividad. Nos queda probar la sobre-
yectividad. Tomemos h € H y A € Rat;(H*)*°) no nulo. Por el Teorema 2.7.5,
existe ¢ € Rat;(H*) tal que h ® A = ¥(p). Recordemos de (2.18) que

V(p) = o1 © Ple) = (-2 @ (S(-1) = 90)-

Tengamos en cuenta la estructura de médulo de Hopf sobre Rat;(H*) de la Propo-
sicién 2.8.6. Entonces,

he@ A =¥(p)

= p(-2) @ (S(p-1)) = ()

= o1 @ (S(e-1©) = vo)

= S(ew)a) ® (S(S(ew)e) = o) (por (2.22))

= S(ewye) @ (S(S(emya)) = Y©) (S antihom. codlgebras)
= S(p) ® (S*(v)) = ¢©)-

Sea x € H tal que A(z) # 0. Evaluando en z obtenemos:
hA(z) = S(ee)(S*(pn) = o) (@)
S

= (90(2))90(0)(9552(90(1))) (definicién de —)
= (90(2)%0(0) ($52(<P(1))) (linealidad de S).
Esto nos dice que h € Im S. O

Nota 2.8.8. Obsérvese la dualidad presente en la demostracion. Cuando S aparece
en la estructura de mddulo de Rat,(H*) (Proposicion 2.8.1) obtenemos la inyectivi-
dad y cuando aparece en la estructura de comddulo (Proposicion 2.8.6) obtenemos
la sobreyectividad.

Una vez que sabemos que la antipoda es biyectiva, ya no es necesario distinguir
entre integrales a derecha e izquierda.

Corolario 2.8.9. Sea A € [(H) no nula. Entonces, Ao S € [(H) yXoS # 0.
Similarmente, si € [ (H), entonces po S~ e [(H) ypoS~ #0. Como conse-
cuencia, S*([,(H)) = [ (H).
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Demostracion. Sea h € H. Calculamos:

(Ao S)(hayhe) = A(S(ha)))S™H(S(h)) (S biyectiva)
= A(S(h)2)S~ ( (h)1y) (S antihom. coélgebras)
— S S () S )
— S S (e fH
= (Ao S)(W)1u (S7'(1u) = 1n).

Como S es biyectiva, S* es biyectiva y S*(A) = Ao S # 0.
La afirmacion para la integral a derecha se demuestra analogamente o bien se

aplica la anterior a H*P. La antipoda en H? es S~! y una integral a derecha (resp.
izquierda) sobre H es una integral a izquierda (resp. derecha) sobre H®. O

Nota 2.8.10. Si aplicamos el corolario anterior a H°P, cuya antipoda es S™%, ob-
tendriamos la misma afirmacién cambiando S por S~

Ya tenemos todos los requisitos necesarios para demostrar el Teorema de Unici-
dad de las Integrales.

Teorema 2.8.11 (Unicidad de integrales). La dimension del espacio de integrales
a izquierda (derecha) sobre un dlgebra de Hopf es menor o igual que uno.

Demostracion. Sean A\, Ay € fl(H) con A\ # 0. Vamos a demostrar que A\; es un
muiltiplo escalar de Ay. Por el corolario anterior, p := Ay0S € [ (H)\{0}. En primer
lugar veremos que para cualquier h € H existe g € H tal que Aj(xh) = A\2(xg) para
todo x € H.

Tomamos [,m € H tales que p(l) = Ao(m) = 1. Esto es posible puesto que u y
Az son no nulas y podemos reescalar si es necesario. Pongamos e = hli)A1(S(l(2)))
y g = (S~ (m)))em ). Calculamos:

A(@h) = p(D)As(zh) (n(l) = 1)
= p(A(zh)l) (hneahdad de 1)
= m(zmhaM(z@he)l) (A1 € f,(H
= p(@xayhy)Ai(z@)he) (linealidad de i)
= pu(zayhaylay) (@@ holzSs)) (propiedades de ¢ y .S)
= )\1 (LL(:E(l)h(l)l(l))x(g)h(g)l(g)S(l(g))) (hneahdad de )\1)
= Mi(p(zhl)S(le)) (ne [.(H
= p(xhlxy) A (S(l2)) (hneahdad de A1)
= p(xhlayd(S(l2)))) (linealidad de p)
= p(ze) (definicién de e)
= p(we)Aa(m) (A2(m) = 1)
= Xo(p(ze)m) (hneahdad de o)
= X (pzmem)r@emm) Eu € J.(H

i

hneahdad de A2)
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= u(zmeayma S~ Hmay)) A (z@)ewymas) (propiedades de € y S71)
= u(x(l)e(l)m(g))\g( ( )e(Q)m( ))S (Wl(l))) (linealidad de ,u)

= pu(Xa(zemz))S~Hm))) (A2 € [(H

= u(S~Hma))) Ao (zema)) (linealidad de )

= Xo(zp(S™ (my))em ) (linealidad de Ag)

= Ao(zg) (definicién de g).

Ya estamos en condiciones de demostrar que A\; y Ay son proporcionales. Sea y € H
arbitrario. Calculamos:

M(y) = p)ii(y) (u(l) = 1)
= Ai(yu(l)) (hneahdad de A1)
= (i)l (we [(H
= ,u(l(l)) 1(Wl(2)) (hneahdad de A1)
n(S (y(1))y(2)l(1 )/\1(?/(3 ) (propiedades de ¢ y .S)
M(S(?Ju Yyl A (y 3)l(2))) (hneahdad de 1)
= (S (ya)A (y(z 1) (M € J,(H
= 1(S(yay)) M (yeyl) (linealidad de iw).
Por lo anterior, existe g € H con Ai(y@2)l) = A2(y2)9). Continuamos el cédlculo
usando esto
M(y) = (S A(y2)9)
= 1(S(yw)A2(¥2)9)) (linealidad de 1)
= 1(S(y)y@ 90 2 (¥3)92)) (A € fl(H
= 1(S(Wa))y@9a)) A2 (¥3)9¢2)) (linealidad de )
= 1(91)) X2 (y9¢2)) (propiedades de ¢ y .S)
= M (yu(90))9c2) (linealidad de A9)
= Xa(ynl9)) (e [(H
= p(g)r2(y) (linealidad de ;).
Como u(g) € k'y g no depende de y, hemos terminado. O

Nota 2.8.12. La demostracion de los Teoremas 2.8.7 y 2.8.11 estdan tomadas de
/37]. Sin embargo, hemos utilizado un argumento nuestro que simplifica la demos-
tracion. Compdrese con |37, Theorem 3]. Para deducir que la antipoda es sobreyec-
tiva, alli se utiliza el espacio de coeficientes y varias de sus propiedades. Aqui hemos
dado un argumento directo, dual al que prueba la inyectividad, usando el inverso del
isomorfismo dado en el Teorema Fundamental de los Modulos de Hopf.

2.9. El elemento modular

Al igual que ocurria en el caso de grupos localmente compactos, el Teorema de
Unicidad de las Integrales en algebras de Hopf asegura la existencia de un elemento
modular. Veamoslo.
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Teorema 2.9.1. Sea H un dlgebra de Hopf con integral a derecha p no nula. En-
tonces, existe g € G(H) unico tal que

Yxp=1p(gp, VY€ H" (2.25)
Antes de probar el teorema, observamos que la condicion (2.25) es equivalente a:

hau(h) = p(h)g,  Vhe H. (2.26)

Esto es debido a que, si evaluamos (2.25) en h € H arbitrario, tendriamos, para
todo v € H*:

Y(p(h)g) = ¥(g)pu(h) = (b * p)(h) = Y(ha))ulhe) = D(hayu(he))-

Demostracion. En la Proposicién 2.6.4 vimos que [ (H) = kpu es un ideal bildtero
de H*. Como dim [ (H) = 1, existe a(1) € k tnico tal que ¥ x u = a())p. Sea
[ € H tal que u(l) = 1. Entonces,

a(Y) = a()u(l) = (v *p)(l) = Llay)nle) = Y(le)la)-

Poniendo g = p(li2))l1y € H, tenemos (1)) = 1(g). Por tanto:

Y=g,  YpeH" (2.27)

Veamos que g € G(H). Primero, g es no nulo. Si fuese g = 0, de (2.27) obtendriamos
¥+ pu = 0 para todo ¥ € H*. En particular, u = ¢ x u = 0, lo que contradice p # 0.
Segundo, aplicamos A a (2.26) y obtenemos:

p(h)A(g) = hay @ hyu(hs)) = hay @ p(he)g = hayp(he) ® g = p(h)g ® g.

Por tanto, A(g) = g ® g.

Finalmente, g no depende de u pues, si partiésemos de una integral diferente, co-
mo seria un miltiplo escalar de p, multiplicando (2.25) por el escalar, obtendriamos
el mismo elemento g. ]

Definicién 2.9.2. El elemento g anterior recibe el nombre de elemento modular.
De (2.25) 6 (2.26) es claro que:

Corolario 2.9.3. En un dlgebra de Hopf H con integral no nula, [ (H) = [(H) si
y solo si g =1.

Definicién 2.9.4. Diremos que un dlgebra de Hopf H con integral es unimodular
si [(H) = [(H). Es decir, si g = 1.

Ejemplos 2.9.5.

(1) Para un grupo finito G, el élgebra de grupo k[G] es unimodular.



2.9. EL. ELEMENTO MODULAR 81

(2) El elemento modular del dlgebra de Taft T,,(w) es u"~!. Recordemos de Ejem-
plos 2.6.2(2) que las integrales a izquierda y a derecha sobre T,(w) venian
dadas, respectivamente, por:

)\(IEZU,]) = 51'7”_15]‘71 y M(IL‘ZUJ) = Z‘yn_l(sj‘,o.

Calculamos entonces su elemento modular g. Utilizamos la férmula (2.11) que
da la comultiplicacién de z'u/. Tenemos:

g =" )g
_ Z;é (n;l)wxn—l—kuku(xk>
= 2o ()" e G
_ unfl‘

El siguiente resultado muestra que la integral a derecha se puede obtener a partir
del elemento modular y la integral a izquierda. Este hecho nos serd 1til para probar,
en la seccion siguiente, la Formula de Radford. Antes necesitamos el siguiente lema
técnico:

Lema 2.9.6. Sea A € [(H) no nula y h,h' € H. Se tiene:
hayAlheS(h)) = A(hS(hiy)))hig)-

Demostracion. Calculamos:

h(l))\(h(g)S(h/» = (h(g)S(hl(l)€<h/(2)>))h(1) (deﬁnicién de 8)
= Mh)S(hiy))) hae(hiy)
= A(h2)S(h{y))) 1) S (Ag)) (definicién de S)
= Ah2)S(hiy)) ) h)S (higy) () (S antihom. codlgebras)
= (RS (h{y))) @) (hS(hiy))) () hig) (axioma 4lg. Hopf)
= A(hS(hiyy)) iy (X integral izqda).

]

Proposiciéon 2.9.7. Sea )\ € fl(H) no nula y g el elemento modular. Se cumple
—1
g =~ A=)XoS.

Demostracion. Sea p € [ (H) no nula. Aplicando S a (2.26) y usando que es anti-
homomorfismo de codlgebras obtendriamos:

u((S~1 o 8)(h)g™" = S(ha)u((S~ 0 S)(hw)) = S(h)@u(S~(S(h)w))-

Como S es biyectiva y j10 S~! es una integral a izquierda, deducimos:

Ahay)hey = Ah)g™,  Vhe H. (2.28)
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Sabemos que A o S es integral a derecha. Veamos que g~! — X también. Calcu-
lamos:

(67" = MN(hayhe = Mhayg e g

=M(hg D)(hg g (¢! € G(H))
AMhg=)g g (por (2.28))

= (g7 = N)(h).

Por el Teorema de Unicidad de la Integral, existe 6 € k tal que g7 — A =60(\o S).
Mostramos que 6 = 1. Sea « € H tal que A\(z) = 1. Calculamos:

0 =0X\(x)
=0(XoS)(S ()

= (g7 = NS (@)
= A5 (x)g ™)
(por (2.28))

(Lema 2.9.6 aplicado a HP)

(A integral izqda)

]

Nota 2.9.8. Obsérvese la similitud del anterior resultado con la Proposicion 1.5.2
para grupos localmente compactos.

Cuando H es un algebra de Hopf de dimensién finita también existe un elemento
modular para las integrales en H:

Teorema 2.9.9. Sea H un dlgebra de Hopf de dimension finita y I' una integral a
derecha en H. Entonces, existe a € G(H*) unico tal que

hh = a(h),  VheH.

Demostracion. En primer lugar probamos que I,.(H) es un ideal a izquierda. Sean
h,h' € H. Entonces,

(RD)W = h(DR') = he(R)T = e(B')(hT).

Como dim [.(H) = 1, para cada h € H, existe un unico escalar a(h) tal que
hT' = «a(h)T. De la definicién y la linealidad de la multiplicacién en H se sigue
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que la aplicacién o : H — k, h +— a(h) es lineal. Veamos que es un homomorfismo

de algebras:
a(hh)I' = (hR)T

De aqui, a(hh') = a(h)a(h'). Como I' = 15T’ = a(14)I", obtenemos a(1y) = 1. Por
la Proposicién 2.2.7, a € G(H*). O

Anélogamente al caso de integrales sobre H obtenemos el siguiente corolario:
Corolario 2.9.10. I,(H) = I;(H) si y sdlo si o = ¢.

Definicién 2.9.11. Diremos que un dlgebra de Hopf H de dimension finita es couni-
modular si I.(H) = I;(H). Es decir, si o = 1.

Ejemplos 2.9.12.
1. Para un grupo finito G, el dlgebra de grupo k[G] es counimodular.

2. Elelemento modular para las integrales en T, (w) es la aplicacién « : T, (w) — k,
u+— w1z 0. Recordemos de Ejemplos 2.6.7(2) que la integral a derecha

. 71 — 4 z
viene dada por I' = Z?:o 2" !/, Como a serd homomorfismo de dlgebras,
basta comprobar la condicién para los generadores de T),(w). Asi:

alz)I' =2 =0.
a(w)l' =ul’ = Z?:_ol uz"
— 1 Z?:_(} =Lyt

= " 1T,

2.10. Formula de Radford

En esta seccién veremos que en las dlgebras de Hopf con integral se cumple
la importante Férmula de Radford para la potencia cuarta de la antipoda. Esta
féormula fue inicialmente demostrada por Radford en [47] para dlgebras de Hopf
de dimensién finita, véase alternativamente [49, Theorem 10.5.6]. En [10] Beattie,
Bulacu y Torrecillas muestran que la demostracién puede ser modificada para que
funcione, més generalmente, en algebras de Hopf con integral.

Sea H un &lgebra de Hopf con integral a izquierda A : H — k. Vimos en la
Proposicién 2.8.3 que la aplicacion

®: H — Raty(H*), h— A~ h
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es un isomorfismo de médulos de Hopf. Recordemos que (A ~— h)(z) = A(xS(h))
para todo x € H. Como S es biyectiva, la aplicacion

H — Raty(H*), h— A~ h (2.29)

es un isomorfismo (ahora sélo lineal). Por otro lado, en la Proposicién 2.8.6 probamos
que h — X € Rat,(H*) para todo h € H. Luego, dado h € H, debe existir x(h) € H
tunico tal que h — XA = XA — x(h). Esto significa que

A(zh) = Ax(h)x), Va,h € H. (2.30)

Obtenemos asi una aplicacién x : H — H a la que llamaremos automorfismo de
Nakayama de H.

Proposicién 2.10.1. x es un isomorfismo de dlgebras.

Demostracion. La linealidad se sigue de la condicion (2.30) que define Y, la linea-
lidad de X\ y de la multiplicacién en H. Veamos que x es un isomorfismo. Primero
recordemos que la Proposicion 2.8.6 y el Teorema 2.7.5 nos dicen que la aplicacion
H — Rat)(H*),y — y — X es un isomorfismo. Sea ahora h € H tal que x(h) = 0.
Entonces, por (2.30), A(zh) = 0 para todo x € H. Es decir, h — XA = 0. Por tanto,
h = 0. Para probar la sobreyectividad, sea z € H. Como A < z € Rat;(H*), por la
sobreyectividad de la anterior aplicacién, existe h € H tal que h = A = X — z. De
aqui, x(h) = z.

Veamos a continuacién que x es homomorfismo de dlgebras. Sean h, h’ € H. Para
todo x € H se cumple:

A (hl')) = M(zh)h')) = M(x(R)z)h) = AMx(h)x(P)z).

Como x(hh') es tnico con esta propiedad, tenemos x(hh') = x(h)x(h'). Del mismo
modo se prueba que x(1y) = 1y. O

Consideremos el homomorfismo de algebras a = oy : H — k, al que vamos a
llamar elemento modular de H*. La razon para este nombre es que, cuando H es de
dimension finita, « es el elemento modular de H*, véase el Teorema 2.9.9.

Proposicion 2.10.2. Con notacion como antes:
(i) « es invertible en H*.
(ii) aoS? = a.
Demostracién. (i) Comprobamos que o™ = a0 S. Sea h € H. Tenemos:

( 5) (h) h(l) a(S(h@))) =
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(i) Probaremos ahora que (oo S)™* = w0 52, es decir, « = (a™) ' = a0 52

(a0 S*) x (o S))(h) = a(S?(ha)))a(S(hw))) (definicién de *)
= a(S(he))a(S?(hw))
= a(S(he)S?*(hay)) (o hom. algebras)
(a0 S)(S(hay)he)) (S antihom. dlgebras)
(o S)(e(h)lgy) (definicién de 5)
=¢e(h) (o S)(1y) =1).
El cdlculo de que (a0 S)x (a0 S?) = ¢ es totalmente andlogo. O

Toda la discusién anterior se puede realizar también para integrales a derecha
usando el submédulo racional a derecha de H*. Sea u : H — k una integral a
derecha. La conclusién serfa que para cada h € H existe x'(h) € H tnico tal que:

p(zh) = p(x'(h)z), Vr € H. (2.31)

A esta conclusién también podemos llegar de otro modo. Tenemos que = Ao S
para una integral a izquierda \. Entonces, usamos la afirmacion para A y que S es
biyectiva. El calculo seria el siguiente:

p(zh) = A

Aqui hemos puesto x' = S~ 1oy 10S. Al igual que antes podemos definir la versién
a derecha del elemento modular como o/ = o Y.

Lema 2.10.3. Sea H un dlgebra de Hopf con integral a izquierda . Sea « el ele-
mento modular definido antes. Entonces,

x(h) = a(h@)S *(hp),  Vhe H.

Demostracion. Probaremos en primer lugar que, dado h € H, el elemento
A o= S%*(h@) = XA — S7'(hq)) es una integral a izquierda. Tomamos h' € H
y comprobamos la condicién de integral a izquierda:
)‘h(hl(Q))h,(l)
— (Sz(h(g)) — )\ Sfl(h(l)))(hl(z))hl(l)
= A(Sil(h(l))h22)52(h(2)))h’(l) (definicién de — y —)
= )\(Sil(h(l))hl(2)52(8(h(2))8(h(3))h(4)))hl(l) (deﬁnicién de 5)
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(S () iy, S ())& (i Bl e () (linealidad de \)
A(S7Hh))higyS* (hy)) S~ (e(h))1m)hiy)S(e(h)la)  (S(la) = 1n)
A(ST (R higy S* (hie)) ) S~ (hiayS () gy S (hiay S (hs) )

(definicion de S)
= A(S™H () iz S (hie)) ) hiz S (hi) )iy S? (hes) ) S (i)

(S antihom. algebras)
= M(S™H (h@ym)hin S (@) hiow S ™ (hay@)hiyyS* (he) ) S (@)
(notacion de Sweedler)

A(S™Hhy) @ hiyS? (his) @) @) a)S ™ (hay) ayhiay S* (his) (1S (hz)@))

(S antihom. codlgebras)

= A((S7H(h)' S () iy ) iz (ST (i) S2 (i) 1y S (hiapa)
(axioma dlgebra de Hopf)

= )\(S_1<h(1)) ,S2(h(3)))h(Q)(l)S(h(Q)(Q)) ()\ integral izqda)
= )\(S_1<h(1)) ,52(h(3)))8(h(2))11{ (deﬁnicién de S)
= A(S7H(ha) R S (h2)))1u (definicién de €)
= (52(h(2)) — )\~ S_l(h(l)))(h/)lH (deﬁnicién de — y 4)

Por el Teorema de Unicidad de la Integral, para cada h € H existe ¢, € k tal
que
S?(hgy) = A — S (b)) = enA,

es decir,
A= (X(S*(h))ST b)) = A = (cnln).
De aqui obtenemos, x(5?(h)))S ™' (ha)) = ¢xlg. Ahora aplicamos e:

o = (S5 )
=e(x(S5*(h2)))e(S™Hhwy)) (¢ hom. dlgebras)
= a(S%*(h@a))e(hay) (definicién de «)
= a(S*(h)e(ha))))
= a(S?(h)) (definicién de ¢)
= a(h) (Proposicién 2.10.2(ii)).

Por tanto, x(S%(h2)))S ' (ha)) = a(h)ly. Usando esto y la propiedad de S1,
llegamos a:

a(h@)hay = x(5*(h))S ™ (he)hay = x(S*(h@))e(hay)1a = x(S*(R)).
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Como S es biyectiva y $% homomorfismo de codlgebras, finalmente tenemos:

x(h) = a(S7%(h2))S 2 (ha)) = a(he)S 2 (ha)).

Teorema 2.10.4 (Férmula de Radford). Sea H un dlgebra
de Hopf con integral a izquierda \. Sean g y a los elementos
modulares de H y H* respectivamente. Entonces,

S*(h) = gla = h —a g™, Vh € H.

Demostracion. En la Proposicion 2.9.7 hemos visto que
g ' = X=XoS. Deaqui se sigue que A — g~ = o S7L.
El calculo es el siguiente:

LATOS

D. E. Radford

(A =g )(h) =Xg'h) 19435
= (Ao 8)(57!(h)g)
= (g7 = NS (h)yg)
= XS (h)gg™")
= (Ao S_l)(h).

Entonces, pt := A < ¢~ ! es una integral a derecha. Vamos a obtener otra férmula para
la versién a derecha del automorfismo de Nakayama utilizando esto. Calculamos:

De aqui obtenemos,
X'(h) = gx(h)g~" = ga(hz)S(ha)g™",  Vhe H. (2.32)
Veamos que a y o' coinciden:

o/(h) = (g0 X')(h) = e(gx(h)g™") = e(g)e(x(h)e(g™") = e(x(h)) = a(h).

Por otro lado, consideremos el dlgebra de Hopf HP, cuya antipoda es S~!. La
integral a derecha u sobre H es una integral a izquierda sobre HP. El automorfismo
de Nakayama y elemento modular son x’ y o’ respectivamente. Aplicamos el Lema
2.10.3 y asi obtenemos:

X' (h) = o/ (hy)(S™1) () = a(ha))S?(he).- (2.33)
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Combinando (2.32) y (2.33) llegamos a:
a(h))S*(he) = ga(he)S(hay))g™',  Vh € H.
Aplicamos S? a ambos miembros, queda:
S*alha)he) = galhe)hag™',  VYh e H.

Reemplazamos h por h — a~! = a‘l(h(l))h@), lo cual podemos hacer porque esta
asignaciéon es un automorfismo (lineal) de H. Con esto, obtenemos finalmente la
igualdad deseada:

S4(h) = galh@)h@a (hay)g™' = gla =~ h—=a l)g™",  VheH
]

Corolario 2.10.5. Con las hipdtesis anteriores, si ¢ = lg y a = &, entonces
S4 = ’ldH

Corolario 2.10.6. Con las hipdtesis anteriores, si g y « tienen orden finito, enton-
ces S tiene orden finito.

Demostracion. Dado a € G(H) consideremos el automorfismo i, : H — H,
h + aha™'. De manera dual, para v € G(H*) consideremos el automorfismo
jy: H — H, h — v — h — y7'. Nétese que en H* tendriamos Jy = iy. Por
otro lado, es facil ver que para n € N se cumple i = ign y j = jin. Ademas,
1 = je =1dy.

En esta notacién, la Férmula de Radford se escribe S* = i, 0 j,. Afirmamos que
ig Y Jo conmutan. Calculamos:

(Jaoig)(h) =
gh@)9 ) (gheyg Ha (ghayg™")

Ja(g~ (@) (gh@ g e (hay)a  (g)a (g™")
@) (gh@g o (hay) (o, ™! hom. algebras)

= g(a(he)h@ya " (hay))g™

Entonces, S*" = i o ji. Sea m = mem(ord(g), ord(c)). Tenemos:

Sm:Z;nojg[n:Zg'm Oja77L :/ll O]ezldH.

Como consecuencia de este resultado, obtenemos:
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Teorema 2.10.7. En un dlgebra de Hopf de dimension finita la antipoda tiene orden
finito.

Demostracion. En la Proposicién 2.1.4 demostramos que elementos distintos de tipo
grupo son linealmente independientes. Si H es de dimension finita, entonces todo
elemento de G(H) tiene orden finito. O

Nota 2.10.8. El anterior resultado no es cierto para dlgebras de Hopf de dimension
infinita. En 10, Example 2.12] se da un ejemplo de dlgebra de Hopf con integral tal
que g = 1y y a no tiene orden finito. Por tanto, la antipoda tiene orden infinito.

2.11. Teorema de Maschke

En esta seccion vemos una segunda aplicaciéon de las integrales. Probaremos una
generalizacion del Teorema de Maschke, que caracteriza la cosemisimplicidad de un
algebra de Hopf en términos de la integral.

Una codlgebra se dice simple si no contiene subcoalgebras propias y cosemisim-
ple si es una suma directa de subcodlgebras simples. Se puede demostrar que una
codlgebra simple es de dimension finita y que su algebra dual es un algebra sim-
ple; véase [49, Theorem 3.4.10 y Corollary 2.3.9]. Por tanto, en dimensién finita, el
algebra dual de una coalgebra cosemisimple es un algebra semisimple.

Similarmente, un comédulo (a izquierda o derecha) sobre un coélgebra se dice
simple si sus unicos subcomddulos son los triviales y semisimple si es una suma
directa de subcomodulos simples. Al igual que para médulos, se demuestra que un
comédulo es semisimple si y sélo si todo subcomddulo es un sumando directo. La
caracterizacion de un algebra semisimple por la condicion de que todos sus médulos
(a izquierda o derecha) sean semisimples se puede extender a codlgebras no necesa-
riamente de dimensién finita; véase [49, Theorem 3.4.10].

Proposicién 2.11.1. Una codlgebra es cosemisimple si y sélo si todo comddulo (a
izquierda o derecha) es semisimple.

Con esta caracterizacion, ya estamos en condiciones de demostrar el Teorema de
Maschke generalizado:

Teorema 2.11.2 (Maschke generalizado). Un dlgebra de Hopf H es cosemisimple
si y sdlo si existe A € [(H) tal que \(1g) # 0. Equivalentemente, existe € [ (H)
tal que u(ly) # 0.

Demostracion. Supongamos que H es cosemisimple. Como la subcoalgebra kly es
simple, existe otra subcodlgebra C' de H tal que H = kly & C. Todo elemento
h € H se escribe de manera tnica como h = Bylyg + ¢, con B, € ky ¢, € C.
Definimos A : H — k como la proyeccién sobre k1, es decir, A(h) = ). Claramente,
AM1g) = 1 # 0. Comprobamos que A es una integral a izquierda. Obsérvese que
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A(h) = Brla @ 1y + cp) ® cu) ¥ cha) @ cr(z) € C ® C por ser C' subcoalgebra de
H. Entonces,

)\(h(g))h(l) = ﬁhA(lH)lH -+ )\(ch(g))ch(l) = Bth = )\(h)lH. (2.34)

Reciprocamente, supongamos que existe A € [,(H) tal que A(1y) # 0. Reempla-
zando A por (1) 7!\ conseguimos una integral a izquierda con (A(1x)7*\)(1y) = 1.
Por tanto, podemos suponer que A(1y) = 1.

Sea ahora M un H-comoédulo a izquierda y N un subcomddulo suyo. Tomemos
una proyecciéon k-lineal p : M — N. Definimos 7 : M — N como

m(m) = A (mnS(p(me) 1)) p(me) e, Im e M.

Afirmamos que 7 es un homomorfismo de comédulos tal que 7|y = idy. Por tanto,
M = N & Ker 7 y asi quedara probado que M es semisimple.

El siguiente calculo muestra que 7 es un homomorfismo de comédulos:

m(m)-1) ® m(m) o) ZA(W 1)5(p(m( 1)(1)) pm©) ©0)-1) @ P(m o)) (0)(0)

(
A (m—1S(p(mo)) (2 )) ( mo)) (- 1>®P(m(o>)(>

= Mm(_2) ® A (m( 1 S(p 1 ))p 0 (Lema 2.9.6)

=m_1) ® X (m)-1) ( (m<o )(0)) (~1 )) (m<o><0>)(0)

= m—1) ® m(m)).

Finalmente, veamos que 7|y = idy. Sea n € N. Calculamos:

(n) =X (nnSP(no)-1) p(nw)o
=\ (n-1)S(ny-1)) 7)) (N subcomédulo y p|y = idy)
= (n(2S(n1)) n)
= X (e(n-1))1n) no) (definicién de S)
= A(lm) e(ne-n)n)
=n (definicion de e y AM(1g) = 1).

]

Nota 2.11.3. Del resultado anterior se deduce que R(G) es cosemisimple para un
grupo compacto G. Sea A una integral de Haar sobre G. Por ser G compacto, la
funcion constantemente uno tiene soporte compacto. Al principio de la demostracion
del Teorema de Unicidad de la Integral de Haar quedo establecido que la integral
evaluada en una funcién no nula es no nula. Por tanto, A(1xq)) # 0.

Proposicion 2.11.4. Toda dlgebra de Hopf cosemisimple es unimodular.

Demostracion. En la demostraciéon del resultado anterior hemos visto que la pro-
yeccién sobre kly era un integral a izquierda. Si en la igualdad (2.34) evaluamos
dicha proyeccién en el tensorando izquierdo, vemos que también es una integral a
derecha. [



2.12. ALGEBRAS DE FROBENIUS 91

Cuando H es de dimension finita, H es cosemisimple si y s6lo si H* es semisimple.
Por otro lado, A es una integral sobre H si y sélo si A es una integral en H*. Ademas,
A1g) = ep+(N). Entonces, tenemos la siguiente versién dual del resultado anterior:

Teorema 2.11.5 (Maschke generalizado). Un dlgebra de Hopf de dimension finita
H es semisimple si y solo si existe A € I;(H) tal que e(A) # 0.

El motivo por el que se le llama Teorema de Maschke es que al aplicarlo al dlgebra
de grupo k[G] para un grupo finito G recuperamos aquel. En Ejemplos 2.6.7(1) vimos
que la integral en k[G] (tanto a derecha como izquierda) es A = ) gec 9 Entonces,
e(A) = |G|. Luego k[G] es semisimple si y solo si |G| # 0 en k, que es precisamente
lo que el conocido Teorema de Maschke afirma.

De manera dual a la Proposicién 2.11.4 tenemos:
Proposicion 2.11.6. Toda dlgebra de Hopf semisimple es counimodular.
De lo anterior y la Férmula de Radford se sigue el siguiente corolario:

Corolario 2.11.7. En un dlgebra de Hopf semisimple y cosemisimple H se cumple
St =idy.

La quinta conjetura de Kaplansky en algebras de Hopf afir-
ma que en un algebra de Hopf semisimple H se cumple
S? = idy. Esta demostrada bajo ciertas condiciones. Lar-
son y Radford demuestran en [39] que, cuando car(k) = 0,
un algebra de Hopf H de dimension finita es semisimple si
y s6lo si S? = idy. Véase alternativamente [49, Theorem
16.1.2]. Etingof y Gelaki prueban en [25] que H es semisim-
ple y cosemisimple si y sélo si S? = idy y car(k) t dim H.
Otro resultado es el de Sommerhduser [54] que estable-
ce la conjetura si car(k) es muy grande comparada con

i ) . i I. Kaplansky
dim H. Para saber mas sobre las diez conjeturas de Ka- 1917 - 2006

plansky en algebras de Hopf, recomendamos el articulo de
Sommerh&user [55].

2.12. Algebras de Frobenius

Veremos en esta seccién que la integral sobre un algebra de Hopf de dimensién
finita permite definir una forma bilineal no degenerada que la convierte en un algebra
de Frobenius. Existe la nocién dual de coalgebra co-Frobenius. En un algebra de
Hopf, no necesariamente de dimension finita, esta otra condicién es equivalente a la
existencia de integral.
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Definicién 2.12.1. Una k-dlgebra de dimension finita A
se dice de Frobenius si existe una forma bilineal no dege-
nerada [ , ] : Ax A — k tal que [ab, c] = |a,bc] para todo
a,b,c e A.

Recordemos que no degenerada significa que si [a,b] = 0
para todo b € A, entonces a = 0.

Ejemplos 2.12.2.

F-f&;“f;f;“ 1. El algebra de matrices M, (k) es un algebra de Frobe-
) nius con la forma bilineal dada por la traza. Es decir,
[P, Q] = tr(PQ) para todo P,Q € M, (k).
2. Para un grupo finito G, el algebra de grupo k[G] es un élgebra de Frobenius
con forma bilineal definida como sigue. Sean a, b € k[G] y los escribimos como
a =2 009 yb=> 09 conagfB, €k para todo g € G. Definimos
[a,b] = deG g1
La siguiente proposiciéon da una condicion equivalente para que un algebra A sea
Frobenius. Recordemos que el espacio dual A* tiene estructura de A-bimdédulo con
las siguientes acciones:

(¢ = a)(b) = plab),  (a = ¢)(b) =p(ba),  Va,be A pec A

Proposicién 2.12.3. Sea A un dlgebra de dimension finita. Las siguientes afirma-
ctones son equivalentes:

(i) A es de Frobenius.

(i1) Eziste un isomorfismo de A-mddulos a derecha ® : A — A*.

(i1i) Existe un isomorfismo de A-mddulos a izquierda W : A — A*.

Demostracion. (i) = (ii) Definimos ® : A — A* como ®(a)(z) = [a,z] para todo
a,z € A. Es facil comprobar que ® es lineal usando que [ , | es lineal en la primera
variable. La no degeneracién implica que ® es inyectiva: si ®(a) = 0, entonces
[a,z] = 0 para todo z € A, de donde a = 0. Como A es de dimensién finita, ¢ es un
isomorfismo. El siguiente calculo muestra que ® es un homomorfismo de A-mdédulos.
Para a,b,x € A se tiene:

®(ab)(x) = [ab, z] = [a,bzx] = ®(a)(bx) = (P(a) - b)(x).

(ii) = (i) Si tenemos un isomorfismo de médulos a derecha ® : A — A*, definimos
[, ]:Ax A — k como [a,z] = ®(a)(z) para todo a,z € A. El mismo argumen-
to anterior muestra que [ , | es no degenerada por ser ® inyectiva. La condicién
[ab, x] = [a, bx] se sigue de que ® un homomorfismo de médulos.

(i) < (iii) Se demuestra de forma andloga. Lo unico que hay que tener en cuenta
es que no degeneracion de la forma bilineal en la primera variable es equivalente a
no degeneracién en la segunda. ]
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Vemos a continuacion que un algebra de Hopf de dimensién finita es un algebra
de Frobenius con la forma bilineal definida por la integral.

Teorema 2.12.4. Sea H un dlgebra de Hopf de dimension finita y sea A\ una integral
a izquierda sobre H. Entonces, H es un dlgebra de Frobenius con forma bilineal:

[, ]: HxH — k,
(h,h') — A(hL).
Demostracién. La bilinealidad de | , | se deduce facilmente de la linealidad de A y
la propiedad distributiva del producto respecto a la suma. Veamos que [ , | es no

degenerada. Sea h € H tal que A(hh') = 0 para todo h' € H. Entonces, A — h = 0.
De (2.29) obtenemos h = 0. Finalmente, para h, ', h” € H se tiene:

Wk W] = A((RR)R") = MR(K'R")) = [h, K').

]

Definimos dualmente la nocion de codlgebra co-Frobenius. Recordemos que una
coalgebra C' es un C*-bimddulo con las acciones

¢ — c=p(c))cq) y c—p=p(cuce, VceCl pel.

Definicién 2.12.5. Una codlgebra C' es co-Frobenius a izquierda (derecha) si existe
un monomorfismo de C*-mddulos a izquierda (derecha) de C' en C*.

Cuando C' es de dimension finita, C' es co-Frobenius si y sélo si C* es Frobenius.
En este caso no es necesario la distincién del lado. En general no es cierto que co-
Frobenius a un lado implica co-Frobenius al otro. En [31, Example 1] aparece un
ejemplo debido a Sweedler. En el caso de la estructura de coalgebra de un algebra de
Hopf, si es cierto y, ademas, la condicién de ser co-Frobenius caracteriza la existencia
de integral. Es por esta razén, que en la literatura, las algebras de Hopf con integral
reciben el nombre de dlgebras de Hopf co-Frobenius.

Teorema 2.12.6. Sea H un dlgebra de Hopf. Las siguientes condiciones son equi-
valentes:

(i) H tiene una integral a izquierda.
(i1) H es co-Frobenius a izquierda.
(11i) H tiene una integral a derecha.
(iv) H es co-Frobenius a derecha.

Demostracion. Probaremos sélo (i) < (ii), pues sabemos por el Corolario 2.8.9 que
(i) v (iii) son equivalentes. La demostracién de (iii) < (iv) se realiza de forma
analoga.
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(i) = (ii) Sea A € [,(H) no nula. Sabemos de la demostracién de la Proposicién
2.8.1 que la aplicacién ® : H — Rat;(H*), h — X «— h es inyectiva. Consideremos
su composicion con la inclusion de Rat;(H*) en H*. Afirmamos que es un homomor-
fismo de H*-médulos a izquierda. Por (2.23) se tiene ¢ x ®(h) = ¢ (h))(A — hq))
para todo h € H 1) € H*. Téngase en cuenta que A\ € Rat;(H*)* ") por el Lema
2.8.2. Por otra parte,

() = h) = (Y(he)ha)) = (k@) P(ha)) = Y(he) (A~ ha)) = *x P(h).

Esto prueba que H es co-Frobenius a izquierda.

(ii) = (i) Supongamos que H es co-Frobenius a izquierda y sea ® : H — H* el
monomorfismo de H*-moddulos a izquierda dado por hipétesis. Como H es un H*-
moédulo racional, ®(H) también lo es. Entonces, ®(H) C Rat;(H*) y ®(H) # {0}.

O]

Por el Corolario 2.8.4, existe una integral a izquierda no nula.

En las dos siguientes secciones, para mantener este trabajo dentro de un limite
razonable de paginas, no se incluiran las demostraciones de los resultados.

2.13. Caracterizaciones homolégicas

Para comddulos puede hablarse, al igual que para moédulos, de comddulos inyec-
tivos y comddulos proyectivos. En esta seccién presentamos dos caracterizaciones de
la existencia de integral en términos de este tipo de comoddulos. Esto resulta muy
sorprendente pues, de la definicién de integral, no se intuye a priori ninguna relacion
con estos conceptos, ni en el caso de grupos topoldgicos existe algo parecido.

Sea C' una codlgebra y M un C-comdédulo a izquierda. La envolvente inyectiva
de M es un comédulo inyectivo E(M) junto con un monomorfismo de comédulos
i M — E(M) tal que i(M) es esencial en E(M). Es decir, para todo subcomddulo
no nulo N de E(M), se tiene i(M) NN # 0. Se sabe que la categoria de comddulos
tiene envolventes inyectivas; véase [21, Remark 2.4.6].

La demostracion del siguiente resultado puede consultarse en [31, Theorem 3] y
[17, Proposition 2.3].

Teorema 2.13.1. Sea H un dlgebra de Hopf. Las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

(i) H tiene integral.

(i) E(M) es de dimension finita para todo comddulo a izquierda M de dimension
finita.

(11i) La envolvente inyectiva del comddulo trivial k es de dimension finita.

(iv) Eziste un comédulo a izquierda no nulo e inyectivo de dimension finita.
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Se dice que la categoria de comodulos a izquierda tiene suficientes proyectivos
si todo comodulo a izquierda es cociente de un comodulo proyectivo. Por otro lado,
dado un comodulo a izquierda M, una cubierta proyectiva de M es un comddu-
lo proyectivo P(M) junto con un epimorfismo de comédulos p : P(M) — M tal
que Ker p es superfluo en P(M). Es decir, si N es un subcomédulo de P(M) con
N # P(M), entonces N + Ker p # P(M). A diferencia de lo que ocurre para envol-
ventes inyectivas, no todo comédulo tiene una cubierta proyectiva. De hecho, esta
condicion caracteriza a las dlgebras de Hopf con integral.

Teorema 2.13.2. Sea H un dlgebra de Hopf. Las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

(i) H tiene integral.
(ii) La categoria de comddulos a izquierda tiene suficientes proyectivos.
(111) Existe un comddulo a izquierda proyectivo y no nulo.

(iv) El comédulo trivial k tiene una cubierta proyectiva (que serd de dimension

finita).

(v) Todo comddulo a izquierda de dimension finita tiene una cubierta proyectiva
(que serd de dimension finita).

(vi) Todo comédulo a izquierda tiene una cubierta proyectiva.
(vii) Todo comddulo a izquierda inyectivo es proyectivo.

La demostracion de este teorema aparece en [31, Theorem 10] y [2, Proposition
2.8].

2.14. Condiciones de finitud

En esta seccion presentaremos dos condiciones de finitud que caracterizan a las
algebras de Hopf con integral.

La primera aparece en [2, Theorem 2.3]:

Teorema 2.14.1. Un dlgebra de Hopf tiene integral si y sélo si todo comdédulo a
izquierda mo nulo tiene un cociente de dimension finita no nulo.

Para la segunda condicién necesitamos introducir la filtracion corradical de una
coalgebra y previamente la operacion wedge. Sea C' una coalgebra. Dados dos subes-
pacios D y E de C se define su wedge como el subespacio

DANE={ceC:Alc)eDC+C® E}.
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Esta construccion es dual a la del producto de subespacios en un &lgebra, pues
DAE = (DI EHENLE) donde 1 (C*) y L(C) denotan los subespacios ortogo-
nales en C* y C respectivamente. Esto se puede consultar en [49, Proposition 2.4.2].
Si D y E son subcodlgebras de C, entonces D A E también loesy D, E C DA E.

Definimos el corradical Cy de C' como la suma de todas las subcodlgebras simples
de C. La filtracion corradical de C, denotada por {C,, },,>0, se define inductivamente
como C,, = C,,_1 ANCy paran > 1. Se le llama filtracién porque cumple las siguientes
tres propiedades:

(1) Unzo Cn = C;

(2) Cn g Cn+1;

(3) A(Cy) C > ;.
i+j=n

Esta filtracién es dual a las potencias del radical de Jacobson de C*, véase [49,
Theorem 4.6.1]. La razén es que el radical de Jacobson de C* es precisamente el
subespacio ortogonal de C.

Se prueba en [3, Section 1] la siguiente caracterizacion:

Teorema 2.14.2. Un dlgebra de Hopf H tiene integral si y solo si su filtracion
corradical es finita, es decir, existe m > 0 tal que H = H,,.
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Comentarios bibliograficos
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se hace en los libros anteriores. Para la Seccién 6 sobre integrales hemos usado [59] y [21,
Capitulo 5]. El tratamiento de los médulos de Hopf en la Seccién 7 estd tomado de [49,
Seccién 8.2].

La demostracién de la biyectividad de la antipoda y el Teorema de Unicidad de Inte-
grales sigue [37]. Este punto merece que nos extendamos en él. El problema de la unicidad
de la integral fue planteado por Sweedler en [59] y resuelto por él en el caso de dimensién
finita. La primera demostracién del caso general fue dada por Sullivan en [57, Theorem 2]:
usa la inyectividad de la antipoda, probada por Sweedler, y la caracterizacién en términos
de envolventes inyectivas. Mds o menos al mismo tiempo, Takeuchi lo demostré en [62] para
algebras de Hopf coconmutativas. Méas recientemente, Stefan da en [56] una demostracién
en la que usa la caracterizaciéon en términos de la densidad del submédulo racional. Raia-
nu da otra demostracién en [50]: usa envolventes inyectivas y un argumento de Van Daele
[65] que sirve para establecer este resultado en el caso de grupos cudnticos compactos. La
biyectividad de la antipoda se obtiene a posteriori. Esta demostracion es refinada en [37].
Aqui hallan un modo de probar la biyectividad de la antipoda primero, el argumento de
Van Daele sigue funcionando y se puede prescindir de las envolventes inyectivas. A noso-
tros nos parece la demostracién mas corta y elemental de todas. La tltima demostracién
dada de este resultado se debe a Hai y Hung [30]. Como indica el titulo del trabajo, es de
naturaleza categdrica y usan el Teorema de Gabriel-Popescu. Actualmente, el Teorema de
Unicidad de la Integral esta establecido, méas generalmente, para codlgebras co-Frobenius.
Véase Dascalescu y Nastasescu [18] e Iovanov [35]. Un resultado previo parcial aparece
en Dascélescu, Nastasescu y Torrecillas [19]. La biyectividad de la antipoda fue demos-
trada por primera vez por Radford en [48]: usa envolventes inyectivas. Calinescu da otra
demostracién en [14]. Hai y Hung también la prueban en [30] en términos categdricos.

La construccién del elemento modular fue realizada por Radford en [48]. Nosotros,
en la Seccién 9, hemos adaptado la construccién que Donkin hace en [24] para esquemas
de grupo, que nos parece més corta. También hemos utilizado aqui [21, Capitulo 5]. La
demostracién de la Férmula de Radford para la potencia cuarta de la antipoda, en la
Seccién 10, estd tomada de [10]. En la Seccién 11, el Teorema de Maschke esta probado
dualizando la demostracién que aparece en [43, Theorem 2.2.1] para el caso de dimensién
finita. Para la Seccién 11 hemos usado [53] y para la Secciones 12 y 13 [2] y [3].






Capitulo 3

Nuevos ejemplos de algebras de
Hopf con integral

En este capitulo presentaremos una nueva familia de ejemplos de algebras de
Hopf con integral. Surge al aplicar el método desarrollado en [3] a levantamientos
de rectas cuanticas sobre ciertos grupos no abelianos, aunque, por simplicidad, los
expondremos de un modo diferente.

3.1. Ejemplos de partida

Comenzamos introduciendo la familia construida por Andruskiewitsch, Cuadra
y Etingof en [3, Subsection 3.3] a partir de la cual construiremos nuestros ejemplos.

Sean € N con n > 2. Supongamos que k contiene una raiz n-ésima primitiva de
la unidad w. Sea I un conjunto no vacio. Para cada ¢ € I tomamos ¢; € k no nulo.
Consideremos la k-algebra H generada por u,z y ajﬂ (1 € T) sujeta a las siguientes
relaciones:

u" =1, " =0, ur = waru, alaTt =1,

ua; = a;U, a;x = q;xa;, a;a; = a;a;, 1,7 € 1.

Para definir la estructura de algebra de Hopf en H, antes necesitamos fijar una base
de ella. Por el Axioma de Eleccion, podemos considerar un orden total < en I. Para
r > 1 ponemos I" = {(iy,...,i,) € I" 1 iy < -+ < i,} e [ = 7Z° = {0}. Dados
F=(iy,...,i,) €Iy E=(ey,...,e,) € Z" ponemos

E _ e
ap = a; .

€r

E _ e er 0 __ 0 __
Sl qrF = q; -4, ag =1, q = 1.

Escribimos Z¢ = Z\{0} y (Z")° = Z°x .7. xZ°. Consideremos el conjunto
['=U,> I x (Z)°. En [3, Subsection 3.3] se justifica que el conjunto

B = {xsutag 0<s,t<n, (F,E)eT U {(0,0)}}

99
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es una base de H. Sea ahora a € k no nulo. En [3, Theorem 3.4] se demuestra que
H es un algebra de Hopf con comultiplicacién, counidad y antipoda definida por:

Alu) =u®u, Alz)=u®@z+zx®1,

n—1
1
AlcF) =a' @ af +a(l —¢) Y 2" " @ 2Fal,
—1 (B)lw(n — k),
e(u) =1, e(x) =0, e(af!) =1,
S(u) =u", S(z) = —u""x, S(ai") = a!

Para ello, se prueba en [3, Theorem 3.4 (Step 2)] que la comultiplicacién de cualquier
elemento de la base viene dada por la férmula:

S
s
t E 1, s—l+t E —l,t E
A(:psuap):g (l) sut " ap @ o lay
w

=0

n—1
n 1 n— S
+ (8) (1 — gF) E i —F 1 s) " G E @ aFulak.
k=s+1 “ W

Aqui, ¢2F = g

Esta familia ha permitido responder negativamente a la pregunta planteada por
Andruskiewitsch y Dascalescu en [4, pag. 153] sobre la generacion finita sobre el
zocalo de Hopf. La «extrana» forma de la comultiplicacién de agﬂ es la que impide
la generacién finita cuando algin ¢; no es una raiz de la unidad. Véase [3, Theorem
3.7] para mas detalle. En [3, Subsection 3.2] se explica cémo se construye esta fami-
lia a partir de ciertas algebras de Hopf de dimensién finita llamadas levantamientos
de rectas cudnticas. Nosotros no vamos a entrar en la explicacion porque seria ne-
cesario introducir muchos preliminares y esta memoria ya roza el limite de paginas
razonable.

3.2. Nuevos ejemplos

Construimos aqui otra familia de algebras de Hopf con integral a partir de las
anteriores. Sea B un algebra de Hopf. Siendo I como en la seccién anterior, consi-
deremos una aplicacién z : [ — Z(B) ® Z(B), i — z;, de forma que cada z; cumpla
las siguientes condiciones (db):

(1) z; es invertible.
(2) (@ 1)(Ap®id)(z) = (1® z)(id @ Ap)(%).

(3) (EB & ld)(Zl) = (2d® 53)(%) =1.
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(4) Vi(2)Vs((Sp @ id)(2)) = Vi(2)Vs((id ® Sp)(2)) = 1.

Cuando lo necesitemos, escribiremos z; = z;1 ® z;2, imitando la notacién de Sweedler
y omitiendo la suma como alli.

En el édlgebra producto tensorial L, := H ® B definimos una comultiplicacion
A., counidad e, y antipoda S, del siguiente modo. Sobre u y x coinciden con la
comultiplicacién, counidad y antipoda de H respectivamente. Hacemos lo mismo
para los elementos de B. La comultiplicacién, counidad y antipoda de a; se alteran
mediante z;:

A.(a;) = Ag(a;)z;, e.(a;) = ep(as), S.(a;i) = Su(a;)Vp(2).

Extendemos multiplicativamente A, y ¢, al resto de elementos de L, y antimulti-
plicativamente S, .

Escribiremos el elemento h ® b € L, como hb. Si {b; : j € J} es una base de B,
entonces

{z*u'apb] : 0 < st <n, (F,E) e TU{(0,0)}, j€J, v=0,1}
es una base de L,.
Teorema 3.2.1. L, es un dlgebra de Hopf.

Demostracion.

Paso 1: Probaremos que A, y ¢, son homomorfismos de algebras y que S, es
antihomomorfismo de algebras. Para ello, basta probar que se respetan las relacio-
nes que definen L,. El caso de ¢, es facil pues, dados h € H y b € B, se tiene
£,(hb) = ep(h)ep(b) = €.(bh) y tanto ey como e son homomorfismos de algebras.
Por razones andalogas, para A, y S, basta probar que se respetan las relaciones que
involucran a aﬂ

» Relacién a;u = ua;:

A (au) = A, (a;)A(u)
= Ag(a;)z;Ag(u) (definicién de A,)
= Ap(a;)Ap(u)z (zi€ Z(L,® L))
= Ag(au)z; (Apy hom. dlgebras)
= Ay (ua;)z; (relacién)
= Ag(u)Ag(a;)z (Apy hom. dlgebras)
= A, (u)A(a;) (definicién de A,)
= A, (ua;).
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S.(au) = 5.(u)S,(a;)
= Sy(u)Su(a;)Ve(z) (definicién de S,)
= Su(a;u)Vp(z) (Sp antihom. dlgebras)
= Sp(ua;)Vp(z;) (relacién)
= Su(a;)Su(u)Ve(z) (Sy antihom. dlgebras)
= Sp(a;)Vp(2)Su(u) (Vi(zi) € Z(L.))
=5,(a;)S.(u) (definicién de S,)
=5, (ua;)

» Relacién a;x = ¢;za;:

I
W
T

£

VB<ZZ) - Z(Lz))
definicién de S,)

a;

AL (a;z) = A,(a;)AL(x)
= Ag(a;)z;Ag(z) (definicién de A,)
= Apla)An(o)z (s € Z(L. @ L.))
= Ag(a;x)z (Ag es hom. dlgebras)
= Ag(gira;)z; (relacién)
AH(q x)Ay(a;)z; (Ag es hom. dlgebras)
AL (gr)A(a;) (definicién de A))
A (giray).
S.(a;x) = S.(x)S.(a;)
= Su(x)Su(a;i)Ve(z) (definicién de S.,)
= Sp(a;x)Vp(z;) (Sp antihom. dlgebras)
= Su(qxa;)Vp(z) (relacion)
= Sy(a;)Su(qx)Ve(z) (Sp antihom. algebras)
(i (
(

VB(Z%>SH(QZ )
S.(qiv)

I

NO)
/N TN
S

I

N

N
%g\_/

TQ;).

= Relacion ozz»ai_1 =1:

m(a;)ziAg(a; )z (definicién de A))
n(ai)ziz  Ag(a; ") (' € Z(L. ® L))

m(aa;t) (Apg hom. dlgebras)
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S (a;a; 1) = SZ<ai_1)SZ(ai)
= Su(a; V(2 ) Su(a;) Va(z) (definicién de S,)
= Su(a; )Ve(2 ) Ve(2)SH(a) (Va(2) € Z(L.))
= Su(a; ') Su(a;) (V(2 ) Va(z:) = Va(2 " 2),
pues z; € Z(B) ® Z(B))
= Sp(a;a;t) (Sy antihom. algebras)
= Su(1)
= S.(1)

Del mismo modo se comprueba para a;lai = 1.

» Relacion a;a; = aja;:

A (aia;) = A (a;)A (ay)
definicién de A,)
z € Z(L,®L,))
AH hom. algebras)

Ap hom. dlgebras)

( (
( (
(i (
= AH(ajai)zizj (relacién)
( (
( (2 € Z(L. ® L))
(

= A,(a;)A (@) definicién de A,)
= Ax(ajai)
S.(a;a;) = S.(aj)S:(a)
= Su(a;)Ve(2;)Su(ai)Ve(z) (definicién de S,)
= Su(a;)Su(ai)Ve(2;) Ve(2i) (Va(z) € Z(L.))
= Su(aia;)Ve(2)Ve(2) (Sp antihom. dlgebras)
= Su(a;a;)Ve(z)Ve(2) (relacion)
= Su(ai)Su(a;)Ve(z)Ve(2) (Sy antihom. dlgebras)
= Su(a:)Ve(2)Su(a;)Ve(z;) (V(z:) € Z(L))
= S.(a;)S5.(a;)) (definicién de S,)
= S, (aja;).

» Relacion a;b; = bja;:
A(aibj) = Ax(ai)A(by)

= Apy(a;)zAp(bj) (definicién de A,)
= Ag(a;)Ap(b))z (z; € Z(B)® Z(B))
= Ap(bj)Ap(a;)z (B y H conmutan)
= A, (bj)A.(a;) (definicién de A,)
= A, (bja;).
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Sa(aibj) = S.(b;)S5(ai)

= Sp(b;)Su(a;)Ve(2) (definicién de S,)
= Su(ai)Ve(z)Sp(b)) (B y H conmutan

y Vi(z) € Z(B))
= S.(a;)S.(b)) (definicién de S,)
= S.(bja;)

Paso 2: Probaremos la coasociatividad, es decir, veremos que se cumple la igual-
dad (A, ®id)A, = (id ® A,)A,. Basta probarlo para los generadores de H, pues A,
es homomorfismo de dlgebras. Por otra parte, como A, (u) = Ay (u), A, (x) = Ay(x),
A,|p = Ap y sabemos que Ay y Ap cumplen la igualdad, es suficiente comprobarla
para a;. Calculamos:

(A, ®id)A,(a;) =
= (A, ®id)(Ag(a;)z) (definicién de A,)
= (A, ®id)(An(a;)) (A, ®@id)(2;) (A, ® id hom. &lg.)
= (A, ®id)(Ap(a,)(Ap ® id)(z;) (definicién de A,)
= (A, ®id) (1 ®1+a(l—qP) 2 (k)!w(nl— k)!wm”_kuk ® xk> (a; ® a;)
(Ap ®1id)(z;) (definicién de Ap)

(A(a;) ® ;) (Ap @id) (2

n—1
1
=(A, ®1id) (1 ® 14+ a(l—q) Z — "M xk)
— (k)! !
i) (A, ® id hom. algebras)

= (Ag ®id) <1 ® 14+ a(l—q?) i mxnkuk ® xk)

(Ap(a;)z; ® a;) (Ap ®@id)(z) (definicién de A,)
= (Ag ®id) <1 ® 14+ a(l—qP) mx”kuk ® xk)

(An(a;) ®a;) (2 @ 1)(Ap ®id)(2) (zi € Z(L,® L,))
= (AH ® id) (1 ® 1+ a(l —q; ) mx”kuk ® xk> (ai ® ai)

— (k)L lw

(z; @ 1)(Ap ®1id)(2;) (Ag ® id hom. algebras)
= (Ag ®id)Ap(a;)(z @ 1)(Ap ®@id)(z)
= (1d® Ap)An(a;)(1® z)(id @ Ag)(z)

(relacion & (2) y coasociatividad de Ag)
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n—1
(s n 1 n—=k, k k
(1® z)(id @ Ap)(z;)
n—1
= (id ® Ap) <1®1+a 1—q7) Z x"kuk@)xk)
k=1 o
(a; @ Ap(a;)) (1® z)(id @ Ap)(2) (1d ® Ay hom. élgebras)
n—1
Z(id®AH)<1®1+oz 1—q") Z x”_kuk®xk)
k=1 L
(@ ® Ap(ai)z) (id ® Ap)(z)
n—1
1
=(doA) |11 1—qr Rk @ ok
(do A.) ( o1+l =) rm L e )
(a; @ AL(a;)) (id @ A,)(2) (definicién de A,)
n—1
1
= (id ® ( ®1+a(l—q Zl w<n_k>!wx u ®x>(az®az)
(id @ A,) (2 (id ® A, hom. algebras)
= (id® A,) (AH(aZ)) (id ® A)(2z)
= (d® A,) (Ag(a;)z;) (1d ® A, hom. algebras)
= (id® A;) (As(a,)) (definicién de A,).

Paso 3: Probamos la propiedad de la counidad. Por las mismas razones que en el
paso 2, basta probar las igualdades (e, ® id) o A, =id e (id®¢e,) o A, = id para a;.
Calculamos entonces:

) (e, ®id)(z;) (¢, ® id hom. algebras)
= ((eg ®@id) o Ap)(a;)(ep @ id)(2;) (definicién de ¢,)
((en ®id) o Ap)(a;) (condicién & (3))
(

propiedad de counidad).

La igualdad (id ® €,) o A, = id se prueba de forma analoga.

Paso 4: Probamos por ltimo la propiedad de la antipoda. Al igual que en los
pasos 2 y 3, basta probar las igualdades S, xid = e,(—)1;, e id* S, = e,(—)1L,
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para a;. Calculamos:

(S, xid)(a;
= (V.o (5. ®1id)oA.)(a;) (definicién de x)
=(V,o (S, ®id))(An(a;)z) (definicién de A,)
n—1
S (s PN o S S SRRy SUR o
= S.(a;zn)a;zn + a(l —q) L — WL S (a;x" " ut 2z )ax zin
k=1
(S, antihom. élgebras)
= Sz(zil)sz<ai>aizi2
n—1
1
1 — g% - . n—k, k Nk~
+CY( qZ) (k)'w(n _ k)'w Sz<zzl)Sz(x (& )Sz(al)alx Zio
k=1

= 8:(2i1)Su(a;) Vp(zi)aizio

3
-

1 _
=1
(definicién de S,)
= VB(Zi)Sz(Zi1>SH(ai)aiZi2
n—1
1 e
+a(l —qP) ; mVB(%)SZ(Zﬂ)SH(aiI Ful)a;ak 20

(Vp(2:) € Z(H))
= Vp(2:)S:(zi1)en(a;) gz

= VB(Zi>Sz(Zi1)Zi2

=1p (condicion & (4))

=¢e,(a;)1g, (e.(a;) =1).
La igualdad id x S, = €,(—)1z. se prueba de forma anéloga. O]

Ademads, esta familia de algebras de Hopf tiene integral siempre que B tenga
integral.

Teorema 3.2.2. Si B tiene integral, entonces L. tiene integral. Las integrales a
derecha e izquierda de L, vienen dadas por

pz(z5utaph] ) = Osn-10¢00F018(D]),

>‘z (xsutagb;) = 5s,n—15t,16F,0/\B(b})7

donde pup y Ap son integrales a derecha e izquierda de B, respectivamente. Si gp es
el elemento modular de B, entonces el elemento modular de L, es ggu™*.
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Demostracion. Como A, es homomorfismo de algebras, podemos calcular la comul-
tiplicacion de un elemento general de la base. Es la siguiente:

A, (x u'aphl) = Ap(z*u'af)zf A (b)) (2% denota 2, - -z

r
S
o L, s—l+t E17v E s— l E ’Y E
= E (l> x'u apbjy2p @ Fbj(2)%2F2
=0 w
n—1
1

+(s)lwar(1 — gp¥) Z L=kt o) g RSy bW ZFI ® zFu aEbﬂ’ zl%.
k=s+1 “ w

Evaluamos i, en el segundo tensorando. Entonces,

S S .
()

w

n—1
1 n— S
+He)a(l—agp”) Y B —k + ), whulag b siaps (" U b 27 )
k=s+1 w
- Z( ) B 2By 10sts00moits (0 E0)
n—1 1
+He)a(l— ") Y (B)w(n — Kk +s)l, Pulari
k=s+1 v
On—ktsn—10k+4,00F,01B(D ] (1 )ZFl)
= EbV(Q)zFQ(SM 104 05F0,u3(b ZFl) (Sil=mn—1, entonces s =n — 1
y el segundo sumando desaparece)
= b zeésn 101,00k 0pt5(b] ia )251) (aplicamos t = 0)
= bj(2)557n_15t,05p70[£3(bj(l)) (si F' =0, entonces £ = 0)
= 0sn—10t00r0us(b7)1p (up es int. a derecha)

= i (zulafb] )1z, .

Mostramos la afirmacién sobre el elemento modular. De nuevo por linealidad,
basta comprobar la condicién ji,(h))ha) = p.(h)gpu"' para elementos h de la
base. Entonces,

Mz((fﬁsuta?bﬂ(z))(xsuta?bﬁ(l)

- S T S— T
= Z (l) prz(2® Eb ZFQ)xl razby (1) 25
1=0 w

n—1

1 T n— S T
+(s)lua(l — giF) E CIRCEETN s (zFutaBb” (2),2?2)9(: FrsukrtaEpr (1)ZF1
k=s+1
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°\ (s
N (l) Os—tn— 15t05F0,uB(b (2 )ZF2)951 ' br(l)zFl
1=0 w

n—1
1 T
+(s)lua(l — giF) Z (= k£ 9) 6k,n715t,05F,0,uB(bj(2)2£2>
k=s+1 w w

n—k+s, k+t Epr E
x us R0y cr1

* /s
— <l) 5s—l,n—16t,06F,0:U’B(b§(2)) whu” l+tb; 1)
=0 w
(si FF' =0, entonces F =0
y asi gg” = 1)

= 5s,n—16t,05F,OMB(b§(2)) u"” th;(l) (si s — 1l =n — l,entonces

s=n—1yl=0)
= (557”,1(5@0(530#3(b§(2))u”_1b§(1) (condicién t = 0)
= 5s,n—15t,05F,OPJB(b§(2))bg(l)unil (u conmuta con b )
= 0sm-10t,00F0gBu" " (def. de gB)
= i (z*uta by gpu™! (def. de p.).

Por 1ltimo, veremos algunos ejemplos concretos de esta construccion.

Ejemplo 3.2.3. St B es cualquier dlgebra de Hopf, z = 15 ® 1g cumple las condi-
ciones de &. En este caso, L, seria simplemente el producto tensorial de dlgebras
de Hopf H ® B.

Antes de presentar el resto de ejemplos necesitaremos el siguiente lema, que nos
da los idempotentes de la descomposicién de Wedderburn de un algebra de grupo
para un grupo ciclico.

Lema 3.2.4. Sea m € N con m > 2. Supongamos que car(k) t m y que existe una
raiz m-ésima primitiva de la unidad 1 € k. Consideremos el grupo ciclico Z, y
fijemos un generador o. Pongamos

La familia {e;}1*7" satisface las siguientes propiedades:

(i) Es un conjunto completo de idempotentes ortogonales, es decir, e;e; = 6;5€; y
D e 01 ei = 1.

(i) ole; =n7e; y ol = Z;nol n e
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Demostracion. (i) Para i,j tenemos:

1 m—1 1 m—1 1 m—1m—1
eej = (E anlal> (E n]k0k> _ ﬁz RAELE

=0 k=0 =0 k=0
1 m—1m—1 1 m—1 /m—1
_ 2 il+j5(t=1) t _ (i—7) gt _t
- 2 77 o 2 77 77 o
m m
=0 t=0 t=0 =0
m—1 m—1
L s et — 5 LS it
= i =
m2 J “'m
t=0 t=0
= 0i5¢

3
L
o
I
3
3|~
3
3@ I—‘
SN
|
S|
3
L
3
L
3@.
~
q&\.
Il
| —_
M
L
3
S
(e}
R
|
—_

(ii) Veamos primero que o’¢; = n~%;
1 m—1 1 m—1 1 m—1
i T (R P i1 —ji
Ujei—_E 770]_77]_5 n(])o-]_nJ_E nilol = n7ile,.
m m m
1=0 1=0 1=0

Usando lo anterior,

m—1 m—1 m—1
E n e = g ole; = o’ E e, = o’.
i=0 i=0 i=0

]

Proposicién 3.2.5. Con la notacion e hipdtesis anteriores, pongamos B = K[Z,,]

Yy tomamos
m—1

1 il 1
Z:
m”z_:on o ® o

Entonces, z cumple las condiciones &.

Demostracion. Observemos que, con la definiciéon anterior de e;, podemos escribir
m—1 m—1
z:§ 061®‘7—§ 00®eZ

m—1

(1) Veamos que se cumple 2% = > “e; @ 0¥, para todo k € N. Por tanto, se
tendra z™ =1® 1 y z sera invertible.
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= ef @ o'k (pues los e; son ortogonales)
=0
m—1

= e; @ o'k (pues los e; son idempotentes).
=0

(2) Mostramos ahora (z ® 1)(Ap ®id)(2) = (1 ® 2)(id ® Ag)(z):

(z@1)(Ap®id)(z) = (niei®gi®1) (Ap ®id) (Zgﬂ(g)e])

m—1 m—1
:< ei®ai®1) (Zaj®aj®ej)
i=0 j=0

m—1

1=0

(3) Comprobamos que (e ®id)(z) = (id® ep)(2) = 1:
m—1

(e ®id)(2) = (e ® id) (Za®62>: e = 1.

=0

De la misma forma se comprueba que (id ® e5)(2) = 1.
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(4) Por ultimo, Vg(2)Vp((id ® Sp)(2)) = Vi(2)Ve((Sp ® id)(2)) = 1:

m—1 m—1 m—1
Vi(2)Ve((id® Sp)(z)) = e0' Y ejo" T = Z eie ot
i=0 =0 i,j=0
m—1 m—1
= e;o" = e, =1
=0 =0

De manera andloga se prueba Vy(2)Vp((Sp ®id)(z)) = 1.

De forma idéntica se puede demostrar lo siguiente:

Proposicién 3.2.6. Pongamos B = K[Z,, X Z,]. Sean o, T generadores tales que
o =1"=1yor =70. Ponemos

m—1

1 il 1 )
z:—g no QT

m A

4,01=0

Entonces, z cumple las condiciones de d.

3.3. Futura linea de trabajo

Este trabajo fue iniciado en mi etapa como becaria de colaboracién en el Depar-
tamento de Matematicas de la Universidad de Almeria en el curso 2013-14. En él he
querido reflejar una buena parte de lo que he aprendido durante estos dos cursos y
presentar los primeros resultados obtenidos en mi iniciacién a la investigacion. Mi
intencion es realizar una tesis doctoral en este tema bajo la direccién del profesor
Juan Cuadra Diaz.

Los ejemplos de Andruskiewitsch, Cuadra y Etingof son los primeros ejemplos de
algebras de Hopf con integral no conmutativas de dimension infinita que encajan en
una sucesion exacta con nicleo de dimension finita y contcleo cosemisimple. Este
hecho supone un avance en la comprension de la estructura de estas algebras de
Hopf, pues los ejemplos no conmutativos conocidos hasta ahora respondian a un
patron diferente: encajaban en sucesiones con nucleo cosemisimple y contcleo de
dimension finita.

Nuestro objetivo para los proximos anos es aplicar el método de estos autores a
espacios cuanticos generales, no solo rectas, sobre grupos abelianos y no abelianos.
Nos gustaria poder establecer una clasificacién para algebras de Hopf con integral
como la dada por Andruskiewitsch y Schneider en [7] para algebras de Hopf pun-
teadas con elementos de tipo grupo que forman un grupo abeliano. Nuestra idea es
producir ejemplos que nos permitan lograr una mayor comprensién de la estructura
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de las dlgebras de Hopf con integral. Concretamente, nos gustaria ser capaces de
responder a la siguiente pregunta, sugerida por los ejemplos conocidos hasta el mo-
mento: ;FEs toda dlgebra de Hopf con integral una extension, en un «sentido débil»,
de un dlgebra de Hopf cosemisimple y una de dimension finita?

Con «sentido débil» queremos expresar:

(1) Quizé alguno de los extremos no es un élgebra de Hopf, sino una subestructura
o estructura cociente mas débil, como las de subdlgebra coideal o modulo
coalgebra cociente;

(2) Quiza los extremos no son normales o conormales.

En un lenguaje menos preciso, la pregunta seria: ;FEs cierto que toda dlgebra de
Hopf con integral se puede construir, de algun modo, a partir de subestructuras y
estructuras cocientes cosemisimples y de dimension finita?
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