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Resumen

En este trabajo haremos uso del concepto de copula para encontrar contraejemplos
en conjeturas relacionadas con funciones de distribucion.

Sabemos que si partimos de una funcién de distribucién conjunta de un vector alea-
torio conocida, podemos obtener, de manera unica, las funciones de distribucién mar-
ginales correspondientes a cada variable aleatoria del vector. Sin embargo, conociendo
las respectivas funciones de distribucion marginales de cada variable no se conoce, de
forma tnica, la funcién de distribucién conjunta. De aqui surge el interés en el estu-
dio del tipo de dependencia entre las distribuciones marginales, pues el objetivo es
encontrar la funcién de distribucion conjunta, a partir de estas, que mejor explique la
relacion de dependencia entre las variables aleatorias del vector.

En la basqueda de una solucién aparece el concepto de copula, herramienta que se
usara para describir la relacion de dependencia entre un cierto numero de variables
aleatorias, de las cuales conocemos su comportamiento de forma individual, es decir,
las copulas estan relacionadas con el estudio de las distribuciones multivariantes con
distribuciones marginales dadas.

En el trabajo nos centraremos en los vectores aleatorios de dimensién 2, es decir,
trabajaremos con funciones de distribucion bivariantes. Se expondran las definiciones
y resultados basicos sobre copulas, asi como sus principales propiedades. Destacare-
mos el Teorema de Sklar, resultado central de la teoria de copulas, el cual define la re-
lacion entre una funcién de distribucién conjunta y, sus marginales unidimensionales
mediante copulas.

También, se presentaran algunas medidas de asociacion para mostrar la relacion de
dependencia entre variables aleatorias, asi como algunos conceptos de dependencia.
Ademas, se introduciran un par de familias de copulas. Finalmente, mostraremos dos
contraejemplos, uno sobre una conjetura y otro sobre la reciprocidad de un resultado,
ambos problemas relacionados con funciones de distribucion.
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Abstract

In this work we will make use of the copula concept to find counterexamples in
conjectures related to distribution functions.

We know that if we start from a joint distribution function of a known random vec-
tor, we can obtain, in a unique way, the marginal distribution functions corresponding
to each random variable of the vector. However, knowing the respective marginals
distribution functions of each variable, the joint distribution function is not uniquely
known. Hence the interest in studing of dependency the marginal distributions arises,
since the objective is to find the joint distribution function, from these, that best ex-
plains the dependency relationship between the random variables of the vector.

In the search for a solution, the concept of copula appears, a tool that will be used to
describe the dependency relationship between a certain number of random variables,
of which we know their behavior individually, that is, copulas are related to the study
of multivariate distributions with given marginal distributions.

In the work we will focus on random vectors of dimension 2, that is, we will work
with bivariate distribution functions. The definitions and basic results on copulas, as
well as their main properties, will be presented. We will highlight Sklar’s Theorem, a
central result of copulas theory, which defines the relationship between a joint distri-
bution function and its one-dimensional marginals through copulas.

Also, some association measures will be presented to show the dependency rela-
tionship between random variables, as well as some dependency concepts. In addi-
tion, a couple of copula families will be introduced. Finally, we will show two counter-
examples, one about a conjecture and the other about the reciprocity of a result, both
problems related to distribution functions.






Antecedentes bibliograficos

La teoria de copulas, como tal, viene siendo una teoria relativamente joven. Esta
teoria ya forma parte de distintos trabajos en areas como son la teoria de probabilidad
[20, 6], la teoria de espacios métricos probabilisticos [10, 18], el estudio de medidas
no paramétricas de dependencia para variables aleatorias [16, 19, 5] o, el estudio de
propiedades de dependencia [11, 15], entre otros.

Un estudio completo sobre la teoria de copulas, incluyendo medidas de asociacion,
conceptos de dependencia o algunas de sus principales aplicaciones; se puede encon-
traren [13,17, 4, 8, 9].

Actualmente, las copulas se han convertido en una herramienta muy tutil en la con-
struccion de modelos estadisticos, como por ejemplo en el ambito de las finanzas [8, 1],
donde las copulas se utilizan en la asignacion de activos, modelado y administracion
de riesgos o, calificacion de créditos; o, también, en el ambito de la hidrologia [7],
donde las usan, por ejemplo, para la prevencion de catastrofes.

Ademas, sirven para demostrar la veracidad o no de ciertas conjeturas relacionadas
con distribuciones de probabilidad, ya que son faciles de manejar. En la basqueda de
contraejemplos son utiles las distintas familias de copulas que existen y sus propiedades.
Como ejemplos de estas, podemos mencionar las copulas con secciones ctubicas [14] o,
las shuffles of min [12, 2, 3].
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Introduccion

Expresar las relaciones de dependencia entre variables aleatorias viene siendo un
problema dificil de manejar desde hace décadas. En 1959, Abe Sklar propone la defini-
cion de copula en el teorema que llevaria su nombre, dando asi solucion a dicho prob-
lema. Este concepto no empieza a ser relevante hasta la década de los 90, donde las
copulas ya comienzan a mencionarse en estudios sobre como obtener una distribucion
conjunta a partir de marginales dadas, o sobre modelado de dependencia.

El concepto de copula, palabra que viene del latin y significa lazo, se remonta a anos
anteriores al teorema de Sklar. Sin ser llamadas cépulas, Fréchet, Dall’Aglio o Féron, ya
utilizaban en sus trabajos funciones para el estudio de una distribucién multivariante
mediante distribuciones univariantes dadas.

Las copulas son funciones del cuadrado unidad al intervalo unidad (hecho que las
hace manejables) que, a partir de distribuciones unidimensionales de variables aleat-
orias dadas, aportan una expresion para la distribucion conjunta de las variables aleat-
orias mencionadas. Es decir, como a partir de distribuciones marginales dadas no
obtenemos una distribucién conjunta tnica, interesa estudiar el tipo de dependencia
entre las variables aleatorias para obtener la “mejor” distribucion conjunta. Entra aqui
en juego el papel de las ya mencionadas copulas, pues para variables aleatorias con-
tinuas X e Y, por el teorema de Sklar se tiene que la copula asociada a dichas variables
es Unica, es decir, tenemos una expresion unica de la funcién de distribuciéon conjunta.

Bien, haremos una introduccion a la Teoria de Copulas donde mencionaremos y de-
mostraremos el ya nombrado teorema de Sklar, uno de los resultados mas importantes
de esta teoria, ya que ofrece la relacion entre funciones marginales y funcién conjunta
mediante copulas,

H(x,y) = C(F(x), G()),

para todo (x,p) € R. H es una funcién de distribucién conjunta, F y G marginales y C
es una copula.

Definiremos algunas medidas de dependencia o asociacién relacionadas con las
copulas, las cuales miden el grado de dependencia entre variables aleatorias, X e Y,
con funciones de distribucién marginal asociada F y G, respectivamente. Y, aportare-
mos ciertos conceptos de dependencia. Ademas, anadiremos unas familias de copu-
las, que son conjuntos de copulas con propiedades semejantes, que nos serviran en la
aportacion de los contraejemplos.

Tras la introduccidon a la Teoria de Copulas, expondremos dos problemas:

1. La dependencia en cuadrantes positiva no implica la monotonicidad en colas.

Se trata de dos conceptos de dependencia de los cuales se sabe que monoton-
icidad en colas implica dependencia en cuadrante pero el reciproco no es cierto,
y esto lo vemos con un contraejemplo.

2. Conjetura de Hutchinson y Lai.



2. INTRODUCCION

Enuncian que a partir de variables aleatorias estocasticamente crecientes (otra
propiedad de dependencia), las medidas de asociacién p y 7 verifican la desigualdad

<3T

Lo cual vemos que no es cierto con otro contraejemplo.



Teoria de copulas

Comenzaremos con la introduccion de las definiciones necesarias para entender los
conceptos basicos sobre la teoria de copulas, ademas introduciremos algunas propiedades
sobre las copulas para exponer y demostrar el resultado mas relevante de esta teoria,
ya mencionado previamente, el Teorema de Sklar.

Ademas, se definiran las medidas de dependencia y, se explicaran las familias de
copulas que se utilizaran en el objetivo de este trabajo.

3.1 Conceptos previos

Primero aclaremos que con R nos referimos a la recta real ampliada, es decir, al
intervalo [—oo, +00].
Ahora, mencionaremos unos conceptos que son necesarios para introducir la teoria de
copulas:

Definicion 3.1. Una funcion F definida de R — R se dice funcion de distribucion si es
monotona no decreciente y continua a la derecha.

Definicién 3.2. Una funcién real F definida en R no decreciente, continua a la derecha
y que satisface F(—oco) = 0 y F(+o00) = 1, se dice que es una funcion de distribucion de
probabilidad unidimensional.

Definicion 3.3. Una variable aleatoria X es una funcion que depende de un suceso

aleatorio, X : 3 — R, donde hay una medida de probabilidad P sobre el espacio muestral
Q.

Definicion 3.4. El soporte de una variable aleatoria X serd el conjunto de valores que esta
puede tomar. En funcion del soporte las variables aleatorias pueden ser:

» Variable aleatoria discreta cuando su soporte es numerable v,
» Variable aleatoria continua cuando su soporte es no numerable.

Definicion 3.5. Sea X una variable aleatoria definida en el espacio de probabilidad (Q, A, P)
con funcion de distribucion F, esto es, F(x) = P[X < x]. Diremos que X es una variable aleat-
oria absolutamente continua si F es absolutamente continua, es decir, si f(x) > 0:Vx €
R se tiene que

F(x) :j_ F(t)dt.

A la funcion f se le denomina funcion de densidad de probabilidad de la v.a X.
Sila v.a X es continua, entonces F es continua.

Consideraremos solamente variables aleatorias continuas a partir de ahora. Ademas,
como trabajaremos en el caso bidimensional:
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3. TeoRriA DE cOPULAS

Definicion 3.6. Sean X,Y dos variables aleatorias continuas definidas en R. Se define la
funcion de densidad de probabilidad conjunta del vector (X,Y) como la funcion f :
R? —s R verificando

a) )2 0,Y(xy) R,

b) [ flx,p)dxdy =1.

Una funcion de distribucion de probabilidad conjunta es una funcion F : R R
que vendrd dada por:

F(x,y)=P[X <x Y <y]= jx Jy f(u,v)dudv,¥(x,p) eR’.

Y, se dice que el par (X, Y) es absolutamente continuo.
Es decir, F verifica,

1. F monotona,

2. lim F(x,y)= lim F(x,y)=0,

X——00 y——00

3. lim F(x,y)= lim F(x,y)=1.

X—+00 y—+o0

Las funciones F(x,+o00) y F(+00,v) son las funciones de distribucion de probabilidad
marginales de F, las cuales denotaremos por H y G, respectivamente.

. e e , =2 . .
Definicion 3.7. Un rectangulo Ben R es el producto cartesiano de dos intervalos cerrados,

es decir, B = [x1,x,] x [y1,92] C R’
En particular, el cuadrado unidad, que denotaremos por 12, es el producto cartesiano
I xIdondeI=10,1].

Definicion 3.8. Sean Sy, S, subconjuntos no vacios de R ysea F: Sy xS, — R una funcion
real. Sea B = [x1,X3]| X [v1,V2], con x1 < x5,91 <y, un rectangulo cuyos vértices estan en el
Dom F. Entonces, el F—volumen de B es la funcion Vi tal que

VE(B) = F(x2,92) — F(x2,91) — F(x1,92) + F(x1,91)-

e s ez .y =2 . . .
Definicion 3.9. Una funcion real F tal que Dom F C R, se dice 2-creciente si Vi(B) > 0,
para todo rectangulo B cuyos vértices estan en Dom F.

Presentamos los siguientes resultados, que nos serviran para comprender propiedades
sobre copulas mas adelante:

Lema 3.1. Sean Sy, S, subconjuntos no vacios de R y, sea F una funcién 2-creciente con
dominio Sy x S,. Sean x1,x, € S con x1 < x5 e V1,9, € S, con y; < y,. Entonces, la funcion
dada por t — F(t,v,)— F(t,91) es no decreciente en Sy, y la dada por t — F(x,,t)—F(x1,1)
es no decreciente en S,.

6



3.2. Copulas

Lema 3.2. Sean Sy, S, subconjuntos no vacios de R con minimo v, sean ay,a, dichos min-
imos de Sy y S,, respectivamente. Sea F una funcion real 2-creciente con Dom F = S; x S,
tal que verifica

F(x,a;) =0=F(ay,y),¥Y(x,v) € S; xS,.

Entonces, F es no decreciente en cada argumento.

Lema 3.3. Sean S;,S, subconjuntos no vacios de R y sea F una funcién 2-creciente que
verifica que F(x,a;) = 0 = F(ay,v),V(x,v) € Sy xSy, con ay y a, los minimos de Sy y
Sy. Supongamos que F tiene marginales, H v G, v que (x1,91),(X2,v,) son dos puntos
cualesquiera de Sy x S,. Entonces,

|F(x2,92) = F(x1,91) < [H(x2) = H(x1)[+1G(v2) — G(p1)l.

3.2 Copulas

Ya estamos en condiciones de presentar los primeros conceptos y resultados sobre la
teoria de copulas. Antes de exponer qué es una copula, veamos qué es una subcopula.

Definicion 3.10. Una subcopula es una funcion C’ que verifica las siguientes propiedades:
1. Dom C’ =51 xS,,donde S;,5,C1:0,1€S;,i=1,2.
2. C’es 2-creciente y verifica que C'(0,v) = 0 = C'(u,0),¥(u,v) € I
3. Paratodou e S;,veS,, C'(u,1)=uyC’'(1,v)=v.

Notemos que 0 < C'(u,v) <1, Y(u,v) € Dom C’, por lo que Ran C’ es subconjunto
del intervalo unidad I.

Los siguientes resultados muestran la acotacion, continuidad y lipschitzianidad de
las subcopulas:

Teorema 3.1. Sea C" una subcépula. Entonces,
Y(u,v) € Dom C’, max(u+v-1,0)<C’(u,v) <min(u,v). (3.1)

Demostracion:

Sea (u,v) € Dom C’ arbitrario.

Entonces, por un lado se tiene que C’(u,v) < C'(u,1) = u,y que C'(u,v) < C'(1,v) = v,
es decir C’(u,v) < min(u,v).

Ademas, por otro lado V/([u,1] x [v,1]) = C’(1,1) - C’(1,v) = C'(u,1) + C'(u,v) =
l-v—u+C'(u,v)>0=C’(u,v) >u+v-1y, comoRan C’ CI, entonces C’(u,v) > 0.
Por tanto se tiene que C’(u,v) > max(u +v —1,0).

Asi, max(u +v—1,0) < C'(u,v) < min(u,v),VY(u,v) € Dom C’.

Teorema 3.2. Sea C’ una subcépula. Entonces, para todo (uy,v1), (4, v,) € Dom C’ se tiene
|C/ (142, v2) = C'(1y, v1)| < |ug — ug| + vz — vy .

Es decir, C’ es uniformemente continua en su dominio.
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Como vemos, este resultado es consecuencia directa del lema 3.3. Presentemos ya
a las copulas:

Definicién 3.11. Una cépula es una subcépula con dominio 1>, Es decir, es una funcion
C : 1> — I que satisface las siguientes propiedades:

1. C(u,0)=C(0,v)=0,Yu,vel.
2. Cu,1)=u,yC(1l,v)=v,Yu,vel.
3. (2-creciente) Sean uy,u,,v1,v, € I cualesquiera tales que uy < u,, vy < v,, entonces

Vel[uy, uz] x [vi,v2]) = Cuy,vy) = Clup, v1) = C(uy,vp) + C(ug,vy) 2 0.

Observemos que, por la segunda propiedad, una cépula es una funcion de distribu-
ciéon bidimensional con soporte en I? que tiene marginales uniformes 2/(0,1).

De la tercera propiedad de la definicién anterior podemos ver a C(u,v) como una
asignacion de un elemento de I al rectangulo [0, ] % [0,v], ya que C(u,v) = V([0, u] x
[0,7]). Por lo que, se tiene una fémula para el numero asignado por la copula C al
rectangulo [uy, u;]x[v1,v,] en I%. Ademés, dicha asignacién es un nimero no negativo.

Del teorema 3.2 deducimos que las copulas son funciones continuas. Ademas,
por la definicién de copula sabemos que toda codpula es una subcodpula, por lo que
podemos acotar, teniendo en cuenta 3.1, estas de modo que si M(u,v) = min(u,v) y
W (u,v) =max(u +v—1,0), entonces para cualquier copula C y para todo (u,v) € 1%,

W(u,v) < C(u,v) < M(u,v), (3.2)

donde M, W se conocen como cotas de Fréchet-Hoeffding para copulas. En 3.1 se
muestran las graficas de estas y las curvas de nivel correspondientes a las mismas,
correspondiéndose M con la que esta en la parte superior y en la inferior W.

Teorema 3.3. Las cotas de Fréchet-Hoeffding M y W son copulas.

Demostracién:

Seanu,v el.

Pirmero, M(0,v) = min(0,v) = 0, M(«,0) = min(«#,0) =0y W(0,v) = max(v—1,0) =
0, W(u,0) =max(u—1,0)=0.

Ahora, M(1,v) =min(1,v) =v, M(u,1) =min(u,1) =uy W(l,v) =max(1+v-1,0) =
max(v,0) =v, W(u,1) =max(u +1-1,0) = max(u,0) = u.

Faltaria comprobar la tercera propiedad de la definicién de cépula. Sea B = [uy, 1, ]x
[v1,v,] un rectangulo en I2.
Supongamos que u; < v; sin pérdida de generalidad. Entonces,

Vm(B) = M(uy,v2) — M(up,v1) = M(uy,v5) + M(uy,vq) =

M((uy,vy) = M(up,vy) —uy +uy = M(up,vy) —M(up,vy) > 0.

Por tanto, M es 2-creciente. Es decir, M es una funcién cépula.

Veamos si W es 2-creciente. En primer lugar, la funcién f(u,v) =u+v —1 es cre-
ciente en ambas coordenadas. Asi, si W(u,,v,) = 0, entonces W(ui,vj) =0,VYi,j=1,2.
De forma analoga, si W(u;,v;) =0, 0 W(uy,v,) =0, entonces W(uy,v;) = 0. En todos
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3.2. Copulas
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Figure 3.1: Cotas Fréchet-Hoeffding.

estos casos se cumple que Vi (B) < 0.
Supongamos, pues, que W(u,-,vj) >0,Yi,j =1,2. Entonces,

W (up,v2) = Wup,v1) — Wy, va) + W(uy,vy) =
(Up+vy—1)—(up+v1—1)=(ug+vo— 1)+ (u; +v1 —1)=0.

Por tanto, W también es 2-creciente y, por ende, tanto M como W son cépulas.
[ |

Definicion 3.12. Sea C una cépula y sea a € I. La seccion horizontal de C en a es la
funcion de I en I dada por t — C(t,a).

La seccion vertical de C en a es la funcion de I en I definida por t +— C(a, t).

La seccion diagonal de C es la funcion o¢ : 1 — I tal que oc(t) = C(t, ).

Una consecuencia del teorema 3.2 afirma que

Corolario 3.1. Las secciones horizontales, verticales y diagonal de una cépula C son no
decrecientes y uniformemente continuas en el intervalo unidad I.

Las secciones de una cOpula se utilizan para construir cépulas y para interpretar
algunas propiedades de dependencia.

A continuacién, anadimos ciertas caracteristicas de las derivadas parciales de una
copula. Estos resultados seran de utilidad para el estudio de las propiedades de de-
pendencia.

. . % , .
Teorema 3.4. Sea C una copula. Sea cualquier v € I, entonces — C(u,v) existe para casi

Ju

todo u, y para cada u,v se tiene que

0< %C(u,v) <1.
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. . % . .
De forma similar, sea cualquier u € I, entonces —C(u,v) existe para casi todo v, y para

v

cada u,v se tiene que

0< %C(u,v) <1.

Ademas, las funciones v — —C(u,v) y u — =—C(u,v) son no decrecientes en casi todo I.

Ju v
2
Teorema 3.5. SeaaC una copula. Si las derivadas parciales %C(u,v) Y mC(u,v) son
continuas en I? Y %C(u,v) existe para todo u € (0,1) cuando v = 0, entonces $C(u,v) Y
9?2 , 5
WC(u,v) existen en (0,1)° v

92 92
iy C ) = 55

Este tltimo teorema es consecuencia del Teorema de Schwarz.

u,v).

Ya estamos en condiciones de enunciar el Teorema de Sklar.

Teorema de Sklar

Como ya hemos mencionado en algin momento, el teorema que da nombre a este
apartado es el eje central de la teoria de copulas y 1a base de muchas de las aplicaciones
en estadistica. Este teorema revela el papel de las copulas en la relacion existente entre
una funcién de distribucion bidimiensional y sus funciones de distribucion marginales
(unidimensionales).

Para la demostracion de este resultado necesitaremos dos lemas previos,

Lema 3.4. Sea H una funcion de distribucion bivariante con marginales F y G. Entonces
existe una vnica subcopula C’ tal que

a) Dom C’ = Ran Fx Ran G
b) Vx,y €R,H(x,y) = C'(F(x),G(v)).

Demostracion: .
Sean §; = S, = R los subconjuntos del lema 3.3, entonces la funcion de distribu-
cion H verifica las hipétesis de dicho lema, asi que para cualesquiera (x1,v1),(x2,¥2) €

R se tiene que

|H(x2,92) — H(x1, 1) < |F(x2) = F(x1)[+1G(2) — G(p1)l.

Ahora, si F(x1) = F(x3) y G(y1) = G(y2), entonces H(x1,y1) = H(x,,7,), de donde
se deduce que (F(x),G(y)) — H(x,v) es una asignacioén univoca. Esto es, existe una
funcién C’ de manera que C’(F(x),G(y)) = H(x,y). Por definicién, el C'-volumen es
positivo, luego es 2-creciente y, teniendo en cuenta que

C'(F(x),1) = C'(F(x), G(+0)) = H(x, +00) = F(x)
10



3.2. Copulas

C’(E(x),0) = C’(E(x), G(=0)) = H(x,—00) = 0

(de manera analoga con G(y))
se cumple que C’ es una subcépula con dominio Ran Fx Ran G.

[ |
Y la extension del lema anterior:

Lema 3.5. Sea C’ una subcopula. Entonces existe una copula C tal que C(u,v) = C'(u,v)
para todo (u,v) € Dom C’. Es decir, cualquier subcépula puede ser extendida a una copula,
pero dicha extension no es, por lo general, inica.

Demostracion:

Sea Dom C’ = §; x S,. Entonces, teniendo en cuenta que C’ es uniformemente
continua ( 3.2) y que es no decreciente en cada variable, podemos extender, por con-
tinuidad, dicha subcépula a una funcion C” cuyo dominio sea S_l X 5_2, donde S_, se
corresponde con el cierre de S; (i = 1,2). De este modo, es claro que C” es otra sub-
cobpula.

Ahora, extendemos la funcién C” a una cépula C con dominio I?. Sea (a,b) € 1%,y
sean a,4d, el minimo y maximo de S_l, respectivamente, satisfacciendo a; <a < a,. De
igual forma, sean by, b, minimo y maximo de S,, satisfacciendo b; <b < b,. Sean

a—a;

AMa)={42—m
1 si ay=a,

si a;<ap

g b-b
L by < b,
u(b) =4 ba—b
1 si blzbz

Entonces, definimos
C(a,b) = (1= Xa))(1 = u(b))C"(ay, by) + (1 = Aa))u(b)C" (a1, by)+

A(a)(1 = u(b))C"(ay,by) + Aa)u(b)C" (ay, by),

que es una interpolacién bilineal, es decir, lineal en cada variable.
Es claro que Dom C = I?, C(a,b) = C”(a,b),¥Y(a,b) € Dom C” y que C satisface las
propiedad 1 y 2 de la definicién de cépula 3.11, por lo que sélo faltaria probar la
tercera propiedad de esta.

Sea (c,d) e I’ talque a < cy b < d. Sean cy,d;,c,,d, los respectivos valores rela-
cionados con ¢y d como a;,b; (i=1,2) con ay b. Distinguimos casos:

1. Supongamos que no existe ningun punto de S_l entreay ¢,y ninguno de 5_2 entre
byd.

Entonces se cumple que a; = ¢j,a, = ¢,by =dq, b, =d, y se obtiene que
Ve([a,c] x [b,d]) = C(c,d)—C(c,b)—C(a,d)+ C(a,b) =
(A(e) = Ma)(p(d) = p(b)) Ver([ar, ax] x [by, by]) 2 0
yaquecomoc<ayd<bentonces A(a) < A(c)y u(b) < u(d).
11



3. TeoRriA DE cOPULAS

2. Supongamos que hay al menos un punto de 5_1 entre a y ¢ estrictamente, y al
menos otro de S, estrictamente entre by d, es decir,a<a, <c; <cyb<b, <
d; <d. Entonces,

Ve([a, c]x [b,d]) = (1 - Ma)u(d)Ve([ar, az] x [dy, dr]) + p(d) Ve([ag, ] x [dy, da])+

Ale)u(d)Ve([er, e2] x [d1,da]) + (1 = Aa)) Ve([ar, az] x [by, di )+
Vel[az 1] % [by, di]) + Alc) Ve([er, c2] x [by, dy ])+

(1=A@)(1 = u(b))Ve(lar, az] x [by, by]) + (1 = Aa)) Ve([az, 1] x [b1, by ])+
Ad)(1 = u(d))Vc([er,c2] % [by,b,]) 2 0

ya que todos los términos son no negativos.

El resto de casos se razonan de manera analoga.
Asi queda demostrado el lema.
[

Teorema 3.6 (de Sklar.). Sea H una funcion de distribucion bivariante cuyas marginales
son F y G. Entonces, existe una copula C tal que Vx,y € R

H(x,y) = C(F(x), G()). (3.3)

Siademads, F y G son continuas, entonces C es uinica. En caso contrario, C estd determinada
unicamente sobre Ran Fx Ran G.

Reciprocamente, sea C una copula y F y G funciones de distribucion univariantes, entonces
la funcion H definida por H(x,y) = C(F(x), G(y)) es una funcion de distribucion bivariante
con marginales F y G.

Demostracion:

Primero, dada la funcién H, por el lema 3.4 sabemos que existe una Unica sub-
cépula C’ definida en Ran Fx Ran G y, por el lema 3.5 podemos extender dicha
subcépula a una cépula C. Por tanto, la existencia de la cépula C tal que H(x,p) =
C(F(x),G(y)) queda garantizada. Ahora, si F y G son continuas se tiene que Ran F =
Ran G = I, lo que implica que Ran Fx Ran G = I?, de modo que la subcépula es una
cbpula, y como era tnica, C’ = C y es Gnica.

Por el otro lado, como

H(x,+00) = C(E(x), G(+00)) = C(F(x), 1) = F(x)

H(x,—c0) = C(F(x), G(~o0)) = C(E(x),0) = 0

(de igual modo para G(y)), es inmediato que el reciproco es cierto.
|
De la ecuacion ( 3.3) obtenemos una expresion de una funcion de distribucion bi-
dimensional H en funcién de una cépula y sus dos marginales unidimensionales F y
G. Pero, podemos pensar en expresar la funcién coépula en términos de la funcién de
distribucion conjunta H. Para ello es necesaria la siguiente definicion:

Definicion 3.13. Sea F una funcion de distribucion unidimensional. Una funcion quasi-
inversa de F es una funcién F~' con dominio I tal que

12



3.2. Copulas

1. Sit € Ran F, entonces F~(t) es cualquier x € R verificando que F(x) = t, esto es,

F(FY(t))=F(x)=t,Yte Ran F.

2. Sit & Ran F, entonces

F7Y(t) = inf{x : F(x) > t} = sup{x : F(x) < t}.

Si F es estrictamente creciente, entonces la quasi-inversa F~1 es sinica.

Ahora si, el siguiente corolario nos da una definicion de una subcépula C’ expres-
ada mediante una funcion de distribucion conjunta H y las quasi-inversas de sus mar-
ginales Fy G:

Corolario 3.2. Sea H una funcién de distribucion conjunta con marginales F y G, sea C’
una subcdpula y sean F~' y G™! las quasi-inversas de F y G, respectivamente. Entonces,
para cualquier (u,v) € Dom C’, se tiene que

C’(u,v) = H(F Y (u), G 1 (v)).

Cuando F y G son continuas, el corolario anterior es cierto para una céopula C. Asise
tiene una forma de construir copulas a partir de funciones de distribucién conjuntas.

Ademés, cuando se tiene una extensién adeacuada para el dominio R?, entonces
toda copula es una funcién de distribucion con marginales uniformes en I. Concreta-
mente, si C es una cépula se define la funcién H en R? como

0 six<0OVvy<O
C(x,p)si (x,p)el?
He(x,p) = x siy>l,xel

v six>1,pel
1 six>1Ap>1

Asi, Hc es la funcion de distribucion asociada a la cépula C cuyas marginales son
uniformes en I. Por lo que podemos deducir que las copulas son restricciones de fun-
ciones de distribucién a I? cuyas marginales son uniformes en I.

En el contexto particular de las variables aleatorias también podemos dar una ver-
sion del Teorema de Sklar:

Teorema 3.7. Sean X, Y dos variables aleatorias definidas en un mismo espacio de probabil-
idad (Q), A, P) con funciones de distribucion F, G, respectivamente, y funcion de distribucion
conjunta H. Entonces, existe una copula C de manera que

H(x,p) = C(F(x),G(v)),Y(x,y) € R%.
Si las variables aleatorias X e Y son continuas, entonces C es iinica.

A la copula del resultado anterior la denotaremos por Cxy y la denominaremos
copulade X e Y o copula del par aleatorio (X,Y).
A partir de este resultado, podemos dar otra definicion de copula:

13



3. TeoRriA DE cOPULAS

Una cdépula es una funcion que expresa la dependencia entre dos variables aleatorias, ya
que las funciones de distribucion las caracterizan de manera univoca.

Ahora bien, sabemos que las componentes de un vector aleatorio (X, Y) son inde-
pendientes si la funciéon de distribucién conjunta es el producto de las marginales,
esto es, H(x,y) = F(x)G(y). Existe un resultado alternativo en términos de cépulas,
pero antes de enunciarlo necesitaremos conocer la copula producto:

Definicion 3.14. A la copula definida por I1(u,v) = uv,Yu,v € I, se le conoce como copula
producto ( 3.2) .

Teorema 3.8. Sea (X,Y) un vector aleatorio, sus componentes son independientes si, y solo
si la copula de X e Y es la copula T1.

Demostracién:
Usamos la cépula producto I'T en el teorema de Sklar y obtenemos lo deseado:

H(x,y) =TI(F(x), G(y)) = F(x)G().

Figure 3.2: Cépula producto.

3.3 Medidas de asociacion

Dedicaremos esta seccion a hablar de las medidas de asociacion o de dependencia,
las cuales son medidas que proporcionan informacién sobre el grado de asociacion
entre variables aleatorias.

Como medida de dependencia conocemos la correlacion de Pearson, la cual mide la
relacion de dependencia lineal entre dos variables aleatorias, pero no necesita el uso
de las copulas. Por lo tanto, nos centraremos en las medidas p de Spearman y 7 de
Kendall, las cuales si son medidas asociadas a las copulas que cuantifican la relacion
entre variables, pero esta no es necesariamente lineal.

Aligual que el coeficiente de correlacion de Pearson, las dos medidas mencionadas
se evaltian entre —1 y 1, es decir, las variables tendran una relacion totalmente de-
pendiente cuando |«| = 1 (con k nos referimos a cualquiera de las medidas) y, existira
una falta de dependencia cuanto mas proximas a 0 se encuentren.

14



3.3. Medidas de asociacion

Un concepto a tener en cuenta va a ser el de concordancia, el cual, de manera colo-
quial, podemos definir como la correspondencia entre valores de una variable aleatoria
y los valores de otra siendo estos del mismo “tipo”. Formalmente, decimos que:

Definicion 3.15. Siendo (X,Y) un vector aleatorio continuo y siendo (x1,v1),(x2,y,) dos

observaciones de dicho vector, (x1,v1) v (X2,9,) son concordantes si x; < x, e y; < Vp, 0

bien, x1 > x, e y1 > v,. O equivalentemente, se diran concordantes si (x1 —x,)(y1 —y,) > 0.
En otro caso, (x1 —x5)(y1 —v2) <0y, se dird que (x1,v1) v (x,v,) son discordantes.

Como estamos trabajando con vectores aleatorios continuos, que las desigualdades
de las definiciones anteriores sean estrictas esta justificado ya que la probabilidad de
un punto es nula y, por tanto, no se puede dar que x; = x; e y; = ¥5.

Otra definicién necesaria en esta seccion es la siguiente:

Definicion 3.16. Una medida numeérica xx y de asociacion entre dos variables aleatorias
continuas X e Y, cuya copula es C (también podemos notar k), es una medida de con-
cordancia si satisface las siguiente propiedades:

1. xx,y estd definida para todo vector aleatorio continuo (X,Y).

2. -1<xkxy<1l,xkxx=1yxx_x=-1

3. Kxy =Kyx-

4. Si X e Y son independientes, entonces kx y = 0.

5. K_x,y = Kx,-y = —Kx,y-

6. Si Cy, Cy son copulas tal que Cy < C,, entonces k¢, < Kc,.

7. Si (X,,,Y,) es una sucesion de variables aleatorias continuas con copulas C,, y, C,

converge puntualmente a C, entonces
lim xc =xc.
; c, = Kc

Las medidas de asociacion p de Spearman y 7 de Kendall verifican las propiedades
de la definicion anterior, por lo que son, ademds, medidas de concordancia. Vamos a
presentar estas dos medidas mencionadas.

p de Spearman

Definicion 3.17. Sean (X1, Y7),(Xy, Y2), (X3, Y3) vectores aleatorios continuos, independi-
entes e idénticamente distribuidos. Se define la medida p de Spearman para el vector
aleatorio (X,Y) como

px,y = 3(P[(X; = X5)(Y; = Y3) > 0] = P[(X; — X5)(Y; — Y3) <0]).

Notemos que la funcion de distribucion conjunta del vector (X, Y7) es H(x,y) mien-
tras que la del vector (X3, Y3) es F(x)G(y) por independencia.

Es decir, p mide la diferencia entre la concordancia y la discordancia de los vectores
aleatorios (X;,Y;) vy (X5, Y3) (también se podria hacer con (X3,Y,)). Ademas, también
por independencia, la copula de X; e Y3 es I1.

Por tanto, teniendo en cuenta todo esto, introducimos la relacion de la medida p de
Spearman con las copulas:
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3. TeoRriA DE cOPULAS

Teorema 3.9. Sean (X1, Y1), (X5, Y3), (X3, Y3) vectores aleatorios continuos, independientes
e idénticamente distribuidos, F vy G las marginales correspondientes y C la copula asociada.

Entonces,
Oxy = 12JJ uvdC(u,v)—3 = 12JJ C(u,v)dudv —3. (3.4)
12 12

Demostracion:
Partimos de que P[(X; — X,)(Y; —Y3) < 0] =1 - P[(X; — X,)(Y; — Y3) > 0], entonces
por la definicion de p

p =3(P[(X; = Xp)(Y; = Y3) > 0] - P[(X; — Xp)(Y; = Y3) < 0]) =

3(P[(Xy = Xp)(Y; = Y3)>0] =1+ P[(X; - Xp)(Y; - Y3)>0]) =
3(2P[(X; = Xo)(Y1 = Y3) > 0]-1) = 6 (P[(X; — X;,)(Y; - Y3)>0]) - 3.

Ademas, por definicién de concordancia sabemos que P[(X; — X,)(Y; = Y3) > 0] =
P[Xl < X2, Yl < Y3] + P[Xl > Xz, Yl > Y3], asi que

=6(P[(X; —X)(Y1-Y3)>0])-3=6(P[X; <X, Y; <Y3]+P[X; >X,Y; >Y3])-3.

Por otra parte, tenemos que

PIX <X < Vi) = [ [ CUFL GO)AN(EE, Gy,

PIX > X0 > W)= | [ (1= (9= Gly)+ CUE), GONMTI(ER), Gl
donde F y G son las marginales correspondientes. Por lo que

= 6(P[X1 <X2,Y1 < Y3]+P[X1 >X2’Yl > Y3])_
f f P)ATI(F(x), G(y))+
Rz
6 f J (1~ F(x) - G(y) + C(E(x), G(y))dTI(F(x), G(y)) - 3 =
RZ

6(f [CUFR). Gl + (1= F) - Glp) + c<P<x>,G(y)))]dnuf(x),c;(y))) -3=
1

6(JJ [C(u,v)+1—u—v+C(u,v)]dudv)—3:6(JJ 2C(u,v)dudv+1—§—%)—3:
12 12
12JJ (u,v)dudv - 3.
12

Se ha realizado el cambio u = )y v = G(y) en la cuarta igualdad. Ya se tiene lo

deseado.
[ |

Podemos interpretar la medida p como sigue:

p:lZIJ C(u,v)dudv—3:12jf C(u,v)dudv—l2jf uvdudv =
12 12 12
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3.3. Medidas de asociacion

12 J J;Z[C(u,v) —uv]dudv =12 J J;Z[C(u,v) —I1(u,v)]dudv,

esto es, p es una medida proporcional a la diferencia entre el volumen de la copula C
y la copula producto IT, por lo que podemos decir que p mide la distancia media entre
variables aleatorias y, la independencia entre estas.

T de Kendall

Comenzaremos con una version muestral de la definicién de la medida de concord-
ancia que da nombre a este apartado y, seguidamente, proporcionaremos una version
poblacional de la misma.

Definicion 3.18. Sea {(x1,v1), (X2,92), ..., (X1, ¥,,)} una muestra aleatoria de n observaciones
del vector aleatorio continuo (X,Y). Por tanto, todos los pares distintos posibles de dichas

. n , . .
observaciones son o) de las cuales c serd el niimero de pares concordantes y d el niimero de

pares discordantes. Entonces, la T de Kendall para dicha muestra es

c+d n\
2
Es decir, podemos ver a T como la probabilidad de la concordancia menos la dis-
cordancia entre un par de observaciones.

3 c—d B c—d

Definicion 3.19. Sean (X1, Y1),(X5, Y,) dos vectores aleatorios continuos independientes e
idénticamente distribuidos. Entonces, se define T de Kendall como

T = P[(X; = X5)(Y1 = Y3) > 0] = P[(X; = X5)(Y7 — Y2) < 0].
Ahora veamos la caracterizacion de esta medida de concordancia mediante copulas:

Teorema 3.10. Sean (X1, Y7) v (X,, Y,) vectores aleatorios continuos independientes e idéntica-
mente distribuidos cuya copula asociada es C. Entonces se tiene que

TC :4J-J;2C(u,v)dC(u,v)—1. (3.5)

Demostracion:
Como los vectores aleatorios son continuos tenemos que P[(X;—X;)(Y;-Y;) < 0] =
1 -P[(X; - X5)(Y] = Y,) > 0]. Entonces,

T =P[(X; = X)(Y1 = Y3) > 0] = P[(X; — X5)(Y; = ¥,) < 0] =

P[(X; = X5)(Y; = Y5) > 0] = 1+ P[(X; = Xp)(Y; = Y3) > 0] = 2P[(X; — X5)(Y; = Y3) > 0] - 1.
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3. TeoRriA DE cOPULAS

Por la definicién de concordancia tenemos que P[(X; — X,)(Y] = Y,) > 0] = P[X; <
Xz, Yl < Yz] + P[Xl > Xz, Yl > Yz] Y,

PIxi<Xe Vi< ¥a]= | [ O, GMCEE, G)

donde F y G son las distribuciones marginales correspondientes. Del mismo modo, se
obtiene el otro sumando

Haciendo el cambio u = F(x) y v = G(y) se tiene que
P[X1<X2,Y1<Y2 JJ dC JJ udeuv)
R2 12
Por tanto,

T =2P[(X; = Xp)(Y = Y5) > 0] -1 = 2(P[X; < X5, YV, < V5] + P[X; > Xp, Yy > Y, ]) = 1 =

(jJ;Z udeuv) 1=4 JLZ (u,v)dC(u,v)—
|

Es decir, la medida v de Kendall queda totalmente determinada por la coépula sin
tener en cuenta las marginales de los vectores aleatorios.

No siempre es sencillo calcular 3.5, por lo que proporcionamos una manera mas
facil de calcular t:

d
Teorema 3.11. Sea C una copula tal que (—C) (a—f) es integrable en I?, entonces

Ju

1 % %
J,[[z C(u,v)dC(u,v) = 5 —f . %C(u,v)%C(u,v)dudv.

Como consecuencia de los teoremas 3.10y 3.11 se obtiene:

Corolario 3.3. Sea C una copula tal que (gi ) ( gv ) es integrable en 12, entonces

T=1- J —C (u,v) C(u,v)dudv. (3.6)
12

Aunque las dos medidas presentadas miden la probabilidad de la diferencia entre
la concordancia y la discordancia de dos variables aleatorias a partir de una copula
dada, su valor no tiene por qué ser el mismo. Veamos los siguientes resultados, en los
cuales podemos ver algunas relaciones existentes entre las medidas p y t:

Teorema 3.12. Sean X e Y variables aleatorias continuas y, sean t,p los valores de las
medidas t de Kendall y p de Spearman asociadas ( 3.19, 3.17). Entonces,

-1<37t-2p<1.
18
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Teorema 3.13. Sean X e Y variables aleatorias continuas y, sean t,p los valores de las
medidas t de Kendall y p de Spearman asociadas ( 3.19, 3.17). Entonces,

2
1+p2(1+r)
2 2

I-p (1—1)2
2\ 2 '

Como consecuencia de estos,

Corolario 3.4. Sean X e Y wvariables aleatorias continuas y, sean t,p los valores de las
medidas t de Kendall y p de Spearman asociadas. Entonces

3t-1 1+27-12
<ps——, 120
2 2
T2+2T—1< <1+3T <0
2 SPsTT T

De este modo, para cada par de variables aleatorias continuas X e Y, los valores de
Ty p asociados a estas se encuentran en la region representada en 3.3, region conocida
como region T —p.

0.5+

P 0.0-

-10  -05 00 05 1.0
T

Figure 3.3: Region 7 —p.

3.4 Conceptos de dependencia

Como ya se ha referenciado en el teorema 3.8, dos variables aleatorias seran in-
dependientes si su codpula asociada es la cdpula producto I1. Por tanto, teniendo en
cuenta este hecho vamos a definir algunos conceptos de dependencia entre variables
aleatorias.

Las propiedades de dependencia que veremos a continuacién van a ser definidas
mediante copulas, o, identificando alguna propiedad simple de las cdpulas, que cor-
responden a alguna funcién de distribucion del subconjunto de la copula producto.
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20

» Dependencia en cuadrante:

Con dependencia positiva nos referimos a como los valores grandes (o pequenos)
de una variable aleatoria aparecen con valores grandes (o pequenos) de la otra y,
con dependencia negativa describimos cdmo los valores grandes de una variable
aleatoria aparecen con valores pequenos de la otra. Ahora,

Definicion 3.20. Sean X e Y variables aleatorias continuas, decimos que X e Y tienen
dependencia en cuadrante positiva (PQD), si

Cxy (1, v) > TI(u,v) = uv,V(u,v) € I (3.7)

En caso contrario, diremos que X e Y tienen dependencia en cuadrante negativa

(NQD).

Monotonicidad en las colas:
Definicion 3.21. Sean X e Y variables aleatorias continuas. Entonces,

a) Diremos que Y es decreciente por la cola izquierda en X (LTD(Y|X)) si, y sdlo

C(u,v)
u

es no creciente en u.

si para cualquier v € I,

b) Diremos que X es decreciente por la cola izquierda en'Y (LTD(X|Y)) si, y solo
C(u,v)
v

si para cualquier u €I, es no creciente en v.

c) Diremos que Y es creciente por la cola derecha en X (RTI(Y|X)) si, y sdlo si
l-u—-v+C(u,v)

para cualquier v € I,
v—C(u,v)
—-u
d) Diremos que X es creciente por la cola derecha en' Y (RTI(X|Y)) si, y solo si
l-u—-v+C(u,v)
1-v

1 es no decreciente en u, o equivalente-
—u

mente, si es no creciente en u.

para cualquier u € 1,

. u—C(u,v) .
mente, s1 ————— €S No creciente en v.

es no decreciente en v, o equivalente-

Cada uno de los casos anteriores (LTD(Y|X), LTD(X|Y), RTI(Y|X), RTI(X|Y)) im-
plica la dependencia en cuadrante positivo,

Teorema 3.14. Sean X e Y variables aleatorias. Si X e Y satisfacen alguno de los
cuatro casos dados en la definicion 3.21, entonces X e Y poseen dependencia en cuad-
rante positiva.

Demostracion:

Supongamos que X e Y son LTD(Y|X) (del mismo modo LTD(X]Y)), es decir,
C(u,v)

u
Entonces, se cumple que

para cualquier v €1, es no creciente en u. Sean u,u’ €I tales que u < u’.

C(u,v) S C(u’,v).
u u’




3.4. Conceptos de dependencia

En particular, si u’ = 1 se tiene que

C(u,v) S C(1,v)
u 1

=C(L,v)=v,

es decir, C(u,v) > uv =I1(u,v), por loque X e Y son PQD.

Supongamos, ahora, que X e Y son RTI(Y|X) (del mismo modo RTI(X|Y)), es
v—C(u,v)

1-u
que u < u’. Entonces, se cumple que

v—C(u,v) - v—C(u’,v)
l-u =~ 1-uw

decir, para cualquier v € I, es no creciente en u. Sean u,u’ € I tales

En particular, si u’ = 0 se tiene que
v—C(u,v) < v—C(0,v)
1-u 1

v—C(u,v)<v(l-u),

=v-C(0,v)=v,

—C(u,v) < —uv

es decir, C(u,v) > uv =I1(u,v), por loque X e Y son PQD.

= Monotonicidad estocastica:

Definicion 3.22. Sean X e Y variables aleatorias continuas cuya copula asociada es

C. Se dice que Y es estocdsticamente creciente en X (SI(Y|X)) si, y solo si para

dC(u,v)
du

cualquier v € I y para casi todo u, es no creciente en u o, equivalentemente,

C(u,v) es una funcion concava de u.

Del mismo modo, se dice que X es estocdsticamente creciente en Y (SI(X|Y)) si,
dC(u,v)
. o v
equivalentemente, C(u,v) es una funcion concava de v.

y solo si para cualquier u € I y para casi todo v, es no creciente en v o,

Ademads, se dird que Y es estocdasticamente decreciente en X (SD(Y|X)) (resp. X
estocdsticamente decreciente en Y (SD(X|Y))) si, y solo si para cualquier v €l y

dC(u,v) , ) o .
—,  ©no decreciente en u (resp. si, v solo si para cualquier

u
dC(u,v)

u €I y para casi todo v,
yp E

para casi todo u,

es no decreciente en v).

La monotonicidad estocastica implica la monotonicidad en las colas,

Teorema 3.15. Sean X e Y variables aleatorias continuas cuya copula asociada es C.
Entonces,

* Si X eY son SI(Y|X), también son LTD(Y|X) y RTI(Y|X).
* Si X eY son SI(X|Y), también son LTD(X|Y)y RTI(X|Y).

» Monotonicidad en las esquinas:
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3. TeoRriA DE cOPULAS

Definicion 3.23. Sean X e Y wvariables aleatorias continuas y sea H la funcion de
distribucion conjunta de ambas. Entonces, se dice que X e Y son decrecientes en
la esquina izquierda (LCSD(X,Y)) si, y solo si H(x,y)H(x",y") > H(x,v")H(x', ),
Vx,v,x,v" € R con x < x',y <y’. Con la desigualdad invertida se dirdn crecientes en
la esquina izquierda.

De manera similar, X e Y son crecientes en la esquina derecha (RCSI(X,Y)) si,
vy sélo si H(x,y)H(x’,v’) > H(x,v")H(x',v), Vx,9,x,v’ € R con x < x’,y < v/, donde
H =1-H. Con la desigualdad invertida se dirdn decrecientes en la esquina derecha.

La monotonicidad en las esquinas implica la monotonicidad en las colas,
Teorema 3.16. Sean X e Y variables aleatorias continuas. Entonces,

e SiXeYson LCSD(X,Y), entonces son LTD(Y|X) y LTD(X|Y).

* SiXeYson RCSI(X,Y), entonces son RTI(Y|X)y RTI(X|Y).

Finalicemos este apartado con un esquema de las distintas relaciones existentes
entre las propiedades de dependencia expuesto en la figura 3.4

LCSD = LTD(Y|X) < SI(Y|X)

U U U
LTD(X|Y)= PQD < RTI(Y|X)

N f N
SI(X|Y) = RTI(X|Y) < RCSI

Figure 3.4: Relacion entre las propiedades de dependencia.

3.5 Algunas familias de copulas

En esta seccion mostraremos un par de familias de copulas que nos seran de util-
idad para poder completar el objetivo de este proyecto. Las familias de copulas seran
conjuntos de estas, las cuales tienen semejanzas entre si.

Copulas con secciones ciibicas

Las copulas cuyas secciones son ctbicas en u (o v intercambiando los papeles) seran

de la forma
C(u,v) = a)u’ +bw)u® + c(v)u +d(v) (3.8)

22



3.5. Algunas familias de cépulas

para ciertas funciones a,b,c,d.
Para obtener dichas funciones, aplicaremos las condiciones de acotacién de las
copulas. Asi,
C(0,v)=d(v)=0

y
C(l,v)=a(w)+b)+c(v)=v
es decir, c(v) =v—a(v) - b(v).
Si notamos a(v) = —[a(v) + b(v)] v, B(v) = —[2a(v) + b(v)] se tiene la siguiente ex-
presion:
C(u,v) =vu+u(l-u)[f(v)u+a(v)(l-u) (3.9)

donde a y p son funciones tales que a(0) = a(1) = 0 = (0) = (1) ya que C(u,0) =0y
C(u,1) =u y C es una cépula, es decir, es 2-creciente.
Esta conclusion se recoge en el siguiente lema

Lema 3.6. Sean a,p : 1 — R tales que a(0) = a(1) = 0 = B(0) = (1) v, sea C la funcion
definida por 3.9. Entonces, C es una copula si, y sélo si

1. a(v)y B(v) son absolutamente continuas y,
2. 1+a’(v)(1 —4u+3u?)+ ' (v)(2u —3u?) > 0, Yu € I y para casi todo v € I.

Para la construccion de copulas con secciones ctbicas en u (6 v) vamos a definir un
conjunto S como la unién del cuadrado [-1,2]x [-2,1] y la elipse de ecuacién x> —xy +
y? —3x+ 3y = 0 cuya grafica es la dada en la figura 3.5.

FE =T

L L L L L
-1 [n] 1 2 3

Figure 3.5: Conjunto S.
Bien, conociendo el conjunto S daremos un resultado que se utilizara para dicha
construccion:

Teorema 3.17. Sean a,f y C las dadas en el lema 3.6. Entonces, C serd una copula si, y
solo si

1. a(v),B(v) son absolutamente continuas v,
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3. TeoRriA DE cOPULAS

2. sipara casi todov €l, (a’(v), B’(v)) estd en S. Esto es,

~1<a’(v)<2yp -2<p'(v)<1

[’ (v)]? =&’ (v)B'(v) +[B'(v)]* = 3a’(v) + 38'(v) < 0.
Ademas, C es absolutamente continua.
Como consecuencia de este resultado ( 3.17)

Teorema 3.18. Supongamos que C tiene secciones ciibicas en u y en v, es decir, C viene
dada por 3.9. Entonces,

C(u,v)=uv+uv(l—u)(l-v)[Ajv(l —u)+Ay(1 —v)(1 —u)+ Byuv + Bu(l —v)], (3.10)

donde Ay, A, By, B, € R son constantes tales que (A, Aq),(By,B3),(B1, A1) v (A, By) €S.

Shuffles of Min

Las copulas que son una colecciéon de segmentos con pendiente +1 o —1 en el cuad-
rado unidad son las “shuffles of Min”. Estas se generan a partir del soporte de la cota
de Fréchet-Hoeffding M o una permutacion de este, el cual viene dado por 3.6.

0.2

L L L L L
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figure 3.6: Soporte de M.

Informalmente podemos decir que los pasos a seguir para la construcciéon de una
copula C de este tipo son:

1. Definir el soporte de M en el cuadrado unidad I2.

2. Dividir dicho cuadrado, I?, en un namero # de rectas. En cada tira de cuadrado
quedara un trozo de soporte de M.

3. Giramos los trozos de soporte que quedan en cada tira, con la opciéon de manten-
erlos con pendiente 1 o invertirlos a pendiente —1 (si todos quedan con pendiente
1 no hay ningan cambio).

4. Mezclamos las tiras en las que quedaba dividido 12, es decir, las barajamos.

De este modo, daremos lugar a una nueva cdpula a partir de las cotas de Fréchet-
Hoeffding.

Graficamente, podemos ver este proceso en 3.7.

Formalmente,
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T T2 T3 T4 TS T3 T5 Ti T2 T4

oe { { 08

o8 { t 0s

Y | { 0.4

o

Dok

Figure 3.7: Construcciéon de una Shuffle of M.

Definicion 3.24. Una shuffle of Min estd determinada por un natural n, una particion fi-
nita de n intervalos cerrados {J;} = {J1,]»,.... ]} de I, una permutacion ten S, ={1,2,3,...,n}
y, una funcion w : S, — {-1,1} donde w(i) = £1 (i = 1,...,n) segiin si la recta en J; x I esta
girada o no.

Denotaremos por M(n,{J;}, 70, w) a la shuffle of M.

Probabilisticamente, podemos interpretar la definicién 3.24 mediante biyecciones
continuas en una funciéon por partes, de manera que una funcion es continua por partes
si se define en un intervalo no degenerado y tiene, como mucho, un namero finito de
discontinuidades, siendo dichas discontinuidades saltos.

Teorema 3.19. Sean X e Y dos variables aleatorias y sea C su copula asociada. Las siguientes
afirmaciones equivalen,

» C es una shuffle of Min

» existe una funcion f biyectiva y continua por partes tal que

P(Y=foX)=1.

Definicion 3.25. Una shuffle of M con w =1 se denominara shuffle recta y, una suffle of
M con w = -1 se denominard shuffle invertida.
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3. TeoRriA DE cOPULAS

Nota: notaremos I,, cuando {J;} sea una particiéon regular de I, esto es, cuando la

medida de cada intervalo {J;} sea o
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Contraejemplos

Vamos a presentar dos problemas que resolveremos utilizando la teoria de coépulas
presentada en la seccion anterior, probando su falsedad mediante un contraejemplo.
El primer problema consistira en probar que el reciproco del teorema 3.14 no es cierto,
es decir, que la dependencia en cuadrante positiva no implica ninguna de las condi-
ciones de la monotonicidad en colas. Y, por otro lado, el segundo problema consistira
en demostrar que la conjetura de Hunchitson y Lai era falsa.

Problema 1:

Dependencia en cuandrante positiva no implica monotonicidad en colas.
11 ,
Sea 0 € (Z’ 5) y, sea Cg la copula dada por

M(u,v) si u,vel0,0]
Co(u,v) =3 W(u,v) si u,velf,1-06]
M(u,v) si u,ve[l-06,1]

_{max(u+v—1+9,6) si u,vel6,1-0] (41)

min(u,v) en otro caso

cuyo soporte podemos ver en la figura 4.1.

Figure 4.1: Soporte copula Cy.

Sean X e Y dos variables aleatorias continuas y, supongamos que Cy es su copula
asociada. Comprobemos que dicha coépula es PQD.

Primero, es claro que min(u,v) > uv = I'l(u,v) para cualesquiera u,v € [0,1]\[0,1 —
0], pues min(u,v) = M(u,v) y teniendo en cuenta las desigualdades 3.2, se confirma
lo dicho.

Segundo, si Cy(u,v) =max(u+v—-1+6,0) =0 conuc[0,1-0]yve[0,1-u],se
tiene que dar que 6 > uv, para cualesquiera u, v.
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4. CONTRAEJEMPLOS

. . . 1
Bien, la cépula producto I'l(#,v) = uv alcanza su valor maximo cuando u = 5 =V, por

lo que

W[ =

11
0 > max{uv} = 55 =

11
lo cual es cierto, pues 0 € (Z’ 5)
Finalmente, si Cg(u,v) = max(u+v-1+60,0)=u+v—-1+6 conu € [0,1-0]y
ve[l-u,1-0],sehadecumplir que u +v—1+ 6 > uv para cualesquiera u, v.
Notemos que

u+v—-1-uv>-0
(1-u)(v-1)>-0
—(1-u)(1-v)>-0
(1-u)(l-v)<0

1
de donde se deduce que la funcién (1 —u)(1 —v) alcanza su valor maximo en u = 5=V

o1 . ) . )
es decir, — < 0, lo cual es cierto por el mismo motivo que en el caso anterior.

Por tanto, podemos concluir que, en efecto, la copula Cy es PQD.
Veamos ahora, si dicha copula verifica alguna de las 4 condiciones de la definicion

3.21.
Co(u,v .
Por un lado, sabemos que Cg sera LTD(Y|X) & % es no creciente en u. Tomemos
u+v-1+6
Co(u,v)=u+v—-1+0conue(f,1-0lyve[l-ul-0]. Sea f(u,v)= —
entonces

df (u,v) _ 1-v-6

du u?
g 1 0
0o l-v-0<0e1-0<v
u
—v-0
perov €[1—-u,1-0], por lo que 3 > 0.

Luego, Cg no es LTD(Y|X)y, por simetria de Cgy, tampoco es LTD(X|Y).

l1-u—-v+Cqolu,v
o ) es no decre-

Por otro lado, sabemos que Cy serd RTI(Y|X)

—u
ciente en u. Tomemos Cy(u,v) = 0 con u € [0,1-0]y v € [0,1 —u]. Sea g(u,v) =
l-u-v+6

, entonces
1-u
Jag(u,v)  6O-v
ou  (1-u)?
Y 0
B >00-v>00>v
(1-u)?

0—
perov € [6,1 —u], por lo que a 7})2 <0.

—u
Luego, Cg no es RTI(Y|X)y, por simetria de Cy, tampoco es RTI(X|Y).
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Problema 2: conjetura de Hutchinson y Lai

En 1990, Hutchinson y Lai conjeturaron lo siguiente

Sean X e Y variables aleatorias tales que SI(Y|X) vy SI(X|Y). Entonces, para tales vari-

ables aleatorias se cumple que

<3’l’

Sea 0 € [0,1/4] y, sea Cq la copula
Co(u,v) =uv+20uv(l —u)(1-v)(1 +u+v-2uv).
Note que Cy es cubica en u y en v, asi que Cqy es una cépula con secciones cubicas dada

por 3.10, donde Ay = B, =460,A, = By = 26.
Supongamos que la copula de X e Y es Cy. Entonces,

QLL;’V) =1+ 20(1 = 2u)(1 — w)u(l —v)v +20(1 — u)u(l —v)(1+u + v — 2uv)—
201 —uw)uv(l+u+v-2uv),Yue(0,1),
Y
2

% =40(1-2u)(1-u)u(l1-v)—460(1 -2u)(1 —u)uv—-46(1 —u)u(l+u+v—-2uv) =

v

120(1 —u)u(Quv—v —u),Yu €(0,1).
2

Es decir, se cumple que % < 0 para cualesquiera (u,v) € (0,1)?, ya que la

funcion

2uv—u—v<0,¥(u,v) € (0,1)

(este hecho lo podemos ver graficamente en la figura 4.2) y, 126(1 — u)u > 0 para
cualquier u € (0,1).

Por tanto, se verifica que X es estocasticamente creciente en Y, es decir, son SI(X|Y).

2°C(u,v)

5.2 < 0 para (u,v) € (0,1)? y, por
u

Del mismo modo, podemos comprobar que

tanto X e Y también son SI(Y|X).
Obtengamos ahora, el valor de las medidas de asociacion de X e Y, pxy y Txy-
Utilizaremos las expresiones 3.4y 3.6 para calcularlas. Asi,

PX,y = 12ff Co(u,v)dudv -3 =
12

3+60
12

12J£2(uv+29uv(1 —u)(1-v)(1+u+v-2uv))dudv-3= 12( )—3 =0,
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Figure 4.2: F(x,y) = 2xy-X-y.

1% d
Txy =1— 4J J;Z %CQ(“,V)%CQ(M,V)dudV =

1 1 2 2
1 —4(——(75-500 292)=1——75—509 20%)= 20— Z 02
(300( +207) 751 +207)=30-7%
Por tanto,
2 2 2 1 2 2
= -0 - — = — 1-— —60 = —
t=30-750 39( 259)<39 3P
para 0 € (0,1/4]. Es decir,
3
p>=T.

2

Asi que, hemos encontrado un contraejemplo que desmiente la conjetura de Hutchin-
sony Lai.
O
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Conclusion

Hemos introducido brevemente la Teoria de Coépulas a partir de la relacion entre
funciones de distribucion y copulas. Dicha relacion se presenta con el Teorema de Sklar,
teorema que, a partir de distribuciones marginales unidimensionales F y G de vari-
ables aleatorias X e Y dadas y, una copula C, ofrece una expresion para la distribucion
conjunta H, de manera que

H(x,y) = C(F(x),G(v)), (xy)eR.

Ademas, también hemos visto como a partir de funciones de distribucion conjuntas
podemos construir cépulas y, cémo, con una extensién adecuada a R?, toda cépula es
una funcién de distribucién con marginales uniformes.

Nos hemos referido a la copula C como la cépula asociada a las variables aleatorias X
e Y y la hemos denotado por Cyy.

Cabe destacar, que en esta introduccion a la Teoria de Copulas hemos presentado
las medidas de asociacion 7 de Kendall y p de Spearman, medidas que cuantifican la
relaciéon de dependencia, no necesariamente lineal, entre variables aleatorias.

También, se han expuesto ciertos conceptos de dependencia como dependencia en
cuadrantes, monotonicidad en colas o, monotonicidad estocdstica, que seran un punto rel-
evante en la propuesta de los problemas que resolveremos mediante contraejemplos,
objetivo principal del trabajo. Asi como la relacion que existe entre estas.

Las familias de copulas: cépulas con secciones cuibicas y las shuffles of min seran dos
familias de copulas explicadas en el trabajo para su utilizacién en la basqueda de los
contraejemplos. Y, finalmente, se proponen los problemas, uno que involucra el reci-
proco de una relacion entre dependencia en cuadrantes y monotonicidad en colas

Monotonicidad en colas implica dependencia en cuadrantes positiva, pero el reciproco no es
cierto,

y dos, la conjetura de Hutchinson Lai:

Bajo condiciones de monotonicidad estocdstica de las variables aleatorias X e Y, se cumple
la relacion:  pxy <3txy/2.
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