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Introduccion

LLa investigacién educativa ha proporcionado valiosos resultados sobre problemas
concretos de aprendizaje. Sin embargo, datos sobre fenémenos ligados al aprendi-
sije en general y sobre el aprendizaje de las matemadticas en lo particular son poco
divulgados en los paises de habla hispana. Por ejemplo, en lo que respecta al sistema
educativo mexicano se sabe muy poco, y de lo poco que se sabe, las estadisticas son
aterradoras; por mencionar algunos datos, tenemos por ejemplo que la Comisién
Internacional para la Instruccién Matemética (ICMI, 1986, p. 19) compara al siste-
ma educativo mexicano con el sistema educativo japonés: «De hecho, cerca del
60% de los nifios mexicanos continian en la escuela primaria después del
primer afio. Aproximadamente el 10% inicia la secundaria [bésica y media
superior] y cerca del 3% finaliza estudios superiores. En contraste, prdctica-
mente todos los nifios japoneses completan la educacion bdsica, y cerca del
V5% permanecen a tiempo completo estudiando hasta la edad de 18 afios».
Ibargiiengoitia publicé (Periédico Excélsior, 19/julio/71) que de cada 22 millones de
mexicanos en edad escolar, exclusivamente 10 millones asistian a la escuela. O este
otro comentario de Carlos Fuentes (1997, p. 70) «En México, la tasa de escolari-
dad es de seis afios y medio. En Argentina es de nueve y en Canadd de doce.
En la secundaria y preparatoria, sélo 28 de cada 100 jévenes entre los 16 y
los 18 afios reciben instruccion en México; y en las universidades, solo el
14% de los jovenes entre 19 y 24 aros alcanza ese nivel educativo. Y en el
posgrado, sélo el 2% de los egresados de las universidades hace maestrias y
un 0.1% doctorados».
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Resumen

Los fundamentos de la matemdtica han sufrido una cantidad considerable de cam-
bios y sélo se conoce muy comiinmente la fundamentacion final. La ensehanza de
las matemdticas influida por este proceso de formalizacion'y fundamentacion, ha
perdido con ello la rigueza en pro de la ensefianza que nos puede proporcionar el
desarrollo histdrico de las ideas matemdticas y su transformacién en una ciencia
deductiva. Sabemos que las ideas ingenuas, la intuicién y procesos empirico-prdc-
ticos, por decir los mds conocidos, tuvieron que ver en el inicio de la matemdtica;
sin embargo, en la fundamentacion en definiciones y axiomas se pierde todo lo
anterior. ;Es necesaria estd pérdida? Dentro de la incomprensidn de la matemdti-
ca, la dificultad para utilizar la negacion de un enunciado juega un papel prepon-
derante. La demostracién indirectay el uso de contraejemplos es un requerimiento
indispensable en el desarrollo de un pensamiento matemdtico avanzado. En este
trabajo abordamos esta problemdtica desde dos puntos de visia, uno es el histérico
y el otro es en el contexto de la experimentacion en educacién matemdtica.

Fundamentos de la matematica griega

Los fundamentos de la matematica, como lo entendemos ahora, sufrieron tran sfor-
maciones para convertirse en una ciencia deductiva (ver Szabé, 1960). Lo anterior
se llevé a cabo en la época de oro de los griegos, la cual se sitia aproximadamente
entre el siglo VI'y Il antes de Cristo.

——————

| Trabajo apoyado por proyecto ALFA de la Comunidad Europea de la Red FIEMAL
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El' método axiomdtico aparecié entre los siglos VIy Il a.C. v, en forma con
creta, dentro de los Elementos de Euclides, marcando asf ¢l comienzo de u
ciencia matemdtica deductiva (lo que hoy se llama “el milagro griego”).

Szab6 (1960) considera que al inicio de la matematica griega la visualizaci
Jugé un papel preponderante, Y que posiblemente las contradicciones entre |
diferentes posturas filoséficas de esa €poca motivaron la construccién de una
temnatica deductiva. Por ejemplo, se considera que Zenén (discipulo de Parménides,
Siglo V a.C.) queria llamar la atencién sobre las ideas filoséficas de los pitagéricoy

al proponer sus famosas paradojas (por ejemplo la de Aquiles y la Tortuga). En
este contexto, Szabé (idem, p. 40) sefiala:

Hipécrates de Quios en su Quadratura Lunularum, tuvo el cuidado de probar
tedricamente aiin desigualdades que podrian haberse hecho obvias mediante

ilustracion. Esta observacion muestra que Hipdcrates ya no confiaba en la {
evidencia de la simple visualizacion.

El trabajo de Hipécrates de Quios (460 a.C.) es anterior a Euclides, por tanto
podemos suponer que antes de la aparicién de los «Elementos de Euclidess ya
habia indicios de demostracién matemdtica diferente a la simple ilustracién. De
hecho, Szab6 considera que de acuerdo a los estudios histéricos, alguna clase de
libro sobre una matemdtica sistemética deberfa existir en el siglo V a.C. y que el
contenido de dicho libro seguramente fue compilado en el libro VII de los Elemen- ‘
tos de Euclides sin cambio alguno esencial, Queda de manifiesto que la demostra-
cién en matemiticas la podemos situar hacia el siglo V a.C. ;Pero esta idea de
demostracién incluye a las llamadas demostraciones indirectas?

La demostracién de la proposicién 4 del libro I de Euclides es por reduccién al
absurdo, pero segiin lo apuntado por Szabé, pareciera que el contenido del libro
VII de Euclides es anterior al del libro L. En el libro VII existen seis teoremas que
son demostrados por reduccién al absurdo. Ello indica que los pitagéricos ya utili-
zaban el método de demostracién por reducci6n al absurdo.

Se considera a Parménides (= 500 a. C.) como uno de los filésofos que utiliza-
ba en sus argumentaciones ideas sobre reduccién al absurdo. En uno de los di4lo-
gos de Platén, El Parménides (escrito por Plat6n después de la muerte de Sécrates,
en el afio 369 a. C.), se puede leer lo siguiente:

Perfectamente, Sécrates, manifesté Parménides. Pero es necesario hacer todavia
algo mds que eso. No sélo debes suponer la existencia de cada una de las ideas que

R

congsideres y examinar las consecuencias que de esta hipdtesis resultan, sino ‘tam‘
bién, si quieres ejercitarte mucho mejor, suponer la no existencia de la misma idea.

Se considera que el principio del tercer excluido (que dada una propcrsicién sola-
mente puede ser o verdadera o falsa, que no existe una u‘arcera‘ opcién) tuvo s.u
origen en la filosofia de Parménides, que influyé en los pitagéricos y trascendi6
hacia los Elementos de Euclides. De acuerdo a Szabd, en los Elementos hay una
resistencia al uso de consideraciones visuales, dando lugar a un desarrollo' de la
matemética en una ciencia deductiva, en donde el principio del terc.er excluido ya
es utilizado de manera sistemaética en las demostraciones por reduccién al absurdo.

.Por qué son necesarias las demostraciones?

Fetisov (1954) menciona lo siguiente en relacién a la pregunta formulada:

«La necesidad de la demostracién es una consecuencia de una de Ias leyes funda;
mentales de la légica (la l6gica es la ciencia de las leyes de! razonan:uenm con'ehzraa
-la ley de la razén suficiente-. Esta ley requiere que toda aseveracion q::e s; fegn -
debe estar bien fundada, es decir, debe presentarse junto con arg;fmema.:a o ::C :os
temente fuertes que apoyen su veracidad, o sea, su concor_‘danaa cc;n. s : O).a
con la realidad. Tales argumentos pueden basarse en experimentos o bien en el raz ]
namiento correcto basado en deducciones sisteméti.ms. En matemdiicas, nos intere
san principalmente los argumentos de este iltimo tipo.

¢ Fue razonable el cambio de una matemdtica que se apoyaba en consideracio-
nes visuales a una matemética axiomética deductiva? La resplllesta €s que para f"l
desarrollo de la matemética en una ciencia libre de contradicciones era n-ecesarfo
formalizarla bajo un proceso axiomético. ;Es razonable eflscﬁa: mateméuca:s bajo
ese mismo enfoque axiomético? La respuesta parece indicar que solo-un nimero
reducido de estudiantes podria acceder a la matemética bajo una ensefianza como
= Queremos remarcar aqui un punto muy importante me:Tcionado.en pérrafos
anteriores. Las consideraciones visuales tuvieron una fuerte ingerencia en el des-
cubrimiento y desarrollo de la matemadtica griega, en. la época act.ual con el des:-
rrollo de la psicologia y de la investigaci6n en educacién l.natemétlca se ha llfaga 0
a concluir sobre la importancia de promover en los estudiantes la' construccﬁ?n de
conceptos a través de tareas de conversién entre las representaciones d?l mismo
concepto matemético. C6mo equilibrar la balanza, por un lado demc?sujacmnes con
cierto grado de formalidad son necesarias para no caer e-n contradicciones, y por
otro lado, en el contexto del aprendizaje de las mateméticas las representaciones




figurales son necesarias. Asumiendo que las considernciones visuales son absol
tamente necesarias en el aprendizaje de las matemdticas, una pregunta importan

emerge de todo esto: ;Bajo qué condiciones es pertinente las demostraciones
suales?

Le proponemos al lector las siguientes demostraciones (ver Commissio
INTER-IREM, 1989, p. 145 y 153) que descansan en consideraciones visua
(ver Figura 1), ; Usted estd de acuerdo en la prueba visual del teorema de Pitdgo
(Esté de acuerdo en la prueba visual de que 8 x 8 =5 x 13?

"' s i) - '.
ﬂ! *. —"C - Al T ]
* A\ i & A
___A 74 —+ B o }
PE 3 /117 .
x |

Demostracién visual del Teorema
de Pitdgoras (Liu Hui, 270 a.C.)

Demostracién visual de que 8 x8=5x |
Lewis Carroll (1961, pag. 316)

Figura 1

Hemos mostrado a profesores la prueba visual del Teorema de Pitdgoras, se-
fialando paso a paso la construccién de los cuadrados y demostrando la igual

de dreas por medio de superposicién de 4reas, los profesores en general quedan

convencidos de la prueba visual (experimento ya realizado con profesores de ma-
nera informal). Utilizando un proceso de argumentacién similar, los mismos pro-
fesores se convencen de que el drea del cuadrado es igual a la del rectdngulo, pero
sefialan de inmediato que algo debe estar mal ya que 8 x 8 # 5 x 13,

La aceptacién de la argumentacién en un caso y el rechazo en el otro, tien
que Ver con nuestro conocimiento anterior que en un caso ya hemos aceptado
Teorema de Pitdgoras, y en el otro, ya hemos aceptado que 64 # 65.

La demostracion matematica en el contexto de la ensefianza

En la época actual en la ensefianza de las matemdticas se da por entendido de g
toda proposicion serd o bien verdadera, o bien falsa (de acuerdo al principio d

tercer excluido), y las reglas de negacién sobre las proposiciones cuantificad
con predicado serdn:

X PEr Al ATRLICH,

— “Invertir" los cuantificadores (V «» 3)
— Substituir el predicado por su opuesto — P(x )

En general, la negacién es incorporada al lenguaje, por ejemplo: & (negacién
de €), # (negacién de =), < (negacién de >); etc.

Si nosotros tenemos una proposicién A en nuestra teorfa y — A representa una
negacién, entonces se dice que A y —A son contradictorias. Ejemplo:

Prop. A: Vxe N,(x2 +2f >5 y Prop— A:3xe N, (& +27<5

Pero la matemética misma ha sido obligada a admitir proposiciones indecidibles
y ha dado pie a nuevas teorias para explicar tales proposiciones (ver teoria de
modelos). Un ejemplo de una proposicién indecidible o independiente en geome-
(rfa es el famoso So. postulado de Euclides (referente al paralelismo entre rectas).
Nosotros, por ahora, no detallaremos tales conceptos.

Los procesos de demostracién en mateméticas quedan como un elemento im-
plicito por desarrollar en el estudiante. En general, poco a poco el estudiante aprende
a hacer demostraciones directas, y para él/ella no queda claro el principio del ter-
cer excluido, la demostracién por reduccién al absurdo, y el papel del contraejemplo.

Si el estudiante optara por desarrollar una demostracién por reduccién al ab-
surdo, para percatarse de la existencia de un hecho contradictorio dentro de una
asercién que trata de objetos o entes mateméticos, es necesario conocer, al menos,
un hecho verdadero dentro de nuestra teorfa que contradiga lo que la asercién
afirma.

Nuevamente citando a Fetisov (1954, p. 49), él sefiala lo siguiente:

En una demostracién directa, se establece la veracidad de la proposicién que debe
probarse, demostrando que es una consecuencia de proposiciones previamente pro-
badas. En una demostracién indirecta, se supone que la proposicién que debe pro-
barse es falsa y, a continuacidn, se prueba que esta suposicion es contradictoriaa la
hipétesis o bien a alguna proposicion probada con anterioridad.

En el caso de que se tenga un enunciado, por el principio del tercer excluido,
si el enunciado es considerado como verdadero, realizamos una demostracién (prue-
ba directa o indirecta); si el enunciado es falso, se puede demostrar su falsedad
asumiendo que es verdadero y llegando a contradecir un resultado verdadero ya
conocido, o se busca un contraejemplo que muestre la no veracidad del enunciado.
Una lectura recomendable en este contexto es el libro de Solow (1987) titulado
«Cémo entender y hacer demostraciones en matemdticas».




El papel del contraejemplo en algunos |
de la matemética gunos episodios histéricos

Lot : ;
a idea de contraejemplo no es fécil rastrearla en la historia de la matemaética
- - y
era] de uso comiin en la correspondencia entre matematicos, un ejemplo interes
es la correspondencia entre Euler y D’ Alambert (siglo X VIII) sobre la nocidl'l

funcién logaritmo. Otro ej ¥
' jemplo que ha pasado a | ;
Cauchy (1821): pasado a la historia es el Teorema ¢

Cua"-do lOS dl erentes terminos de ta serie !J ,D 'lJ ¥ ...,IJ ,l} e son ’i‘"cil
[
f L] 1 2 n n+l 2 .

o : : :
= una n;tsma vc?nable X, continuas con respecto a esta misma variable en la regie

lu va t_)rpamcular para la cual la serie converge, la suma s de la serie es ta
en la vecindad de ese valor particular, funcién continua de x”

- com|Trace e6raphMathiDrawv 217 1
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El teorema de Cauchy de 1821

sen x;sen x -%sen 2x;
sugiere este tipo de convergencia

1
senx—isen2x+lsen3x_- 1 I i
3 scnx—isen2x+§scn3x-—sen4x+%sen31-"

1 1 1
sen x ——sen 2x + — AT
5 n x+35cn3x 4sen4x

sen x—lsen 2x+—]-scn3x—...—-1——scn30x
2 3 30

Figura 2

De acuerdo a Boftazzini (1986, p. 89), Abel en Enero 16 de 1826, escribié una
carta_ en la que menciona excepciones al teorema de Cauchy (ver Figura 2) pro-
porcionando (ver Figura 3) un contra ejemplo: , “

“Se puede rigurosamente demostrar que

X 1 1
—=senx——sen2x+— o
2 2 3sen3x efrc.

para todos los valores de x menores que . Pareciera que la misma férmula

serd cierta para x = 1; pero esto nos lleva a

Z = sen Jl'—-l-sen 21l.'+lsen 3r—etc.=0,
2 2 3

se pueden encontrar una gran cantidad de ejemplos de esta clase. En general
la teoria de series infinitas, hasta el presente, estd pobremente establecida.
Uno realiza cada una de las clases de operaciones sobre las series infinitas,

como si fueran finitas, pero ;ello es permisible? Nunca del todo...”.
A

8 IR
2

Abel (1826) sefiala excepciones al Teorema de Cauchy:

£=sen1r—lsen 2n'+lsen 3w —etc.=0
2 2 3
Figura 3

Es importante sefialar aqui que Abel sugerfa restringir el tipo de series para las
cuales el teorema de Cauchy fuera verdadero y proponia las series de potencia.
Desde otro punto de vista, el teorema de Cauchy era falso y requerfa un anlisis de
]a demostraci6n para ver en qué paso se encontraba el error. De acuerdo 2 Robinson
(1966, Capitulo X) sefiala que no hubo tal error, que el teorema de Cauchy es
verdadero dentro de una teorfa del Analisis No-Estandar (Teorfa desarroliada por
Robinson en donde se formaliza el uso de infinitésimos). En el contexto del
Andlisis, Hitt (1997, 2000) menciona lo siguiente:

Las series de funciones se manipulaban como si fueran uniformemente
convergentes (concepto todavia no descubierto hasta 1847 con el trabajo de
Seidel) y ello producia errores como el mencionado por Abel. El propio Cauchy
en su libro de 1844 modifica las hipdtesis de su teorema para quitar la
contradiccion. De hecho, tenemos tres tipos de acercamientos para eviiar esa
contradiccién; Uno tiene que ver con la restriccion del tipo de funciones a un
dominio seguro como Abel sugiere a las series de potencia exclusivamente,
otra es la modificacion de las hipdtesis del teorema, como Cauchy lo hizo en
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su obra de 1844, exigiendo una propiedad mayor a lay funciones, equivale
a funciones uniformemente continuas, pero sin descubrir ese nuevo conce,
y, la ultima, la posicion de Seidel (1847) la cual trata sobre la deteccion
error en la demostracion de Cauchy y el descubrimiento del concepto
convergencia uniforme.

Estudio experimental (primera parte)

Se disefié un cuestionario de 25 preguntas relativas al concepto de funcién con u
poblacién de 29 profesores de matemiticas de ensefianza media en México.,
general, los profesores encuestados tienen una formacién en ingenieria (26 de ¢
tre ellos) y tres de ellos contaban con una formacién en una escuela de ciencias
el drea de matemdticas. Tres de las 25 preguntas se refieren a la problemdti¢
abordada en este trabajo, son tres enunciados en donde se solicita decidir si
verdaderos o falsos. En el caso de ser verdaderos solicitamos una demostracién,
caso contrario, se solicitaba un contraejemplo. Los resultados relativos al resto
las preguntas estdn reportados en Hitt (1994) y una primera versi6én resumida
las tres preguntas con esta poblacién se desarrollé en Hitt (1988).

Enunciados propuestos y anilisis de respuestas

Pregunta 19

Sean f y g dos funciones de R en R. Suponiendo que (f{x))*+ (g(x))*=0 para toda
xeR. .
¢Esto implica que f(x) = 0 y g(x) = 0 para toda x € R?

st [ w~o
Justifique su respuesta ya sea dando una argumentacién a favor de la implicacién
o dar un ejemplo de dos funciones f y g que cumplan con la primera condicién
pero que fy g no sean funciones que se anulan en toda x € K.
Justificacién:

A continuacién mostramos los resultados obtenidos a través de la Tabla 1.

Respuestas a la pregunta 19 Pregunta 19
Si, y proporcioné una demostracién correcta 2
Si, y demostracién incompleta o informal 12
Siy en lugar de demostracién construyé solo un ejemplo 1
Si, y se abstuvo en la justificacion 1
Abstencién completa a la pregunta | 7
No, € intentaron demostrar la negacién de la proposicién 1
No, e intentaron construir un contragjemplo 1
No, y se abstuvieron en la justificacion +

Tabla 1

En el problema 19 de entre los 12 profesores que propc?rcionaron una demos-
tracién incompleta o informal, tenemos argumentos que si bien no Fstén afirmando
algo falso, les hace falta argumentos para la implicacién que qulefe’:n estab}ece;f,
por ejemplo, como los siguientes: «(f(x))? es positiva y (g(x))* también, ello :mp; i-
ca que fix) = 0 y g(x) = O», 0 «sabemos que a+b=0&a=b = 0». El profe-
sor que dijo NO y quiso construir un contraejemplo propuso las funciones fix) = [x],
0 < x <1 (parte entera de x) y g(x) = [x],x € [0, 1) (parte entera dc? x), resulta que
esas funciones al definirlas para el intervalo [0, 1), son las funciones fix) =0y

gx) =0.

Pregunta 20
Sean fy g dos funciones de X en K. Suponiendo que (fx))(g(x)) = 0 para cada

xe R.
¢ Esto implica que fix) = 0 0 g(x) = 0 para toda x € R?

[ s ] no _
Justifique como en el caso anterior ya sea por medio de una argumentacién o un
ejemplo que niegue la pregunta.
Justificacién:
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[— o Respuestas o ln pregunta 21 Pregunta 21
[ ala u
e Pregunta 20 Pregunta 20 No, y proporciond un contraejemplo 1
10n0 un contraejemplo
NO proptra i I No, y construy6 un ejemplo en lugar de contraejemplo 3
u
s t: arlgumento erréneo 2 No, y se abstuvo en la justificacién 1
€la a la pregunta
S1, y proporciond 3 Abstencion completa a la pregunta 16
g argumentos erréneos
S7 - 2 17 Si, e intentaron demostrar la proposicidn sin conseguirlo 8
1, ¥ proporciond un ejemplo erréneo )
Si, y se abstuvieron en la justificacién 4 Tabla 3

Con respecto al problema 21, vemos que hay mayor nimero de abstenciones.
Posiblemente el concepto de la composicién de funciones junto con la idea de
demostracién o de bisqueda de contraejemplo provocé mayor mimero de absten-
ciones. Entre los ocho profesores que intentaron proporcionar una demostracién
creyendo que el enunciado era verdadero, usaron argumentos como los siguientes:
«fix)#0, Vxe R e fifix) 20, Vxe R », o «Supongamos que fix) >0 para al-
gun x, entonces f(fix)) > 0 para ese valor de x, en forma andloga en otro caso».
Con respecto a la primera argumentacion, es interesante sefialar que los profesores
querian utilizar el método de demostracién por reduccién al absurdo y cometieron
el error de no cambiar el cuantificador V (para todo) por el 7 (existe). En el segun-

f(x) i
T g(x) ] do caso, al suponer que existe un elemento x, para el cual f{ x,) # 0, suponiendo
- que para ese x,, fil x,) >0, ello no implica que f{ f( x,)) > 0. En este problema se
—— ; By ' requerfa nuevamente la construccién de un contraejemplo (ver Figura 5).
X
¥ | o | \f(")“
Figura 4 - X 4

Pregunta 21
Sea funa funcién de R en K. S; (F° Hx) = fifix)) = 0 para toda x € R . fifx) =0, Yxe R fx))=0, Vxe R

¢Esto implica que f{x) = 0 para toda x € R? i Figura 5
i i

st OwNo ]
Justifique como en el cas i "
0 sea : ; .
ejemplo que niegue Ia pre an::"“" Ya sea por medio de una argumentacién o un Los resultados con la primera poblacién muestran que solamente un profesor
nta.
FYRES . pudo contestar correctamente a las tres preguntas.




lizados con profesores en formacién de una Universidad Espaiiola

Estudio experimental (segunda parte)

Ild\;luestra, tareas, métodos Y procedimientos
(em::;u;;frza“t:; :;)s;g]ur’:]dfa parte del estudio experimental fue de 43 estuding
e e G ey e s de
dios, los estudiantes adquierer; el titulo ldeaMat:em;[t(i):(:’ I;’f:i:_al ﬁ"‘alizar .
‘ ko ; icenci

::i::?z:; :::?all::;;emdad consta de cinco cursos anuales, tres it::u:t:.
Wi Operati:s y c;;)s para cafia especialidad (Fundamental, Estadfstig
P PRt a yl etodologia). Dentro de la especialidad de Metodol
T i (ia.me a muest‘ra seleccionada), los estudiantes cursan 3
g eswdiameslﬁot-)]‘)edagéglco. En el momento del desarrolio de Ja invest
Ty a' fan su;.)erado una de ellas y cursaban e] primer trimes|

0S. La principal salida laboral de estos estudiantes es la funcién do

estudio).

Preguntas y Analisis de las Respuestas

estudio,

El an4lisi ;
i é]l;lls de las respuestas se realiza en dos fases, primero se observarin |
estas “SI?’ v « e j ¥ nias
varon las re elgish s SUJetos y en la segunda fase se obser :‘
Spuestas dadas por estos dentro de los que respondieron “s1” s el 3
entro

b

b los que respondieron “NO" para cada pregunta. Estas respuestas han sido agru-

lus en categorfas segin la argumentacion que utilizaban.

mera pregunta (pregunta 19 en el estudio preliminar):
un /'y g dos funciones de R en R. Suponiendo que (f(x))* + (g(x))*=0 para toda

s K.
(listo implica que fix) = 0 y g(x) = 0 para toda x € R?

[ s1 [] No

Justifique su respuesta ya sea dando una argumentacién a favor de la implicacién
o dlar un ejemplo de dos funciones fy g que cumplan con la primera condicién pero
ijue /'y g no sean funciones que se anulan en toda x € K.

Justificacién:
De los 43 sujetos encuestados, los 43 respondieron “SI” a esta pregunta, de los

tudles, 35 ofrecieron una justificacién correcta, cuatro incorrecta y no argumenta-

ron nada otros cuatro sujetos.

Entre los que proporcionaron una justificacién correcta se destacan dos tipos

de argumentaciones:

1) Si dos nimeros reales positivos suman cero, entonces ambos son cero (18

respuestas).
2) Por reduccién al absurdo (17 respuestas).
Un sujeto (No. 12) que realiza una argumentaci6n del primer tipo anuncia a
continuacién: “aunque tendria que analizar con cuidado funciones no continuas

ya que no es hipdtesis”.

El estudiante no se percata que en el enunciado del problema no especifica de
qué tipo son las funciones y muestra con esta frase una duda, por otro lado, otro
estudiante (No. 13) recoge en su argumentacién unas frases de corte “didactico”
con el que pretende explicar por qué su respuesta es coherente: “Si se entiende un
niimero real positivo como una longitud, la suma de dos longitudes, es una longi-
tud mayor. Si es nula es porque las dos longitudes iniciales lo eran”. Esta argu-
mentacién estd claramente influenciada por la formacién didéctica que esta

recibiendo el estudiante.

Dentro de los que dieron una argumentacién errénea, parece que los
estudiantes tienen en mente la primera categorfa dada anteriormente, pero no
lo especifican claramente. Asf por ejemplo, el sujeto (No. 4) sefiala: “las




funciones van de R en R, por lo que a no ser que fix) y g(x) se anulen para todo
» el resultado no puede ser cierto", o como sefiala el siguiente sujeto (estudian
No. 10):“ fx), g(x)e R, fix) + 8V =0= flx) = g(x) = 0",

También parece ser que tiene en mente la propiedad de los nimero reale
PEro no argumentan nada, es como si les pareciera obvia la respuesta.

Segunda pregunta (pregunta 20 en el estudio preliminar):
Sean fy g dos funciones de R en R. Suponiendo que (f{x))(g(x)) = 0 para cadi

¢Esto implica que fix) =0 0 g(x) = 0 para toda x € R?

[ s1 ] no
Justifique como en el caso anterior ya sea por medio de una argumentacién o
ejemplo que niegue la pregunta.

Justificacién:

Segunda pregunta:

El total de 43 encuestas, 20 sujetos sefialaron la opcién correcta (NO)y 231
incorrecta (SI).

Dentro de los 20 sujetos que sefialaron la opcién “NO”, 16 ofrecieron un

contraejemplo, dos erraron el contraejemplo, uno explicé cémo deberfan ser |z
funciones y uno no justificé su respuesta.

Los contraejemplos més utilizados fueron basicamente funciones d
de los siguientes tipos:

' £Cx) asixz20 ) 0six=20
xX)= > X)=
) 0six<0 3 a si x<0

B f(x)z{asixeR\Q. o) {OsixeR\Q

OsixeQ ' asixeQ

Por otro lado, en seis encuestas se observa cémo cambiaron su respuesta del
“SI” al “NO”, seguramente porque algiin compafiero les coment6 la respuesta co-
rrecta (recordemos que en este segundo estudio experimental se permitié la comu-

nicacion en pequefios grupos si ellos lo consideraban conveniente). Los dos sujetos

que erraron el contraejemplo utilizaron la misma argumentacion:

iscominual‘.‘

APCTHTICNRVIONER B

. |0 sl xeR\Q
Alad Ph

definen bien la funcién y, en segundo lugar, que no tienen claro el significado c.1c1
inverso de una funcién, nétese que si la funcién estuviera definida para los rillcllo-
nales y los irracionales y el inverso significara que se intcrcamma‘n los dominios
(como parece ser que los sujetos tenfan en mente) la respuesta seria correcta.

, 8(x)=f(x)"' se observa, en primer lugar, que no

Entre las respuestas incorrectas (SI), 13 sujetos justificaron su respuesta a
través de una propiedad de los nimero reales: “dos nimero reales cuyo prod_ucto
sea nulo necesariamente, 0 ambos son nulos o alguno de ellos lo es”, cuatro sujetos
intentaron probarlo por reduccién al absurdo, cuatro intentaron probarlo por otras
vias y dos no justificaron sus respuestas.

De los que realizaron una demostracién por reduccién al absurdo, argumenta-

ron lo siguiente: “Supongamos que fix) # 0 y que g(x) # 0 VY xe R, entonces
fix)g(x) 20 ¥ xe R, lo que contradice la hipdtesis” . Realizaron erréneamente la nega-
cién de la tesis. Otra justificacién que usaron fue: “supongamos que fix)#0 Vxe R,
como 0 = f{x)g(x), entonces dividiendo la igualdad por f{x) se obtiene gque 0 = g(x)
YV xe R, y de forma andloga suponiendo g(x) distinto de cero "_. I.*h‘;evan‘nente
fallan en la negaci6n de la tesis, permitiendo ese hecho el poder dividir la l-gual-
dad. Los otros cuatro intentos de justificacién son mezcla de los dos anteriores,
con algunas modificaciones.

Tercera pregunta (pregunta 21 en el estudio preliminar):
Sea funa funcién de R en R. Si (f o f)(x) = f(f(x)) =0 paratoda x € R.
¢ Esto implica que fix) = 0 para toda x € R?

] s1 ] No |
Justifique como en el caso anterior ya sea por medio de una argumentacién o un
ejemplo que niegue la pregunta.

Justifique

De los 43 participantes, siete sujetos se abstuvieron de contestar la pregunta, asi
pues de los 36 estudiantes restantes, 27 sefialaron la opci6n correcta (NO) y nueve
la incorrecta (SI). :
Dentro de las 27 respuestas, nueve ofrecieron un contraejemplo correct.o, diez
ofrecieron justificaciones incorrectas de los cuales siete erraron el contragjemplo
y tres intentaron otras vias, ocho sujetos no justificaron su respuesta de forma




n elﬂ |

yriegos la demostracién por reduccién al absurdo ya era utilizada en forma siste-
mitica. También hemos mostrado que el uso de contra ejemplos para demostrar la
no veracidad universal de una proposicién tuvo un surgimiento posterior, indi-
vando que esta idea tom6 mucho més tiempo en formar parte de las herramientas
usuales de los matemiticos. jEllo nos indica que la comunidad matematica tuvo
(ue sobrepasar un obstéculo epistemolégico? ¢ Ello nos puede proporcionar expli-
caciones del por qué las preguntas planteadas fueron dificiles para ambas pobla-
¢iones del estudio experimental?

1Eimre los que ofrecieron un contraejemplo correcto, s6lo uno de ellos ese
u i i i |
na funcién continua y el resto fue una funcién por partes no continua similar

4

f(x):{a st xe R\Q

&siveg 1 con a racional.

D ; y
f .6{: los diez que erraron con su contraejemplo, un sujeto utilizé la siguien
uncion, no percatindose que realmente es la funcién idénticamente cero:

0.5l xe Ry

fx)=
|xj+x si xe R-

Los resultados de las experimentaciones realizadas muestran que la demostra-

: - 'i6n directa ha sido mejor asimi r oblaciones.
Por otro lado, dos sujetos no aplican correctamente la composicién de la fuf ¢ sido mejor asimilada por ambas p io

En las preguntas donde el enunciado es falso, la tarea relativa a la construc-
¢i6n de contraejemplos aparece como una tarea compleja. La manipulacién de los
cuantificadores y las reglas de negacién no pareci6 ser simple para las dos pobla-
ciones. Los estudiantes espafioles con formacién en matematicas tuvieron menos
problemas que los profesores mexicanos de ensefianza media con formaci6n en su

281 x>1
1

f(x):{ f(f(x)):{f(2)=0 si x>1
f(0)=0 si x<1

. b mayoria de ingenieria.
y en las respuestas de otros tres estudiantes, se observa que aunque saben compo- y s

ner clorreclame?te la funcién, se limitan a comprobar que para un punto se cumpl
que. a compos‘lmén es nula, extrapolando de ese razonamiento que esa funcién
verifica lo pedido, por ejemplo, un estudiante sefiala que:

f)=x-2f(4)=220 y f(f4)=F(2)=0" .

Los resultados de los dos experimentos nos muestran en general que es impor-
tante profundizar en la problemitica planteada. Esta primera aproximacién relati-
va a la demostracién en matemiticas y el uso de contraejemplos muestran que la
problemética es importante estudiarla desde una perspectiva més amplia.

Es deci i : . : : : "
;3)(:11‘, estos sujetos no comprueban que se cumpla para toda x real. Es conveniente disefiar un cuestionario mas completo exclusivamente enfoca-
” lc:nt.ro :?e las nueve respuestas “SI”, s6lo tres intentaron justificar su posi- do a analizar esta problematica. Ello nos permitird vincular el desarrollo histérico
i6n, i ¥z ik . A i
as justificaciones utilizadas fueron las siguientes: de la demostracién en mateméticas con los problemas de aprendizaje.
“factia igual en sobre la x ” '
que sobre la fix) .
“RA S Referencias
RA. Seafix)#0 para x €R, entonces fif{x)) # 0 (va que flalgo)= 0)" i _ _ .
“ : Bottazzini U. (1986). The Higher Calculus: A History of Real and Complex Analysis from
fo# 0= (ifix)#0 .- ; . ;
\ 4 Euler to Weierstrass. Springer-Verlag Editors.

x#0 Ax=z0 Cauchy A. L. (1994). Curso de Andlisis. Coleccion MATHEMA, Traduccién del original
Un sujeto dijo que por intuicid ; Sl de 1821 y 1823. México.
‘P 10n y ¢inco no justificaron su respuesta. it Commission INTER-IREM (1989). La Demonstration Mathématique dans I'Histoire. IREM
! de Besancon et IREM de Lyon, France.
Carroll L. (1961). The Unknow Lewis Carrol. Eight Major Works and Many Minor. Dover
Publications, Inc., New York.




F Y
ctisov A, (1954), La Demostracion en Geometria, Editorial Limusa, México

Hitt F. i § i
(Ed,()l](if::;;}:; Cor}slruclnon of Functions, Contradiction and Proof. In Vergna
gs of the Psychology of Mathematics Education XIII, Paris, Fra

t ‘( )

HittF. (1 imi i
(1997). El concepto de limite y la importancia del infinito potencial y actual, Mk

rias del VI Simposio Internacion
1 Si al en Ed, 17] '
Grupo Editorial Iberoamérica. México, pp.u;;z-c;gn R L

Hitt F. (2000). El Conce i
-E pto de Infinito: Obstdculo en el A izaj i
dad de Funciones. Documento interno DME-Cinvestal:fr-f;;i:Iz‘Il\féi?cI;imne *i

Robinson A. (1966). Non-Standa
; 2 - rd Analysis. (Capitulo X: Concerni i
Calculus, pp. 260-282). North Holland Publishing Compan;exl:sgtetrzzzmory 3

.

XXVIIL, No. I, pp. 27-49, No. I, pp. 113-139. e N

TR ——

Concepceiones de profesores en formacion
acerca de la validacion del conocimiento

matemético con el uso de tecnologia
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Resumen

Las discusiones que se plantean al tratar la demostracion en matemdticas ocasionan
frecuentemente posturas contrapuestas en relacién a lo acertado o no de su empleo:
; Cémo podrian llevarse a cabo en el aula? ;Cémo discernir qué pruebas enriquecen
la formacién académica de los estudiantes, y cudles constituyen un mero ejercicio
memoristico? Si ademds se considera la aportacion que las nuevas tecnologias rea-
lizan a la ensefianza, es necesario una reflexion acerca de cémo se ve afectada, si €5
que se altera, la forma de validar el conocimiento matemdtico en el aula, ademds de
establecer cudl es el rigor y la formalidad de las justificaciones que se desarrollan
con estos instrumentos. En este documento se realizan varias consideraciones sobre
estas ideas, y se describe una experiencia realizada con profesores de Matemdticas
de Secundaria en formacidn, en la que se trabajé el razonamiento matematico em-
pleando la calculadora TI-92.

Introduccion

Se puede constatar una reciente preocupacién por incluir en los distintos proga-
mas educativos actuales una parte especifica relacionada con la demostracién; por
ejemplo, en los Principles and Standards in School Mathematics: Discussion Diuft
(NCTM, 1998), uno de los estandares propuestos es el de “Razonamiento y Prus
ba”, en el que explicitamente se sefiala (pag. 80): “Los programas de inmm
matemdtica deberian centrarse en el aprendizaje de razonamientos y la con
cién de pruebas como parte de la comprensidn matemdtica de forma que
estudiantes: i

' Trabajo apoyado por el Proyecto ALFA de la Comunidad Europea, dentro de la




