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El pensamiento inductivo y la generalizacion en el 4lgebra escolar

RESUMEN

Hoy en dia, en nuestras aulas es cada vez mas habitual la necesidad de
innovar y de apostar por nuevas formas de ensefianza. Los docentes buscan
nuevas técnicas o estrategias con la intencion de mejorar el rendimiento de los
estudiantes y de aumentar el interés y la motivacion, ofreciendo un nuevo
enfoque del proceso de ensefianza-aprendizaje. La metodologia escogida para
llevar a cabo este Trabajo Fin de Master ha sido las situaciones problema, que
se caracteriza por involucrar de forma activa a los estudiantes en procesos que
faciliten la construccién de conocimientos e ideas matematicas, y potenciar la
autonomia del alumno con el objetivo de desarrollar aprendizajes mas
significativos. En concreto, el tema tratado es el de la generalizacion y el

pensamiento inductivo en el algebra escolar.

En la construccion de conocimiento matematico y cientifico, el
razonamiento inductivo posee un papel fundamental; comienza con la
observacién de situaciones particulares, para posteriormente advertir
regularidades, y, finalmente, llegar a la generalizacion. En el ambito educativo,
estudios que atienden a este asunto identifican dificultades significativas en el
alumnado respecto a tareas de generalizacion, lo cual se atribuye al déficit de
trabajo sistematico de dicha cuestion en las aulas. El disefio estratégico de
situaciones problema supone un escenario natural para alcanzar la
generalizacion, por tratarse de espacios destinados a argumentar, particularizar,
conjeturar y demostrar; constituye la mejor forma de llevar al aula temas que
involucran procesos generales de pensamiento. Por este motivo, en este
documento elaboramos una propuesta de investigacion e intervencion aplicada
al curso 3° ESO de Matematicas Orientadas a las Ensefianzas Académicas,
mediante la cual buscamos mejorar el desempefio del estudiantado en esta

tematica.

Palabras clave: algebra, aprendizaje, ensefianza, generalizacion, metodologia,

situaciones problema.
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ABSTRACT

Nowadays, the need for innovation and new ways of teaching is becoming
more and more common in our classrooms. Teachers are looking for new
techniques or strategies with the intention of improving student performance and
increasing interest and motivation, offering a new approach to the teaching-
learning process. The methodology chosen to carry out this Master's final project
has been the problem situations, which is characterized by actively involving
students in processes that facilitate the construction of mathematical knowledge
and ideas, and to improve student autonomy with the aim of developing more
meaningful learning. Specifically, the topic covered is the generalization and
inductive thinking in school algebra.

In the construction of mathematical and scientific knowledge, inductive
reasoning plays a fundamental role; it begins with the observation of particular
situations, to subsequently notice regularities and, finally, to arrive at
generalization. In the field of education, studies addressing this issue identify
significant difficulties in students with respect to generalization tasks, which is
attributed to the lack of systematic work on this issue in the classroom. The
strategic design of problem situations is a natural setting for achieving
generalization, as they are spaces for arguing, particularising, conjecturing and
proving; they are the best way to bring issues involving general thinking
processes into the classroom. For this reason, in this document we have
developed a research and intervention proposal applied to the 3rd ESO course
of Mathematics Oriented to Academic Education, through which we seek to

improve the performance of students in this issue.

Key Words: algebra, learning, teaching, generalization, methodology, problem

situations.
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“La matemadtica es el trabajo del espiritu humano
que estd destinado tanto a estudiar como a conocer,
tanto a buscar la verdad como a encontrarla”.

E. Galois.
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I. INTRODUCCION Y JUSTIFICACION

“La unica forma de aprender matemdticas
es hacer matemdticas”
Paul Halmos

En el presente Trabajo Fin de Master (TFM) se aborda la tematica general
de la ensefianza y el aprendizaje del algebra en la Ensefianza Secundaria
Obligatoria, centrandose en la subtematica “El pensamiento inductivo y la
generalizacion en el algebra escolar”. El algebra escolar abarca los contenidos
propios del algebra que se trabajan en los niveles educativos previos al
universitario, y es claro que el grado de abstraccion de la materia es minimo. En
esta coyuntura, el simbolismo algebraico comienza a actuar como personaje
principal, labrando el camino para lo que sucede en estudios superiores. Las
actividades fundamentales vinculadas al algebra escolar son la manipulacion, la
generalizacion y la busqueda de patrones. Pero, ¢ qué entendemos realmente
por razonamiento inductivo? “El razonamiento inductivo es un medio potente de
construccion de conocimiento tanto en el medio cientifico como en el social. Su
potencialidad se debe, fundamentalmente, a que la generalizacion es una de las
componentes del mismo. Es posible llegar a la generalizacidon a través de la
abstraccion de lo que es regular y comun en los sucesos y los hechos cientificos,
a partir del descubrimiento de patrones que constituyen el germen de leyes
propias del nuevo conocimiento” (Cafiadas et al., 2010, p. 55). Algunos
matematicos de renombre como Pdlya, Poincaré y Whitehead (citado en
Canadas et al., 2010) tratan la induccidn y sefialan su papel como una via de
produccion de conocimiento matematico y cientifico. Nuestro interés por tratar
esta cuestion se debe a varias circunstancias o razones, de entre las cuales

podemos sefialar las siguientes:

1. Durante nuestro periodo de practicas en el centro educativo |.E.S. Bahia
de Almeria, uno de los cursos que asignados estaba abordando el bloque
de algebra, lo que nos ha llevado a observar de manera recurrente la
dificultad del alumnado para generalizar situaciones mediante un

razonamiento l6gico-matematico.
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2. Los informes de evaluacién internacionales nos indican las tasas de
ocurrencia de los diferentes tipos de dificultades que conciernen a
conceptos algebraicos. De manera incesante y respecto al contenido
matematico, cada vez se acentua mas el salto de la educacién primaria a
la educacion secundaria; los estudiantes llegan menos preparados.
Asimismo, también durante mi periodo de practicas, he podido observar
cémo alumnos que estan finalizando sus estudios en el centro presentan
fallos basicos en la comprension de esta materia. Adicionalmente, se
observa la influencia desfavorable de la pandemia Covid-19.

3. Durante la formacion universitaria, tanto grado como master, se
proporcionan escasas estrategias, procedimientos y metodologias para
intervenir sobre esta cuestion: la ensefianza del algebra en la ESO.

En relacién a cuestiones metodoldgicas, veremos cOmo mejorar procesos de
ensefanza-aprendizaje del algebra a través de la metodologia denominada
situaciones problema, al adecuarse a las caracteristicas y necesidades
especiales de los estudiantes y de la cuestion a tratar. La propuesta de
intervencidn sera orientada en torno a un proceso de investigacion, evaluacion e
intervencidon educativa. En concreto, el foco de estudio estara centrado en un
aula de 3° ESO, formado principalmente por alumnos/as’ de entre 14 y 16 afios.
Entonces, es natural que surja la pregunta: ;qué pretendemos mejorar
exactamente en el mundo educativo abordando este asunto?. Principalmente,
este Trabajo Fin de Master contribuye a la consecucién de diversos fines
relacionados con la ensefianza del algebra escolar. Pueden destacarse, entre
otros, los siguientes:

1. Proporcionar un corpus tedrico que contribuya mejorar el razonamiento
inductivo y logico-matematico, ademas de desarrollar el pensamiento
abstracto del estudiantado.

2. Recoger los principales errores y dificultades de los alumnos en la

" En lo que sigue de este documento, se utilizard el término alumno para referirnos
indistintamente al género masculino o femenino, con el objetivo favorecer una redaccion y lectura
fluida de este, y de acuerdo a lo establecido por la Real Academia Espafiola. Analogamente
sucedera con el término de profesor o docente.

2
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3.

generalizacion de conceptos matematicos.
Procesar un procedimiento diferente de intervencion que pueden ser util
para el futuro profesional docente en relacion a la ensefianza del algebra

en secundaria.

Por todo ello, los objetivos que pretendemos alcanzar con la realizacion de este

estudio, relacionados con los establecidos por el Master de Profesorado de

Educacion Secundaria (Universidad de Almeria, 2022), son:

1.

Fomentar el desarrollo de una vision global y analitica del pensamiento
inductivo y la capacidad de generalizacién en el ambito matematico por

parte del alumnado de secundaria.

Integrar experiencias profesionales relacionadas con la ensefianza del
algebra a través de una reflexion critica sobre lo vivido y aprendido
durante el periodo de practicas.

Recopilar técnicas y estrategias de intervencion para facilitar la
comprension del algebra por parte del alumnado.

Saber realizar busquedas de informacion especializadas, utilizando bases
de datos cientificas, relacionadas con la ensefianza y el aprendizaje del
algebra escolar para llevar a cabo la elaboracion del marco teérico.

Aprender a confeccionar un trabajo académico con ciertos canones

previamente establecidos.

Las competencias de caracter basico que buscamos llevar a efecto, son las
recogidas en el Real Decreto 1393/2007, del 29 de octubre:

CB6. Poseer y comprender conocimientos.
CB7. Aplicacion de conocimientos.

i. CB8. Capacidad de emitir juicios.
. CB9. Capacidad de comunicar y aptitud social.

CB10. Habilidad para el aprendizaje.

A continuacién, establecemos la estructura en la que se organiza el

documento. En concreto, el TFM se divide en las siguientes partes. En la primera,

se lleva a cabo una introduccién vy justificacion de la tematica y metodologia
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escogidas para llevar a cabo la propuesta de investigacion; en ella se exponen
las causas y finalidades generales que nos llevan a abordar esta tematica,
ademas de establecer ciertos objetivos particulares que procuramos lograr con
el desempefo de este trabajo. La segunda parte atiende al marco tedérico. En
esta, se precisa en primer lugar la fundamentacion tedrica, que integra los
conocimientos matematicos y metodoldgicos necesarios, coherentes con el
contenido aplicado y desarrollado posteriormente. En esta parte también se
incluye la fundamentacién legal para conocer qué regula la legislacion educativa
en los aspectos que se abarcan en el documento, y también como es tratada la
cuestion en el centro educativo donde se llevaron a cabo las practicas
correspondientes al Master de Profesorado. La tercera parte ocupa la propuesta
de intervencion e investigacion educativa, basada en la metodologia situaciones
problema, y que se divide en tres fases: prueba inicial, intervencion pedagdgica
y prueba final. En la cuarta parte manifestamos las conclusiones obtenidas tras
el proceso de elaboracidn del trabajo; en ellas detallaremos en qué medida han
sido cumplidos los objetivos planteados e indicamos propuestas de mejora para
el futuro. Por ultimo, informamos sobre la gran variedad de referencias
bibliograficas empleadas. Ademas, al final se incluiran los anexos I, Il y Ill, en los
que se detallan las actividades llevadas a cabo en las distintas partes de la

investigacion e intervencion.

Il. MARCO TEORICO

“El arte de hacer matemdticas es encontrar ese caso especial
que contiene todos los gérmenes de la generalidad”
David Hilbert

2.1. Fundamentacion teorica

Para comprender la ciencia matematica, es de vital importancia
desarrollar la capacidad de razonar, la cual se encuentra ligada al pensamiento
y es propia de los seres humanos. De forma general, el razonamiento es

considerado un modo de encadenar conceptos e ideas que posibilitan alcanzar
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una determinada conclusion (Cafadas y Castro, 2004). En un contexto utépico
de la Educacion Matematica, el texto Principios y Estandares del National
Council of Teachers of Mathematics (2000), apunta: “Los profesores ayudan a
sus alumnos a formular, perfeccionar y explorar conjeturas partiendo de
evidencias y a utilizar diferentes tipos de razonamiento, asi como distintas
técnicas de demostracion para confirmarlas o refutarlas” (p. 3). Con el objetivo
de abordar el pensamiento inductivo y la generalizacion en el aula de secundaria,
comenzaremos introduciendo la nocién de pensamiento algebraico, sus focos y
qué es el algebra escolar, para después tratar el razonamiento inductivo, cémo
se afrontan estas cuestiones actualmente, y, finalmente, la base tedrica en la que
se fundamenta la metodologia que trata de poner en practica en este Trabajo Fin
de Master, las situaciones problema.

2.1.1. Introduccién al pensamiento algebraico

El pensamiento algebraico esta intimamente relacionado con el algebra
escolar; dota a los estudiantes de la oportunidad de entender las matematicas
lejos de metodologias o enfoques meramente procedimentales, consiguiendo de
esta manera que desarrollen distintos modos de aproximarse y trabajar con
elementos algebraicos (Canadas et al., 2012). En si, el pensamiento algebraico
trata las formas de hacer, de pensar y de hablar sobre el algebra; comprende el
desarrollo de modelos matematicos y el uso de representaciones propias del
algebra, incluyendo el simbolismo algebraico (Cafiadas et al., 2012). Sin
embargo, actualmente hablar de pensamiento algebraico no hace referencia al
simbolismo algebraico como unico sistema de representacion tal y como sucedia
décadas atras (Kieran, 1996). Por otro lado, a través de dos cuestiones clave,
Kaput et al. (2008) caracterizan el pensamiento algebraico como: la
generalizacion hasta lograr expresiones algebraicas formales, y el razonamiento
y la manipulacion de expresiones simbdlicas. Ademas, este mismo autor
menciona los siguientes procesos con los cuales se vincula el pensamiento
algebraico: razonamiento y generalizacion, desarrollo de modelos mentales,
construccion de ideas algebraicas, busqueda de patrones y resolucion de
problemas. En esta coyuntura, podemos concluir que “el pensamiento algebraico

es un proceso cognitivo que permite a los estudiantes establecer y construir
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relaciones matematicas generales, que pueden ser expresadas de diferentes
formas, que van evolucionando con el tiempo, y pudiendo ser una de ellas el

simbolismo algebraico” (Cafiadas, 2019, p. 1).
2.1.2. 4Qué es el algebra escolar?

Dentro de la literatura de Educacion Matematica, el algebra escolar recibe
numerosas concepciones o perspectivas, entre las cuales existen numerosas
conexiones. Estos enfoques no pueden ser separados de forma drastica e
independiente en la practica educativa, ya que, en ocasiones, un determinado
contexto puede involucrar actividades algebraicas asociadas a diferentes
visiones del algebra (Drijvers y Hendrikus, 2003). Bell (1988), Vergnaud (1989)
y Bednarz et al. (1996) sefialan que para comprender en detalle la pertinencia
del algebra, los conceptos algebraicos primordiales, su estructura y el uso del
razonamiento algebraico, debe existir un equilibrio entre estas componentes. La
identificacion de las mismas se ha empleado para proponer distintos enfoques
en la introduccidn y ensefianza de esta materia, ademas de reflexionar sobre las
relaciones con otras areas del curriculo. Autores como Usiskin (1998), Bednarz,
et al. (1996), Kaput (1999), Drijvers y Hendrikus (2003), Kaput, Carraher y
Blanton (2008) o Drijvers, Goddijn y Kindt (2011) han tratado este asunto v,
analizando sus trabajos, podemos separar las siguientes cinco concepciones o

aproximaciones fundamentales del algebra escolar:

e Concepcion 1: Aritmética generalizada y Estudio de patrones.

La aritmética generalizada y el estudio de patrones se apoyan en la
idea de que la generalizacion es la raiz del algebra, y en la exploracion,
identificacion y expresion de regularidades y patrones como
actividades algebraicas. Puede emplearse el simbolismo algebraico
para describir patrones y estructuras a través de letras con significado
de variables (Molina, 2015). En esta vision, Usiskin (1998) acredita la
importancia del aprendizaje del algebra y afirma: “Si haces algo una
sola vez, probablemente no necesites el algebra. Pero si haces un
proceso repetidamente, el algebra te facilita un lenguaje muy simple
para describir lo que estas haciendo” (p. 23).
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Concepcion 2: Funciones.

Esta perspectiva propone un estudio del algebra basado en el
desarrollo de experiencias con funciones y familias de funciones en
circunstancias cotidianas donde las relaciones cuantitativas pueden
describirse mediante esos modelos (Heid, 1996). En este contexto, si
interviene el simbolismo algebraico que representa dichas relaciones.
De esta forma, la identificacion de patrones y la generalizacion
mediante dichas relaciones funcionales es promovida por el
pensamiento funcional en los estudiantes (Cafadas, 2019).

Concepcion 3: Resolucion de problemas.

La resolucion de problemas siempre ha sido el corazén de la actividad
matematica e, histéricamente, el algebra una herramienta privilegiada
para llevar a cabo dicha tarea, en concreto para aquellos que pueden
ser formulados en términos de ecuaciones e inecuaciones (Kieran,
2007; citado en Molina, 2015).

Concepcion 4: Estudio de estructuras.

Dentro de esta perspectiva, el algebra se concibe como el estudio de
estructuras a través de las propiedades de las operaciones con
numeros reales y polinomios (Molina, 2015), y se aborda, por ejemplo,
cuando se trabaja con el manejo de identidades algebraicas. Sin
necesidad de vinculacion a numeros o cantidades como referentes, las
letras se utilizan en expresiones algebraicas como un objeto arbitrario
en una estructura (Usiskin,1998). Esta perspectiva esta vinculada
estrechamente con la concepcion del algebra como aritmética
generalizada.

Concepcion 5: Lenguaje algebraico.

Como bien indica el epigrafe, este ultimo enfoque considera el algebra
como un sistema de representacion, es decir, como un instrumento
para expresar ideas matematicas (Molina, 2015). Arcavi (1994) indica
que una ventaja de este enfoque es que nos permite separarnos del
contexto inicial para producir resultados de manera mas efectiva, lo

cual favorece que este lenguaje sea altamente aplicable a otras areas.
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Por su parte, Drouhard y Teppo (2004) emplean el término lenguaje
algebraico para referirse al lenguaje matematico formado por
simbolismo algebraico, lenguaje natural y representaciones
algebraicas compuestas -como graficos o tablas-; sin embargo, otros
aluden unicamente al simbolismo algebraico, e incluso algunos autores
como Drouhard (2001) y Kirshner (1987) han manifestado que puede
considerarse como un lenguaje independiente (Molina, 2015).

2.1.3. Focos del pensamiento algebraico: patrones, generalizacion y sistemas de

representacion
Patrones

Como se ha podido ver en la seccidon anterior, uno de los enfoques del
algebra considera la ciencia matematica como aquella que estudia las
regularidades. El termino patron se define como toda situacion repetida con
regularidad y que se prevé que pueda volver a repetirse (Cafiadas et al. 2010).
Los patrones son asociados con el pensamiento algebraico por la presencia de
la abstraccion y la generalizacion en ellos (Cafiadas et al., 2018). En Educacion
Matematica, la importancia otorgada en la ensefanza radica en dos hechos
principales: su abundancia en el mundo que nos rodea, y que la habilidad para
reconocer patrones matematicos ayuda a desarrollar estrategias de pensamiento
que mejoran las habilidades cognitivas abstractas de los sujetos o las necesarias
para el entendimiento de diferentes operaciones (Castro, 1995). Es decir, los
patrones tienen un peso considerable en el desarrollo del proceso de
pensamiento de los estudiantes. En efecto, Papic (2007) sefiala que la destreza
de los alumnos para trabajar con patrones potencia positivamente su rendimiento
matematico. No obstante, el algebra no es la unica via para expresar de forma
general un patrén (Cafiadas et al., 2012).

Generalizacion

En matematicas, el concepto de generalizacion es muy amplio y se
encuentra estrechamente relacionado con la induccidn. En concreto, la
generalizacion es indispensable en el algebra; conlleva inferencia y en ella juega

un papel primordial la conjetura (Cafadas et al., 2018). Dentro de lo que
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denominamos algebra escolar, la generalizacion de patrones es considerada un
elemento fundamental del pensamiento algebraico, y puede expresarse
mediante diversos sistemas de representacién. De hecho, el curriculo actual de
matematicas en Educacién Secundaria dota a procesos de razonamiento como
la generalizacién de una gran importancia. Pélya (1966) afirma que se habla del
concepto de generalizacion cuando, una vez observada cierta regularidad, se
busca un patrén que sea valido para mas casos. En particular, este autor ilustra
dicha idea a través del siguiente ejemplo. ;Podemos obtener una expresion
genérica para la suma de los cubos de los n primeros numeros naturales? Notese

que
1P+ 2°=9=(1+2)?
134+ 234+ 33=36=(1+2+ 3)?
Luego, parece ser que se verifica la igualdad
B+ 25+3+4+n3=0+2+3+-+n)?

lo que aparentemente, a falta de una prueba formal y detallada, nos lleva a
construir conocimiento matematico acerca de una propiedad de los numeros
naturales. Es decir, nos encontramos ante una conjetura que aun exige una

demostracién para constatar su validez.

Como podemos dilucidar del ejemplo anterior, la generalizacion supone la
afirmacion de una propiedad o técnica para un gran conjunto de objetos
(Canadas et al., 2018). Por su parte, Kaput (1999) define la generalizacion como
una extension del rango de razonamiento mas alla de los casos considerados a
partir de la similitud entre ellos, poniendo el foco en las relaciones existentes,
patrones, procedimientos y estructuras.

Normalmente, primero se lleva a cabo una generalizacion verbal e
‘informal”, y, posteriormente, se traduce al lenguaje algebraico. Ahora bien,
numerosas investigaciones han puesto de manifiesto que la adquisicion del
dominio y la comprension del lenguaje algebraico supone una cuestion
problematica para el alumnado (Cafadas et al., 2012). Aunque, dicho sistema

de representacidon no es la unica manera de expresar este fendmeno. Radford
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(2010), Mason y Pimm (1984) consideran que el lenguaje natural, las
expresiones verbales y gestos, constituyen para los alumnos una parte esencial

del proceso de generalizacion.

Dorfler (1991) apoya la misma idea de generalizacion de Pdlya, y la
denomina generalizacion empirica; inicia el trabajo con casos particulares vy,
esta relacionada con la identificacion de patrones y el razonamiento inductivo
(Canadas et al., 2012). En concreto, las autoras Cafiadas y Castro (2007),
basandose en los estudios de Pdlya (1965) y Reid (2002), establecen un vinculo
entre el razonamiento inductivo y la generalizacion: desarrollan un modelo de
razonamiento inductivo para someterse a tareas de generalizacion, y que sera

tratado con mayor profundidad en la siguiente seccion del trabajo.
Sistemas de representacion

Para pensar, razonar y comunicar conceptos e ideas matematicas, es
preciso representarlas de algun modo; la comunicacién exige que esas
representaciones puedan exteriorizarse en forma de lenguaje oral, simbolos
escritos, dibujos u objetos fisicos. Ademas, para que la mente pueda operar con
estas nociones, es necesario representarlas internamente (Carpenter y Hiebert,
1992). Por todo ello, respecto a las formas de expresar el conocimiento en el
ambito de la Educacién Matematica, se distingue entre representaciones
externas e internas (Cafadas et al., 2012). Las representaciones externas
constituyen la via por la que los individuos hacen accesibles sus
representaciones mentales a los demas, como puede ser a través de férmulas
algebraicas, graficas, enunciados del lenguaje natural, etc. (Rico, 1997). En este
trabajo nos centraremos en tratar las representaciones externas producidas por
estudiantes de secundaria, donde son fundamentales las representaciones del
tipo aritmética, tabular y pictorica. Ademas, dentro de las representaciones
externas, Canadas y Figueiras (2011) destacan la importancia de las
representaciones multiples, y destacan dos tipos de estas:

e Representaciones combinadas. Hacen alusién al uso de diferentes
representaciones simultaneamente.

e Representaciones sintéticas. Poseen la condicién afadida de que
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tienen que ser vistas como un todo para que la respuesta de los

estudiantes cobre sentido.

En la ensefanza, aprendizaje y comunicacion del conocimiento
matematico, las representaciones son importantes porque desempenan un papel
destacado en los procesos de construccion de conceptos (Rico, 2009);
constituyen sistemas con notaciones, reglas y convenios que expresan ciertos
aspectos y propiedades de una nocidon matematica. Entonces se habla de
sistemas de representacion (Castro y Castro, 1997).

Uno de los trabajos pioneros en el estudio de la conexion entre el algebra
y los modos de expresar la generalizacion fue el de Mason et al. (1985), cuyos
resultados sefialan que esa relacion no parece ser directa para el alumnado de
secundaria (Canadas et al., 2012). Comunmente, el sistema de representacion
mas utilizado es el lenguaje algebraico, y, también cabe destacar que numerosas
investigaciones han puesto de manifiesto que la adquisicion del dominio y la
comprension del lenguaje algebraico supone una cuestion problematica para el
alumnado (Cafiadas et al.,, 2012). No obstante, como ya se ha mencionado
previamente, éste no es la Unica manera de expresar la generalizacion; Mason
y Pimm (1984 ) y Radford (2002) apoyan que el lenguaje natural es determinante

en el proceso de generalizacion.
2.1.4. El razonamiento inductivo

El razonamiento es un proceso de pensamiento mediante el cual, a partir
de premisas establecidas, podemos sacar ciertas conclusiones (Cafadas et al.,
2010). La distincién clasica y comunmente aceptada entre tipos de razonamiento
son el razonamiento deductivo y el razonamiento inductivo. El razonamiento
deductivo parte de unas premisas y llega a una conclusidn como consecuencia
de estas. Por su parte, el razonamiento inductivo comienza con sucesos
particulares y busca la generalidad -apoyada por unas premisas- a partir de los
hechos que ocurren (Cafiadas y Castro, 2004); en otras palabras, el

razonamiento inductivo es la accidén de ver lo general en lo particular.

Como se menciond en la introduccion, los autores Podlya, Poincaré y

Whitehead coinciden en sefalar el papel vital de la induccién en la construccion
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de conocimiento matematico y cientifico, comenzando por la observacion de
situaciones particulares, advirtiendo las regularidades y posteriormente
alcanzando la generalizacion (Cafiadas et al., 2010). En concreto, Pdlya (1966)
se basa en la idea de “primero intuir, luego probar”, y establece cuatro pasos

para llevar a cabo un correcto procedimiento de razonamiento inductivo:

1. Trabajo con casos particulares.

2. Formulacion de la conjetura.

3. Justificacion de la conjetura.

4. Comprobacion de la propiedad con nuevos casos particulares.

Estudios que conciernen a esta cuestion realizados por Jeffery (1978) y
Almeida (1996), identifican considerables dificultades por parte de los alumnos
en la ejecucion de estos pasos, lo cual lo atribuyen al déficit de trabajo
sistematico del estudiantado -en niveles preuniversitarios- sobre la justificacion
de propiedades matematicas. A su vez, Baker (1996) afirma que cuando esta
cuestién es trabajada en Educacion Secundaria y en los primeros cursos de
educacion superior, la busqueda de patrones y de la evidencia empirica es

reflejada en los alumnos.

Para subsanar la problematica anterior, Cafadas et al. (2010) se basan
en las ideas de todos los autores mentados previamente, ademas de en
muestras de investigaciones propias (Cafadas y Castro, 2004), para proponer
un modelo tedrico de razonamiento inductivo exitoso que consta de los siete

pasos que exponemos a continuacion:

1. Trabajo con casos particulares. Es el paso que inicia el proceso de
razonamiento inductivo y que parte de casos concretos o ejemplos que
verifican una determinada propiedad. Habitualmente tienden a ser casos
simples y/o facilmente observables.

2. Organizacion de casos particulares. Consiste en ordenar (por
ejemplo, en tablas) los datos obtenidos en el paso anterior de manera que

se facilite la percepcidn de patrones o pautas.

3. Identificacion de patrones. Clarificar aquello que se repite con

regularidad y que se pronostica que vuelva a suceder.
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4. Formulacién de conjeturas. Se establece una proposicion que se
sospecha que es veraz pero que no ha sido supeditada a analisis para
determinar su aceptacion o rechazo. Puede expresarse en lenguaje

natural.

5. Justificacion de las conjeturas. Son presentados argumentos con el

objetivo de convencer sobre la veracidad de una determinada afirmacion.

6. Generalizacion. Es el paso que extiende el razonamiento mas alla de
los casos que se han tratado particularmente. La conjetura es expresada
en términos que hacen referencia a todos los casos de una clase o
categoria determinada. Puede expresarse de diversas formas, como
lenguaje verbal o gestual y mediante representacion simbdlica o
algebraica (Radford, 2010).

7. Demostracion. Proceso que establece con certeza la validez de la
conjetura. Permite conocer si realmente se esta obteniendo nuevo

conocimiento o no.

Es de destacar que todos ellos no tienen la misma relevancia dentro del proceso
de razonamiento inductivo. En concreto, el sexto paso es el motor para originar
nuevo conocimiento y es el que mayor dificultad supone para el alumnado
(Canadas y Castro, 2004). El séptimo y ultimo paso, la demostracion, asegura la
validez o refutacion de la propiedad para garantizar si nos encontramos ante

nuevo conocimiento.

Por su parte, Mason et al. (1985) resumen las etapas, desde el punto de
vista didactico (y especialmente para aquellos relacionados con el algebra
escolar), necesarias para llevar a cabo un proceso de generalizacion, en los

siguientes puntos (Pérez, 2005):

e Ver. Observar lo propio de cada caso particular hasta encontrar el
patrén o la regularidad del problema.

o Describir. Exponer las reglas de formacién de lo observado, sin
necesidad de una sintaxis formal.

e Registrar. Organizacion de los resultados: expresion formal de la
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propiedad.

2.1.5. Ensenanza y aprendizaje del algebra escolar, el pensamiento algebraico

y el razonamiento inductivo en el aula

En los ultimos afios, en Educacion Secundaria, se ha producido un cambio
en la forma de abordar los procesos de ensefianza y aprendizaje del algebra,
con el objetivo de paliar las distintas dificultades ligadas a conceptos algebraicos.
Han sido desarrollados enfoques que pretenden fomentar el pensamiento
algebraico basandose en las cinco concepciones descritas en el apartado 2.1.1.
Drijvers (2011) afirma que, dentro de la ensefianza y aprendizaje del algebra,
uno de los temas de debate actual es la relacidn existente entre la comprension
conceptual y las habilidades procedimentales; las diferentes aproximaciones
aportan una variedad de enfoques para llevar a cabo dicha tarea (Cafadas,
2019).

El hecho de que el pensamiento algebraico necesite tiempo para
desarrollarse ha sido demostrado por numerosos estudios; Cafiadas et al. (2016)
defienden su instruccion desde los primeros niveles educativos, considerando
que es positivo para el progreso del alumnado. En particular, Espafia es uno de
los paises que ha introducido en su curriculo la ensefianza del algebra a edades
tempranas, y se destacan las siguientes tareas para potenciar el pensamiento
algebraico:

e Comprension de patrones, relaciones y funciones.

e A partir de simbolos algebraicos, representar y analizar situaciones y
estructuras matematicas.

e Uso de modelos matematicos.

e Analizar escenarios de cambio en distintos contextos.

En diversas investigaciones como la de Davidov (1972/1990), igualmente
se apunta la importancia de la generalizacion y el razonamiento inductivo en el
aprendizaje. Esto también se ve reflejado en documentos curriculares, como en
los estandares del N.C.T.M (2003), que apunta que hacer matematicas implica
descubrir, y la conjetura es el camino basico para el descubrimiento. Mason et
al. (2005) respaldan el trabajo de las tareas de generalizacion y de razonamiento
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inductivo en las aulas, considerandolas esencia de la actividad matematica y que
favorecen el manejo de los procesos de validacion formales. Sin embargo, no es
habitual que los autores de textos escolares introduzcan actividades que

requieran el razonamiento inductivo para su realizacion.

Trujillo et al. (2009) exponen en su estudio la enorme dificultad que
supone incluso para los estudiantes universitarios expresar la generalizacion de
un patrén mediante relaciones algebraicas. Como sugerencia para la ensefianza
y con motivo de su papel destacado en la obtencion de conocimiento, Cafadas
et al. (2010) subrayan la importancia de que los alumnos trabajen
sistematicamente desde edades tempranas el razonamiento inductivo mediante
tareas, con el objetivo de desarrollar habilidades que se potencian con este
proceso. Estas autoras sefalan que debe comenzarse por los pasos mas
accesibles, como empezar tratando casos particulares en ir progresando en
busqueda de patrones, conjeturas y finalmente generalizaciones, e insisten en
que no siempre es necesario seguir paso a paso el proceso descrito en la seccion
2.1.3, sino que en ocasiones basta unicamente con ceiirse a algunos puntos del

mismo. Algunos ejemplos de este tipo de tareas (Cafadas et al., 2010), son:

1. Tareas que buscan hallar un nuevo elemento. El objetivo es que, a partir
de varios elementos que se presenten, los alumnos identifiquen uno
nuevo que tenga una estructura determinada (patron) por una relacion
numeérica y/o una espacial o visual (disposicion de elementos en el plano).

2. Tareas que incluyen la generalizacion. Son proporcionados varios casos
particulares que podrian tener lugar en un proceso inductivo para que
detecten un patrén de comportamiento, con el propdsito de que los
alumnos sean capaces de obtener la generalizacion requerida y que
posteriormente la expresen algebraicamente.

3. Problemas que implican generalizacion.

Sin embargo, estas ideas defendidas en la literatura especifica no tienen impacto
en la practica, y el objetivo general de este trabajo es plantear una via de
aplicacidn de estas ideas.
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2.1.6. Metodologia: las situaciones problema para resolver problemas de

generalizacién matematica

A diario, en el ambito educativo, estamos hartos de escuchar que hay que
cambiar la forma en la que se ensefian las matematicas en el aula. Ciertamente,
si examinamos la situacion actual, se puede comprobar como con las
metodologias tradicionales, que estan basadas en la pasividad del estudiante y
en memorizar procedimientos, estrategias e informacién aceptados e impuestos
de forma monaotona, la mayoria del alumnado pierde el interés y la motivacion
(Isla, 2004). En consecuencia, estos factores contribuyen a una disminucion del
esfuerzo por parte del alumno, limitaciones para razonar y adoptar un
pensamiento critico, y dificultad para aplicar conocimientos estudiados a
situaciones de la vida real. Como respuesta a este asunto, desde diversos
trabajos de investigacion se proponen en el aula nuevas relaciones entre los
conocimientos matematicos, el docente y el alumno, que empiezan a hilarse

desde practicas propias de la pedagogia activa (Munera, 2011).

Una alternativa dinamizadora para la ensefanza-aprendizaje de las
matematicas escolares es la implementacion de la metodologia denominada
situaciones problema, caracterizada por involucrar de forma activa a los
estudiantes en procesos que faciliten la construccion de conocimientos (Munera
y Obando, 2003), y buscar potenciar el trabajo auténomo del alumno
consiguiendo asi desarrollar aprendizajes mas significativos. Ademas, esta
propuesta metodologica también viene motivada por una de las competencias
especificas destacadas en el curriculo de Matematicas de Educacién
Secundaria: la resolucion de problemas. En el aprendizaje de las matematicas,
ésta tiene un papel clave debido a que las reflexiones llevadas a cabo durante
este proceso ayudan a la construccion de conceptos matematicos y al

establecimiento de relaciones entre ellos.
¢ Qué es una situacion problema?

En palabras de Munera y Obando (2003), una situacién problema puede
interpretarse como un contexto de participacién colectiva para el aprendizaje,

que propicia nuevas relaciones, desde el trabajo cooperativo, entre el docente,
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los conocimientos y el estudiante. Por una parte, las situaciones problema
transforman las practicas pedagogicas del docente y estimulan el desarrollo de
la autonomia del alumno hacia la obtencién de nuevos conceptos y relaciones,
utilizando saberes previos; por otra, se introducen elementos que sirven para
reorganizar los conocimientos matematicos mediante distintas representaciones,
que dotan de significado los aprendizajes conceptuales y procedimentales de los
estudiantes (Munera, 2008).

Vigostky (1995) apoya que la presencia de un problema es el factor
fundamental que propicia una serie de procesos psicolégicos que llevan al
establecimiento de palabras y simbolos que generan el concepto, y lo considera
como un proceso creativo, no mecanico y pasivo. En consecuencia, las
situaciones problema estimulan los niveles de lenguaje algebraico y
estructuracién simbdlica, ademas de posibilitar el establecimiento de relaciones,

generalizaciones, representaciones, etcétera (Munera y Obando, 2003).

Muchos autores concuerdan en que un disefo estratégico de situaciones
problema suponen un escenario natural para llegar a la generalizacion, al
tratarse de espacios destinados a argumentar, particularizar, conjeturar y
demostrar (Munera y Obando, 2003), y la mejor manera de llevar al aula temas
que involucran procesos generales de pensamiento (Pérez, 2005).

Las caracteristicas mas relevantes de las situaciones problema,

establecidas por Moreno y Waldegg (2002), son:

e La interaccion entre el alumno, el contenido y el profesor es un elemento
vital del proceso.

e Toda situacién problema debe comenzar con un motivo o actividad inicial
que origine cuestiones relacionadas con el tema a tratar.

e El docente toma la iniciativa en la propuesta de ideas para resolver las
cuestiones que se originan en la construccién. Ademas, debe tratar de
mantener el interés del alumnado en la actividad a desarrollar.

¢ Debe permitir al alumno emplear conceptos previos estudiados.

e Debe involucrar implicitamente conceptos que se quieran aprender.

e Debe suponer un problema para el estudiante, pero también ser accesible
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a su nivel.

La autonomia intelectual del alumno es clave en su desarrollo.

Modifica
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Conocimiento
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Exploracién
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representacion

Objetos de
conocimiento

Debate NN

~ V' Nueva
capacidad
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Profesor

Confrontacion

Sistematizacion

Figura 1. Relacion entre los objetos de conocimiento, el estudiante y el profesor en un enfoque

de situaciones problema. Fuente: Minera (2008).

Estrategia para el disefio de situaciones problema en matematicas

Mesa (1997) propone las siguientes pautas o elementos fundamentales

para el disefio de situaciones problema en el aprendizaje matematico (Pérez,

2005):

1. La red conceptual: organizacion jerarquica y estructurada de los

conocimientos. Seleccionar y organizar la materia que se quiere abarcar,
estableciendo a modo de red conceptual relaciones entre los conceptos y
estructuras matematicas.

Eleccion de un problema inicial: contextualizaciéon. La eleccion del
problema inicial es muy importante, ya que un escenario significativo es
clave en la comprensién de la situacién por parte del estudiante. Debe ser
un problema original, que incluya materia ya trabajadas por el estudiante
con anterioridad, y que incorpore aspectos necesarios para la
construccion de nuevos conceptos en el alumnado.

Seleccion de cuestiones y tareas principales. Las tareas que forman

parte de la situacion problema son su parte visible, y constituyen el medio
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a través del cual el alumno desarrolla su actividad, realizando las
elaboraciones conceptuales relativas al problema tratado (Munera y
Obando, 2003). El objetivo es generar estructuras de manera que el
conocimiento que se pretende ensefiar al alumno sea la herramienta mas
potente para afrontar la situacion propuesta.

4. Pregunta problémica. El problema esta compuesto por preguntas que
orientan al estudiante a la obtencion de la solucion; les induce a la
reflexion en busca de nuevo conocimiento.

5. Niveles de conceptualizacion. El autor diferencia dos niveles:

a. Nivel de particularizacién: estudio de casos concretos.
b. Nivel de abstraccion o generalizacion: construccion matematica
formal.

6. Evaluacion. Es importante que el profesor preste atencion a la actividad
de los alumnos durante todo el proceso. La evaluacién puede basarse en
el trabajo individual o colectivo. El trabajo individual puede analizarse por
medio de: la actitud, el interés, el nivel de participacion, capacidad de
adquirir informacién y desarrollar procedimientos. El trabajo colectivo
puede evaluarse de acuerdo a los siguientes puntos:

a. Capacidad para aplicar conocimientos ya adquiridos.

b. Estrategias y procedimientos utilizados en el problema.

c. Cambios en las concepciones mediante la participacién activa de
los estudiantes en la construccidn del conocimiento.

d. Como han adquirido y transmiten los conceptos trabajados.
2.2. Fundamentacion legal

Para justificar desde un punto de vista curricular el interés y la voluntad de
elaborar este Trabajo Fin de Master, concretamos el papel de algebra y las
metodologias relacionadas con la resolucion de problemas en los documentos

curriculares en el contexto nacional y autonémico en un orden descendente.

e Ley Organica 2/2006, de 3 de mayo, de Educacion (texto consolidado
de 23/02/2021). El articulo 26, dedicado a principios pedagdgicos,

seflala que se dedicara parte del horario lectivo de la Ensefanza
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Secundaria Obligatoria a la realizacion de proyectos significativos para
el alumnado y a la resolucion colaborativa de problemas, con el
objetivo de fomentar la integracion de las competencias y en
consecuencia reforzar también la autoestima, autonomia, reflexion y
responsabilidad de los alumnos.

e Real Decreto 227/2022, de 29 de marzo, por el que se establece la
ordenacion y las ensefianzas minimas de la Educacion Secundaria
Obligatoria (BOE 30-03-2022). En particular, en el Anexo Ill se sefalan
las situaciones de aprendizaje como una herramienta eficaz para
integrar los elementos curriculares de las distintas materias o ambitos
mediante tareas y actividades reforzando la autoestima, la autonomia,
la reflexion critica y la responsabilidad. Asimismo, se indica que estas
deben estar compuestas por tareas complejas cuya resolucion lleve a
la construccion de nuevos aprendizajes. También, en el apartado
dedicado a las Matematicas (p. 41725), especifica la resolucion de
problemas como uno de los objetivos del aprendizaje de las
matematicas y una de las principales formas de aprender esta materia.
Ademas, son identificados una serie de sentidos necesarios para
emplear los saberes basicos de manera funcional. Entre ellos se
encuentra el sentido algebraico, que proporciona el lenguaje en el que
se expresan las matematicas; consiste en ver lo general en lo
particular, reconociendo patrones y relaciones de dependencia entre
variables, expresandolas mediante distintas representaciones.
Finalmente, en la misma seccidn se indican las competencias
matematicas, las cuales abarcan el tema tratado en este TFM.

e Decretos 111/2016, de 14 de junio, por el que se establece
respectivamente la ordenacién y el curriculo de Educacion Secundaria
Obligatoria en la Comunidad Autonoma de Andalucia (BOJA 28-06-
2016). El articulo 7 de alude a recomendaciones de metodologia
didactica, donde se apunta al uso de metodologias activas que
contextualicen el proceso educativo, relacionen los contenidos y

fomenten el aprendizaje por proyectos, centros de interés o estudios
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de casos que incrementen la participaciéon e interés del alumnado a
dotar de funcionalidad y transferibilidad a los aprendizajes. En este
mismo articulo, se precisa que las lineas metodoldgicas de los centros
docentes tendran la finalidad de favorecer la implicacion del alumnado
en su propio aprendizaje, estimular la superacion individual, el
desarrollo de todas sus potencialidades, fomentar su autoconcepto y
su autoconfianza, y los procesos de aprendizaje autonomo, y
promover habitos de colaboracién y de trabajo en equipo. Por ultimo,
también es sefialado el desarrollo de actividades para profundizar en
las habilidades y métodos de recopilacion, sistematizacion y
presentacion de la informacién y para aplicar procesos de analisis,
observacion y experimentacion, adecuados a los contenidos de las
distintas materias.

e Orden de 15 de enero de 2021 (BOJA extraordinario n°7 de 18-01-
2021) por la que se desarrolla el curriculo correspondiente a la etapa
de Educacion Secundaria Obligatoria en la Comunidad Auténoma de
Andalucia y se regulan determinados aspectos de la atencion a la
diversidad, Anexo Il Materias Troncales. Aqui, se establece como
estrategia metodoldgica efectiva presentar los nuevos conocimientos

en el contexto de resolucion de problemas.
2.3. Como es abordada esta cuestion en el centro y en el aula

Dentro de estas programaciones “asfixiantes” a las que estamos
acostumbrados en el ambito educativo, la generalizacion y el razonamiento
inductivo son los grandes olvidados de los libros de texto de Matematicas. Bien
es cierto que, estos son aspectos que estan intrinsecos en todo quehacer
matematico, especialmente en estos niveles. Pero ¢realmente los alumnos son

conscientes de ello? A mi parecer, no.

Tras entrevistar a cada uno de los docentes de Matematicas del centro,
todos coincidian en el mismo punto: no hay tiempo para innovar debido a que
hay que cumplir una programacion muy ajustada. Todos me afirmaron que se

adaptaban a la linea que siguen los manuales de cada curso para tratar esta
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cuestidn, siguiendo una metodologia tradicional y trabajandolo a partir de tareas
individuales. Lo unico “fuera de lo comun” en relacién a este asunto me lo
comentd mi tutora; para tratar temas como la introduccion al lenguaje algebraico
de 1° ESO -donde la generalizacion y abstraccion juega un papel fundamental-
y que los alumnos participaran activamente en su proceso de aprendizaje, les
proponia la visualizacién de videos interactivos, como el canal de "El Sensei de
las Mates" o “Angelitoons: Las aventuras de Troncho y Poncho”, para que

posteriormente pudieran preguntar las dudas ocasionadas en clase.

No obstante, indagando como se trata esta cuestion en otros centros y
otras comunidades, llegué a la misma conclusion. Lo unico que pude encontrar
es que se atienda explicitamente la generalizacion y el pensamiento inductivo en
ampliaciones de los cursos de ESO, como por ejemplo ocurre en Donaire et al.
(2011).

Por todo lo expuesto previamente, considero que la propuesta que se
pretende hacer con este Trabajo Fin de Master constituye una alternativa mas
que valida para cambiar la forma en la que se ensefan las matematicas, y en
particular el algebra, que puede dar un impulso a la concepcién de esta cuestion
en el centro educativo. Con ella, buscamos aumentar la motivacion e interés por
parte del alumnado, y como bien diria el divulgador matematico Adrian Paenza,
iniciando el proceso de aprendizaje por buscar respuestas a problemas que
tenemos, en vez de, como es habitual, buscar respuestas a preguntas que no

nos hemos planteado.
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lll. MARCO APLICADO

“Largo es el camino de la ensefianza por medio de teorias;
breve y eficaz por medio de ejemplos”
Séneca

3.1. Contexto, ambito de intervencion y destinatarios

El marco de intervencion esta centrado en un aula de Matematicas
Orientadas a las Ensefianzas Académicas de 3° ESO, con una muestra de
estudio de 20 alumnos de entre 14 y 16 afios, y en ausencia de estudiantes con
necesidades especificas de apoyo educativo. La propuesta de investigacion esta
enfocada a su aplicacién en el ultimo trimestre del curso, donde el docente
conoce mejor como trabajan los alumnos y ya han sido trabajados ciertos
aspectos del curriculo. Si bien, podria llevarse a cabo en cualquiera de los tres
0, incluso, adaptarse a otros cursos de ESO y Bachillerato.

El centro donde se pretende llevar a cabo esta propuesta de investigacion
es el |.LE.S. Bahia de Almeria, tipificado como centro ESO con tres lineas (D3)
que imparte las ensefanzas: Educacién Especial, Educacién Secundaria
Obligatoria y Bachillerato (ltinerario de Ciencias e Itinerario de Humanidades y
Ciencias Sociales), cuyo valor obtenido para el indice Socioeconémico y Cultural
(ISC) en el ultimo estudio realizado, indica que es 0’29, disminuyendo en mas de

la mitad en los ultimos 5 afos.
3.2. Objetivos generales y especificos del estudio

Con esta propuesta metodologica se persiguen alcanzar los siguientes

objetivos generales y especificos:

1. Desarrollar aptitudes relacionadas con el pensamiento I6gico-matematico
en los alumnos de 3° ESO del |.E.S. Bahia de Almeria, utilizando como
estrategia de ensefanza-aprendizaje actividades que implican
situaciones de generalizacion.

2. Establecer el grado de habilidad para realizar generalizaciones en el
ambito matematico en alumnos de 3° ESO.
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w

Identificar el modo de razonar del alumnado y analizar las estrategias que

los estudiantes utilizan a la hora de realizar tareas de generalizacion.

4. Examinar las formas de los estudiantes de comunicar y transmitir su
razonamiento respecto a tareas de generalizacidon, y clasificar las
respuestas de los mismos.

5. Corregir los errores y las carencias iniciales relacionadas con la
generalizacion encontradas en el alumnado.

6. Comprobar la posible mejoria de resultados de los alumnos tras la
intervencion pedagaogica.

7. Interiorizar el proceso de generalizacion como herramienta util para la
resolucion de problemas.

8. Saber aplicar los contenidos matematicos a situaciones de la vida

cotidiana o problemas reales.

3.3. Procedimiento de investigacion e intervencion en el aula

El mundo educativo esta frecuentado por una gran cantidad de casuisticas
y problemas; no podemos limitarnos a describir, necesariamente tenemos que
plantear estrategias de intervencion siempre desde la 6ptica de no solo recoger
informacion, sino de plantear alternativas de mejora para actuar y solventar estas
situaciones. La propuesta que llevamos a cabo en este Trabajo Fin de Master
sera de tipo general, en concreto de investigacion, evaluacion e intervencion
educativa, que trata el tema de la generalizacion y el pensamiento inductivo en
el marco de las situaciones problema en el alumnado de 3° de Ensehanza
Secundaria Obligatoria del I.E.S. Bahia de Almeria. La naturaleza de ésta sera
exploratoria y descriptiva, pues se dispone de escasa informacion de estudios

previos sobre el tema.

Las situaciones problema buscan desarrollar en el alumnado la capacidad
de establecer conjeturas, aplicar algoritmos, definir variables, establecer
relaciones y resolver problemas. Basandonos en el trabajo de Pérez (2005),
dividimos la propuesta de intervencion principalmente en tres etapas: una

prueba inicial, una intervencion pedagégica y una prueba final. La idea es
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comparar como trabaja y razona el estudiante antes de la intervencion

pedagogica con como se desenvuelve después de la misma.
Etapa 1. Prueba inicial (duracion: 75 minutos)

La finalidad de esta etapa es observar los obstaculos y las limitaciones
del alumnado en tareas de generalizacion, e indagar en sus conocimientos
previos respecto a esta cuestién. Es decir, establecer un punto de partida del
grupo. Consiste en un test inicial individual constituido por 3 problemas. Cada
cuestion esta articulada de manera que se puedan dilucidar las tres fases que
debe atravesar todo proceso de generalizacién (Pérez, 2005), de acuerdo a
Mason (1999):

e Ver. El alumno debe estudiar los primeros casos particulares,
mediante numeros o representaciones graficas, hasta encontrar el
patrén o la regularidad del problema.

e Describir. Consiste en el descubrimiento de las reglas de formacion.
El alumno enuncia verbalmente las relaciones encontradas entre los
distintos casos particulares estudiados.

e Registrar. Esta fase corresponde a la organizacion de los resultados:
definir las variables, establecer las relaciones simbdlicas pertinentes y

finalmente formular la generalizacion.

Noétese que estos aspectos procedimentales son las habilidades que debe
adquirir el estudiante cuando finalice la intervencion, ademas de también
incorporar estas pautas como un mecanismo practico para la resolucién de
problemas. En particular, en cada problema de esta prueba inicial se realizan

una serie de preguntas que funcionan como guia para llegar a la solucion.

Destacar que, cada problema es tratado y evaluado por parte del docente
de una manera diferente para saber como el alumno lo afronta, ya que el proceso
de alcanzar la solucion varia en cada uno de ellos (como se definen las variables,
como las relaciona, manejo de la simbologia, establecer conjeturas, etc.). La

prueba inicial propuesta se puede ver en el anexo |.
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Etapa 2. Intervencion pedagdgica (duracion: 2 horas)

El objeto de esta fase es subsanar los errores mas comunes
cometidos por los estudiantes que fueron detectados en la prueba inicial, y
mejorar el rendimiento de los alumnos en tareas de generalizacion. Como se ha
podido ver en dicha prueba, en este nivel nos limitamos a trabajar con conceptos
aritméticos y de geometria elemental, en concreto cuestiones de sucesiones

numeéricas y graficas, donde se observan regularidades, patrones y relaciones.

Para llevar a cabo esta etapa, utilizamos la metodologia o estrategia
didactica de las situaciones problema. En ésta, formulamos un problema
complejo a fin de que puedan analizarse a través del mismo todos los aspectos
y fases de la generalizacion. La forma de orientar a los estudiantes se basa en ir
presentando preguntas problémicas para que ellos descubran por iniciativa
propia qué corresponde a cada etapa y aspecto, y formar asi esquemas
generales de pensamiento. Seguiremos un esquema similar al que establece
Pérez (2005) en su estudio para resolver problemas de generalizacion en el
aula, y que esta dividido en ocho pasos:

Motivacion y problema inicial.

Estudio de casos particulares.

Descripcion verbal del escenario: reglas de formacion.
Plantear las variables y sus relaciones.

Formulacién general del problema.

o0 ke~

Sintesis de los conceptos empleados y los adquiridos durante el
proceso de generalizacion.

7. Propuesta de problemas que incluyen la generalizacion para afianzar
lo aprendido.

En el anexo Il puede consultarse la sesion propuesta de esta etapa.
Etapa 3. Prueba final (duracién: 75 minutos)

Posee la misma estructura que la prueba inicial, formada también por 3
problemas de generalizacion, y en contextos semejantes. Sin embargo, en esta
ocasion el alumnado unicamente dispondra de los enunciados de cada

problema, ya que en ese momento dispondra de un bagaje acerca de resolver
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este tipo de problemas adquirido en la etapa de intervencion pedagogica. El
motivo de ello es que desarrollen un pensamiento libre y tacticas de resolucion

propias de cada uno.

Esta etapa sirve para contrastar con los resultados iniciales la
evolucion en el razonamiento del alumno y asi evaluar el grado de éxito de
la intervencién. En esta ocasién, el docente exige al alumno que aplique todas
las fases de la generalizacion y que utilice la simbologia matematica

conveniente. La prueba final disefiada se puede ver en el anexo lll.
3.4. Diseno del instrumento

En las pruebas, tanto inicial como final, cada una de las cuestiones es

seleccionada verificando una serie de condiciones:

e Novedosas y motivadoras para el alumno (sobre temas o aspectos que
puedan atraer su atencion).

e Interesantes en su contenido y que abarquen aspectos del curriculo
del curso 3° ESO.

e Expresadas en un lenguaje sencillo y accesible para el alumnado con
el que se trabaja.

e Adaptadas al nivel de dificultad de 3° ESO, pero que a su vez
supongan un “reto” para el estudiante y desarrolle su pensamiento
lateral.

e De forma que se puedan vislumbrar las etapas que fueron propuestas
por Mason (1999) cuando se trata de un problema de generalizacion,

y también los distintos aspectos procedimentales citados.
Los contextos donde se mueven los problemas planteados seran:

e (Geomeétricos, para examinar tanto como perciben los alumnos las
caracteristicas del escenario o situacion planteada mediante
representaciones graficas, como el tratamiento de la informacion.

e Aritméticos, para analizar el trabajo y la organizacion de los

estudiantes respecto a los numeros y sus propiedades.

Ademas, en particular en la prueba inicial:
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e Esta constituida por 3 problemas.

e En cada pregunta se realizan una serie de cuestiones que sirven como
pautas para llegar a la solucién final del problema.

e No se precisara de lenguaje simbdlico; pueden utilizarse desde
expresiones escritas en lenguaje verbal hasta terminologia
matematica.

e No habra indicaciones al alumno sobre como definir las variables o

establecer relaciones.

Por otro lado, respecto a la prueba final:

Esta constituida por 3 problemas con caracteristicas similares a las del

test inicial.

e Se daran unicamente los enunciados; no se proporcionan pautas que
ayuden al estudiante a identificar cada etapa de la generalizacion, a
diferencia de la prueba inicial.

e Permite ver la mejora del rendimiento del alumnado.

e Se exige que el alumno emplee el lenguaje simbdlico adecuado para

expresar la generalizacion.
En los anexos | y Il pueden verse las propuestas de pruebas inicial y final.

Nota: algunos de los problemas utilizados han sido seleccionados de articulos
de estudios relacionados con experiencias en la generalizacion y el

razonamiento inductivo, y adaptados al contexto de nuestro experimento.
3.5. Analisis de los datos

En este apartado de la propuesta de intervencion, investigacion y
evaluacion educativa que concierne a este trabajo, ponemos de manifiesto como
analizariamos los datos obtenidos en el caso de que pudiera llevarse a cabo el
estudio en un contexto real. En concreto, la prueba escrita individual es
utilizada como instrumento de evaluacién para el alumnado. Esta es
confeccionada, de acuerdo a los puntos de la seccidon anterior, de manera que

se puedan advertir las formas de razonar de los estudiantes, los procedimientos
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y estrategias que siguen, y como son capaces de exponerlos a través del

lenguaje matematico.

El analisis estadistico que se llevaria a cabo seria cuantitativo y

cualitativo de los resultados obtenidos en ambos test, y la comparacion entre

estos datos nos informaria en qué grado tuvo éxito la intervencion pedagogica.

El analisis cualitativo evalua como razonan los estudiantes, qué errores son los

mas comunes al generalizar, qué estrategias emplean y cémo lo transmiten. El

analisis cuantitativo atiende a la puntuacion obtenida, el porcentaje de alumnos

que la superan y por qué. Los parametros de evaluacion de las pruebas inicial

y final para dicho analisis, son los siguientes:

e Puntuacion de los 5 aspectos de cada problema: cada cuestion refleja

un aspecto de las etapas del proceso de generalizacion (ver, describir

y registrar).

O

o

Particularizar, correspondiente a la etapa ver.

Establecimiento de patrones verbalmente, correspondiente a la
etapa describir.

Definicién de variables, establecer conexiones y formulacion
simbdlica de la generalizacion, correspondientes a la etapa

registrar.

Cada aspecto estara valorado sobre 10 puntos. En consecuencia,

cada de ejercicio esta valorado sobre 50 puntos.

o

Si no hubo respuesta o es completamente errénea, la
puntuacion es 0.

Si la respuesta presenta parcialmente errores, como puede ser
el fallo en algun caso particular de la generalizacion, pero en
general es medianamente correcta, la puntuacion es de 5
puntos.

Si la respuesta es totalmente correcta, es decir, carece de fallos
y posee explicaciones claras y razonadas, entonces la
puntuacion es 10.

e Puntuacion total de cada etapa de cada problema. En el caso de

registrar, al evaluarse tres aspectos, se suman y se divide entre 3.
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Puntuacion total de cada problema, donde se suman todos los
aspectos y se divide por 5.

Puntuacion total de cada aspecto, donde se sumara lo obtenido en
cada aspecto de cada problema, y se dividira por 3.

Puntuacion total de cada etapa, donde se sumara lo obtenido en cada
etapa de cada problema, y se dividira por 3.

Puntuacion total de los problemas, donde se sumara la media obtenida

de cada problema y se dividira por 3.

Para examinar los datos obtenidos, se construirian dos tablas:

En la primera, se recogeria por columnas la puntuacion conseguida (0-
10) por cada alumno en cada aspecto (clasificado por etapa y
problema). En la parte inferior de la tabla, ademas se mostraria en dos
renglones la suma total y el promedio de calificacion de cada aspecto.
En la segunda, por estudiante, se recogeria por columnas la
puntuacion total conseguida (0-50) en:

o Cada uno de los 3 problemas de la prueba inicial o final.

o Cada uno de los 5 aspectos.

o Cada una de las 3 etapas.
Se reserva la ultima columna para indicar el promedio global del
alumno (la media del total obtenido por aspectos, problemas y etapas).
También, en la parte inferior de la tabla, ademas se mostraria en tres
renglones la suma total de puntos, el promedio de calificacion (sobre
50) de cada uno de los apartados anteriores, y la puntuacion total de
cada problema (sobre 10), cada aspecto y cada etapa. En la ultima
entrada de la tabla se refleja el promedio de puntos (sobre 10) grupal

de la prueba.

Nota: tanto en la prueba inicial como en la prueba final, los resultados son

considerados de forma grupal. Esto es, no se analizan por separado las

puntuaciones individuales, al no tratarse de un objetivo de esta propuesta de

investigacion. El resultado sera considerado positivo si es superado por al

menos el 50% del alumnado.
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3.6. Resultados esperados y conclusiones del estudio

Con aplicacion de la metodologia situaciones problema orientada a los
problemas de generalizacion en el aula de 3° ESO del I.E.S. Bahia de Almeria,
se esperan obtener los siguientes resultados:

e Mejora del razonamiento logico-matematico y la capacidad de
abstraccion del alumnado.

e Aumento del rendimiento académico respecto a problemas de
generalizacion en matematicas.

e Aumento de la autonomia del estudiante en la resolucion de
problemas: identificar qué necesitan saber del problema, cémo
estructurar la solucién y, finalmente, resolverlo con éxito.

e Adquisicion de una nueva herramienta de resolucion de problemas.

e Fomento de la competencia de trabajo en equipo.

e Resultado positivo y eficaz la estrategia de las situaciones problema

para la construccion de ideas matematicas.

IV. CONCLUSIONES FINALES

“Los encantos de esta ciencia sublime, las matemdticas,
solo se les revelan a aquellos que tienen valor de

”

profundizar en ella
Gauss

En primer lugar, llevamos a cabo un balance del grado de consecucién de
los objetivos indicados al inicio del documento. Haciendo referencia al primer y
al tercer objetivo, considero que este trabajo supone una propuesta interesante,
adecuada y dinamizadora para mejorar la capacidad de generalizacion y del
pensamiento inductivo en el estudiantado de secundaria, y que ademas permite
comprobar la evolucion progresiva del alumnado; la generalizacion es un aspecto
matematico que no se trabaja explicitamente en ningun curso de ESO o
Bachillerato, y esta iniciativa fortalece las diferentes formas de abstraccion
matematica, que son desarrolladas por aprendizaje por descubrimiento. En
relacion al segundo objetivo, la experiencia durante el periodo de practicas en el
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|.E.S. Bahia de Almeria sobre la ensefianza del algebra, reflejada en la seccion

2.3, fue lo que motivé y ayudd a la eleccion de este tema, al tratarse de una

cuestion tan importante en el ambito matematico y por desgracia tan

escasamente trabajada en los centros; la unica pega es que no ha podido ser

llevado a la practica en el centro por motivos de planificacion. Para terminar,

considero que los objetivos 4 y 5 también han sido logrados, ya que se han

utilizado fuentes de datos cientificas recomendadas por mis tutores, y el

documento ha sido elaborado de acuerdo a las orientaciones establecidas por la

Universidad de Almeria.

A continuacién, establecemos en forma de decalogo los principales

hallazgos tras la realizacion de este Trabajo Fin de Master:

1. El

numerosas concepciones entre las

algebra escolar recibe

qgue existen diversas conexiones.

3. Los patrones son fundamentales en
el desarrollo del pensamiento de los

estudiantes.

5. La induccidn es la principal via de
de

matematico y cientifico.

construccion conocimiento

7. La

herramienta eficaz para la resolucion

generalizacion es una

de problemas.

9. Las situaciones problema son una

alternativa dinamizadora del

2. Los

algebraico son

del

los

focos pensamiento
patrones, la
generalizacion y los sistemas de

representacion.

4. Para pensar, razonar y comunicar
conceptos e ideas matematicas es
preciso el uso de sistemas de

representacion.

6. El

generalizacion

pensamiento inductivo y la

son aspectos no

trabajados en Educacion Secundaria.

8. Las etapas necesarias del proceso
de generalizacién son: ver, describir y

registrar.

10. Una buena forma de conocer la

evolucion del alumnado es realizar

32



El pensamiento inductivo y la generalizacion en el algebra escolar

contenido matematico en el aula, y | una evaluacion antes y después de la

facilita la construccidon de conceptos. | intervencidén pedagdgica.

Para finalizar con el TFM, me gustaria destacar que la elaboracion de este
trabajo me ha llevado a lidiar con una metodologia hasta el momento
desconocida para mi, las situaciones problema. En mi opinidn, es una estrategia
que permite reforzar la creatividad y la autonomia del alumno, y que es
especialmente apropiada para tratar la generalizacién en Educacion Secundaria.
Ademas, pienso que esta técnica puede serme de gran utilidad en mi futuro en
la practica docente para trabajar los aspectos mencionados de una forma
innovadora. Por otro lado, como se ha comentado a lo largo del trabajo, el
pensamiento inductivo y la generalizacidn es la via principal para la construccion
de conocimiento matematico, y considero que se deberia de trabajar de forma
mas explicita en las aulas y también darle un mayor peso al aprendizaje por
descubrimiento en todos los cursos de ESO y Bachillerato, que los alumnos
desarrollen habilidades para llevar a cabo sus propias estrategias para alcanzar
cierto objetivo. A modo de propuesta de mejora de esta investigacion e
intervencidn educativa, resaltaria la posibilidad de dar una mayor profundidad y
dedicar mas tiempo a abarcar otros contextos -no solo aritméticos y geométricos-
en la etapa de intervencion pedagodgica, para asi impulsar nuevos caminos y
posibilidades de crecimiento de los procesos de pensamiento matematico en el
alumno. Me gustaria concluir este trabajo y poner fin a la increible experiencia
vivida en el Master de Profesorado con la siguiente cita del fildsofo y pedagogo
John Dewey:

“Si ensefiamos a los estudiantes de hoy como ensefiamos a los de ayer,

les estamos robando el mafnana”.
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VI. ANEXOS

6.1. Anexo |: Prueba Inicial

Duracién: 75 minutos.

PROBLEMA 1. Observa la siguiente secuencia de numeros: 1, 4,7, 10, ...

e ;Cual es el siguiente numero de la sucesion?

e /Y eltérmino que se encuentra en la posicion 107?

e Enuncia la regularidad que se presenta de forma verbal.

e Enuncia la regularidad que se presenta de forma simbdlica. ;Qué
variables puedes utilizar?

e Escribe el numero que estara en el lugar 234 de esta secuencia. Justifica

tu respuesta.

*Problema extraido y modificado de Cafiadas et al. (2012).

PROBLEMA 2. El dia 28 de mayo se juega la final de la Champions League que
enfrenta al Real Madrid y al Liverpool, y el bar “La Saeta Blanca” va a emitir el
partido. En el bar hay mesitas cuadradas de 4 plazas, de forma que uniendo 3
de ellas pueden sentarse hasta 8 personas. Los duefios del bar estan discutiendo
sobre cOmo organizar las mesas para sentar a los grupos que tienen reserva.

Ayudalos respondiendo a las siguientes preguntas:

e Cuantas personas pueden sentarse si unimos 20 mesas?

e ;Cuantas mesas son necesarias para sentar a 19 personas? ;Y para
sentar a 2337

e Expresa laregularidad de forma verbal. § Ocurre lo mismo para un numero
de personas par que de un numero impar?

¢ Da una férmula que indique el numero de mesas necesario para sentar a

N personas.

*Problema extraido y modificado de Donaire et al. (2011).
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PROBLEMA 3: los triangulos de Sierpinski. Observa las cuatro figuras siguientes:

Noétese que la primera es un triangulo equilatero; cada una de ellas se obtiene

de la anterior repitiendo cierto proceso.

¢, Como se forma la siguiente figura? ¢ Y las que le siguen?

e Si el area de la zona coloreada es 1u?, jcual es el area de la parte
coloreada en el cuarto triangulo? ;Y en el undécimo?

e ;Y cual es el area de la zona blanca en el cuarto y undécimo triangulo?

e ;Cuantos triangulos de cada color habra en la figura 12007

e Si el perimetro del triangulo grande es 1u?, jcual sera el perimetro de la

zona roja en la enésima figura?

*Problema extraido y modificado de Donaire et al. (2011).
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6.2. Anexo |l: Propuesta de Intervencion Pedagdgica
Duracion: 2 horas.
Problema. Imagina que tienes baldosas cuadradas blancas y baldosas

cuadradas grises, ambas del mismo tamafo. Hacemos una fila con baldosas

blancas:

Después, rodeamos las baldosas blancas con baldosas grises como se

muestra a continuacion:

¢ Cuantas baldosas grises necesitarias si tuvieras 1320 baldosas blancas y
quisieras rodearlas igual que en el dibujo? Justifica tu respuesta.

*Problema extraido de Cafiadas et al. (2012).

Punto 1. La motivacién y el problema inicial comienza con sugerirle a los alumnos
que consideren que el suelo del aula esta formado por baldosas blancas y grises
cuadradas del mismo tamafo, de manera que las blancas forman una fila y las
grises estan situadas rodeando ésta. A cada uno se le entrega una hoja en
blanco donde aparece dibujada esta disposicion de las losas para que lo
visualicen, analicen y describan su composicion, ademas de hacer anotaciones
propias e individuales. El tiempo estimado para ello es de 10 minutos. Algunas

de las primeras observaciones que podrian sefialar, son:

e Mayor cantidad de losas grises, las cuales rodean a las blancas.
e Cada losa gris se encuentra en contacto con una unica losa blanca, a
excepcion de las esquinas.

e (Cada losa gris esta en contacto con otras dos losas grises.
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e Cada losa blanca situada en la esquina es limitrofe con tres losas grises
y otra blanca.
e (Cada losa blanca situada en medio de la fila esta en contacto con dos

losas blancas y dos losas grises.

Una vez terminado esto, se les plantea la siguiente cuestion: en un suelo
cualquiera, ¢jcuantas losas grises son necesarias para un determinado numero

de losas blancas?

Punto 2. Seguidamente, el docente incita a los alumnos a pasar al estudio de
casos particulares para buscar la respuesta a la pregunta. Esto es, un proceso
inductivo y empirico para plantear las primeras hipotesis de forma ordenada, que
se realizara durante otros 10 minutos. Se les sugiere que realicen dibujos

aclaratorios.

e Sijtenemos una fila de 5 baldosas blancas:

Figura 2. Dibujo orientativo del problema con una fila de cinco baldosas blancas.

Son necesarias 16 baldosas grises.

e Supongamos que tenemos 6 baldosas blancas:

Figura 3. Dibujo orientativo del problema con una fila de seis baldosas blancas.

Son necesarias 18 baldosas grises.

e Supongamos que tenemos 7 baldosas blancas:
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Figura 4. Dibujo orientativo del problema con una fila de siete baldosas blancas.

Son necesarias 20 baldosas grises.

Punto 3. Como los alumnos pueden comenzar a observar, ir contando los
cuadrados de las baldosas grises se vuelve cada vez mas tedioso a medida que
aumenta el numero de baldosas blancas. En este escenario, resulta una buena
idea intentar encontrar un sistema para computarlos de una forma mas sencilla.
Entonces, se les sugiere a los estudiantes que busquen una regla general para
ello, y la expresen verbalmente. En concreto, mediante las siguientes cuestiones

se les orienta para llevar a cabo esta tarea:

e ;Qué patrones de comportamiento se repiten en los casos particulares?
e ;CoOmo se configura cada caso?
e Qué relacion hay entre las baldosas al aumentar en una unidad las

blancas?

Los alumnos deben intentar establecer una hipétesis de la secuencia. A modo
de recomendacion, el profesor propone que construyan una tabla y completen
con algunos casos mas de los estudiados en el punto 2. Para esta parte de la

sesion disponen de 35 minutos.
Tabla 1

Ejemplo de tabla con casos particulares del problema.

Numero de baldosas blancas Numero de baldosas grises
5 52+3+3=16
6 62+3+3=18
7 724+3+3=20
8 82+3+3=22
9 9-24+3+3=24
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10 10-2+3+3=26

Lo siguiente que deben hacer buscar qué regularidades se observan en ella. En
esta parte de la clase, los alumnos pueden organizarse libremente por grupos
(de maximo 4 personas) y poner ideas en comun. Algunas de las caracteristicas
que podrian extraer de la tabla, son:

e Por cada baldosa blanca que se afade, el total de baldosas grises
aumenta en dos unidades.

e El numero de baldosas grises siempre es par.

e La primera y la ultima columna permanecen constantes, siempre estan
formadas por tres baldosas cada una, independientemente del numero de

baldosas blancas.

En este momento, el alumno ya esta en condiciones de establecer una conjetura
del problema, el cual debe expresar verbalmente de una forma similar a la que

sigue:

“El numero de baldosas grises necesarias para rodear la fila de baldosas
blancas es el doble de baldosas blancas mas las de los extremos.”

Tras ello, el profesor lanza una pregunta al aire, dejandola como actividad: ;Se
puede calcular asi el numero de baldosas grises necesarias para 11, 12, 13, 14

y 15 baldosas blancas? ; Podemos ya resolver el problema inicial?

Punto 4. A continuacion, se plantea la siguiente pregunta: ;cuantas baldosas
grises son necesarias para una fila de N losas blancas? Con ello, el docente
impulsa a los alumnos que expresen algebraicamente la generalizacion verbal
del punto anterior, de forma individual. En esta parte, deben ser capaces de
plantear las variables involucradas y establecer relaciones entre ellas. Se les
orienta a través de cuestiones y apartados como:

e Qué variable es la que queremos calcular? ;De qué depende?

e ;Cuantas variables son necesarias para formalizar la relaciéon? ¢ Cuales
son esas variables?

e Simbolizar cada variable. Cuando se trata de secuencias de numeros

naturales, es habitual utilizar N.
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Las variables a definir, son:

e N: numero de baldosas blancas.

e Gy: numero de baldosas grises.

El tiempo dedicado a este punto es de 25 minutos. Al término de éste, los

alumnos deben ser capaces de establecer la relacion:
Gy=2-N+6 N>1.

Hasta aqui, se han seguido con detenimiento cada una de las etapas propuestas

por Mason en tareas de generalizacion.

Punto 5. El siguiente paso es formalizar? la relacién de generalizacion y
comprobar su validez a partir del estudio de mas casos particulares. Como
sugerencia, el docente indica que construyan una nueva tabla de acuerdo a las
variables establecidas y con terminologia funcional (pues ya ha sido estudiado
al pertenecer al curriculo del curso de 3° ESO):

Tabla 2

Ejemplo de tabla con casos particulares del problema expresados con una

relacion funcional.

N 1 2 3 4 5 1320 N
G(N) 8 10 12 14 16 2646 2:N+6

Se les incita a obtener conclusiones de lo trabajado hasta ahora, como:

e Larelacion entre las variables es lineal. La grafica de la funcion representa
una recta en el plano.

e Puede utilizarse para calcular cualquier numero de baldosas grises.

Finalmente, con la participacién de la totalidad del grupo se trata de enunciar la
ley general del problema, semejante a:

2 No se pretende estrictamente demostrar la validez de la expresién, ya que seria necesario
emplear de forma rigurosa el método de induccion para ello, y no es constituye un objetivo en
estos niveles educativos ni en esta propuesta de investigacion. La finalidad de este apartado es
comprobar con casos concretos que la ley general funciona.
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“El numero de baldosas grises necesarias para rodear la fila de N baldosas

blancas es el doble de N mas seis.”

Y, se responde a lo pedido en el problema para concluir: “son necesarias 2646
baldosas grises para rodear una fila de 1320 baldosas blancas.”

El tiempo estimado en esta parte de la sesion es de 25 minutos. Al término de
este punto, ya se habrian trabajado las etapas de ver, describir y formular.

Punto 6. Una vez trabajada la generalizacion matematica desde una perspectiva
geomeétrica y analitica, lo siguiente de la sesion es llevar a cabo un debate sobre
la conceptualizacién durante aproximadamente 15 minutos. Es decir, qué
nociones se han utilizado y qué se ha aprendido nuevo en esta sesidn por parte

del alumnado. De lo primero:

e Numero natural. Fue el concepto mas utilizado y clave para la
simbolizacidn de las relaciones en las sucesiones y funciones.

e fFunciones. Se ha trabajado el concepto de variable dependiente e
independiente, su expresion y como se representaria la relacion en una

grafica.

De lo segundo puede destacarse el conocimiento de una nueva herramienta para
la resolucion de problemas que involucren secuencias y patrones: construccion

relaciones y formulas generales.

Punto 7. Después, son propuestas actividades para realizar en casa con el
objetivo de trabajar y afianzar lo visto durante la intervencidén pedagogica.

Consideremos el conjunto de los numeros naturales N
(contando a partir de 1). ¢Cuanto suman los diez primeros numeros
naturales? ¢Y los 207 Obtén una formula general para calcular la suma

de los N primeros numeros naturales.

Halla el numero de palillos necesarios para construir una torre

de N plantas como las del dibujo.
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1 planta 2 plantas 3 plantas

*Problema extraido y modificado de Arbona et al. (2017).

En una fiesta de cumpleafios habia un total de 36 nifios. Todos
se saludaron mutuamente chocandose con el pufio. ¢Cuantos saludos

hubo en total?

*Problema extraido y modificado de Munera (2008).
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6.3. Anexo llI: Prueba Final
Duracion: 75 minutos.

PROBLEMA 1: el triangulo de Pascal. Observa la siguiente piramide y calcula

cuanto suman los numeros de la fila N.

*Problema extraido y modificado de Donaire et al. (2011).

PROBLEMA 2. Un grupo de arquitectos esta construyendo bloques de edificios
en forma de L y cuya unidad de estructura es el cubo (véase la imagen). Una vez
armados, son pintadas de color azul las caras visibles (las que se apoyan en el

suelo no son visibles). En la construccidén N, jcuantas caras se pintaran?

Construccion 1 Construccion 2 Construccion 3

*Problema extraido y modificado de Donaire et al. (2011).

PROBLEMA 3: numeros poligonales. Algunos numeros naturales estan
asociados a poligonos y tienen nombres geométricos. En la siguiente figura
estan representados los numeros triangulares, cuadrados, pentagonales y

hexagonales:
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Responde a los siguientes apartados.

Encuentra una formula para Ty.

Encuentra una formula para Sy.

¢ A qué numero cuadrado es igual Ty + Ty,1?

Busca una relacion entre los numeros pentagonales y los triangulares.
¢Puedes encontrar una formula que nos dé un numero pentagonal
cualquiera?

Busca una relacion entre los numeros hexagonales y los triangulares.
¢Puedes encontrar una formula que nos dé un numero hexagonal

cualquiera?

*Problema extraido y modificado de Donaire et al. (2011).
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