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Abstract in English

The goal of this paper is to explain the operation and mathematical justification of
the TA (Triangle Area, [9]) algorithm, which is used to estimate the Hurst exponent
of self-similar processes with stationary increments. The multiple applications of the
Hurst exponent in fields as diverse as economics, hydrology, medicine, etc., can be re-
viewed in the literature. Therefore, the correct estimation of the Hurst exponent is not
a trivial problem and advances in this field contribute to improve the results obtained
in the procedures involving this exponent.

In order to understand well this method, which has been recently introduced, a
review of the self-similar processes with stationary increments is carried out. Starting
from Probability Theory, all the previous concepts are introduced in order to under-
stand well the details of the mathematical foundation of the algorithm.

In addition to the TA method, the procedure of other methods to estimate the Hurst
exponent is detailed. In this way, the justification of the TA method can be put into
context. One of the methods discussed is the TTA method, whose mathematical justi-
fication allows us to understand the precursor idea of the TA method.

By Monte Carlo simulations, we study the advantages and disadvantages of the TA
algorithm with respect to other algorithms in terms of algorithm accuracy. In this way
we can observe under which situations the TA method achieves more accurate results
than other commonly used methods.

II1






Resumen en espaniol

Este trabajo tiene como objetivo exponer el funcionamiento y la justificaciéon ma-
tematica del algoritmo TA (Triangle Area, [9]), que sirve para estimar el exponente
de Hurst de procesos autosimilares con incrementos estacionarios. En la literatura se
pueden revisar las multiples aplicaciones que tiene el exponente de Hurst en campos
tan diversos como la economia, la hidrologia, la medicina, etc. Por tanto, la correcta
estimacion del exponente de Hurst no es un problema baladi y las aportaciones en este
campo contribuyen a mejorar los resultados que se obtienen en los procedimientos que
involucran a este exponente.

Para poder entender bien este método, que ha sido introducido recientemente, se
realiza una revision de los procesos autosimilares con incrementos estacionarios. Par-
tiendo de la Teoria de la Probabilidad, se introducen todos los conceptos previos para
poder entender bien los detalles del fundamento matematico del algoritmo.

Ademas del método TA, se detalla el procedimiento de otros métodos para estimar
el exponente de Hurst. De esta forma, se puede poner en contexto la justificacion del
método TA. Uno de los métodos que se tratan es el método TTA, cuya justificacion ma-
tematica nos permite comprender la idea precursora del método TA.

Mediante simulaciones de Monte Carlo, estudiamos las ventajas y desventajas que
presenta el algoritmo TA respecto a otros algoritmos en cuanto a la precision del algo-
ritmo se refiere. De esta forma podemos observar bajo qué situaciones el método TA
consigue resultados mas precisos que otros métodos que se suelen usar.






Introduccion

Los procesos con memoria larga o memoria a largo plazo han sido objeto de estudio
durante mucho tiempo y presentan una infinidad de aplicaciones para las series tem-
porales que encontramos en nuestro entorno. Uno de los procesos mas utilizados con
memoria larga es el proceso autosimilar, para el que se usa el exponente de Hurst como
herramienta para analizar esta memoria larga. A lo largo de este capitulo veremos una
breve introduccion historica de los conceptos mas importantes del trabajo, una moti-
vacion y justificacion del enfoque empleado y un breve resumen de la importancia de
cada uno de los capitulos que componen el presente trabajo.

Sinos fijamos en el desarrollo histérico de los procesos con memoria larga, a finales
del siglo XIX ya se empezaron a observar indicios de la posible presencia de memoria
en los procesos estocasticos en diversos campos, como la astronomia. El exponente de
Hurst es una de las herramientas que se desarrollaron para medir esta memoria larga
a mediados del siglo XX. En concreto, esta metodologia fue introducida por el hidré-
logo inglés Harold Edwin Hurst en 1951 ([1]), con el objetivo de poder comprender y
predecir la cantidad de agua que debia albergar un embalse del rio Nilo. En los da-
tos obtenidos se podia observar como, a menudo, las crecidas mas grandes del Nilo
tendian a agruparse, al igual que hacian las crecidas mas pequenas. Los estudios de
la época mostraban que no habia evidencia de una correlacién estadistica en los datos
obtenidos, motivando la aparicién de una nueva metodologia para explicar este hecho.
A través del desarrollo de este nuevo método, Hurst consiguié analizar las fluctuacio-
nes del rio a lo largo del tiempo y lleg6 a ciertas conclusiones sobre la forma en la que
se debia actuar con respecto a aumentar o no la capacidad del embalse, consiguiendo
resultados muy buenos. Cabe destacar que su teoria se vio influenciada por el desarro-
llo del movimiento browniano realizado por Einstein en el siglo XX, mediante el cual
logré describir el movimiento de las particulas en un fluido.

En los anos 60 del siglo XX, Benoit Maldebrot, junto con otros colaboradores, re-
cogio los trabajos de Hurst y desarroll6 la teoria de los fractales y la autosimilaridad,
introduciendo ademas el exponente de Hurst en el mundo de las finanzas. Los estudios
realizados se basaron en el método RS (rango reescalado), que les permitié obtener el
exponente de Hurst mediante la razon entre la suma parcial de los rangos de las desvia-
ciones de las medias de una serie de tiempo y las desviaciones tipicas correspondientes.
Debido a su funcionamiento sencillo, este método fue utilizado durante mucho tiempo
para estimar el exponente de Hurst.

Los procesos autosimilares fueron introducidos por Lamperti en [2], y son el tipo
de proceso en el que nos hemos basado para desarrollar este trabajo. Existen muchos
tipos de procesos autosimilares como los movimientos brownianos, brownianos frac-
cionales, bifraccionales, subfraccionales... Para mas informacién sobre todos estos ti-
pos de procesos autosimilares resulta muy util la referencia [3]. En nuestro caso, nos
centraremos en los procesos autosimilares con incrementos estacionarios, que descri-
biremos en profundidad mas adelante. En particular, usaremos para nuestras simula-
ciones movimientos brownianos fraccionales, el Gnico proceso autosimilar gaussiano
con incrementos estacionarios. Para revisar como se trabaja con procesos autosimilares
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

no gaussianos con incrementos estacionarios se recomienda la referencia [4].

El coeficiente de Hurst, que se suele denotar por H, recoge el nivel de autosimilari-
dad del proceso. Este valor se encontrara entre 0 y 1, y en funcién del valor numérico
que tome podremos sacar unas conclusiones u otras sobre el proceso autosimilar que
queremos analizar. Distinguimos los siguientes tres casos:

» Si0< H <0.5, tenemos que el proceso es antipersistente. Los incrementos expe-
rimentan cierta reversion hacia la media, ya que la trayectoria de los incrementos
tiende a retroceder sobre si misma. La covarianza que obtendriamos en este pro-
ceso seria negativa.

» Si H = 0.5, estariamos ante un proceso aleatorio, ya que los incrementos que
tendriamos serian independientes. La covarianza obtenida seria cero.

» Si 0.5 < H <1, el proceso seria persistente. Esto significa que las trayectorias
que siguen los incrementos del proceso tienden a ir en la misma direcciéon. La
covarianza obtenida en este caso seria positiva.

Aqui se puede observar como a través del exponente de Hurst podemos obtener una
informaciéon muy valiosa sobre el comportamiento de un determinado proceso autosi-
milar. Esta relacion que hemos establecido en torno al valor numérico del exponente
de Hurst sera debidamente justificada a lo largo del trabajo.

Las aplicaciones que se han llevado a cabo con el exponente de Hurst son muy
amplias y en campos muy diversos, convirtiendo a esta herramienta en una de las
principales para analizar la memoria larga de los procesos. Algunas de las multiples
aplicaciones que se han llevado a cabo lo han hecho en disciplinas como la economia
([5]), psicologia ([6]), geodesia ([7]), medicina ([8]), y un largo etcétera.

Como se ha mencionado en el parrafo anterior, hay una gran cantidad de aplicacio-
nes del exponente de Hurst. En la realidad, trabajamos con lo que denominamos series
autosimilares, series temporales provenientes de procesos autosimilares. Uno de los
aspectos mas importantes para poder sacar buenas conclusiones es que la estimacion
del exponente de Hurst que hagamos sea correcta. Aqui entra en juego el método TA
([9]) que queremos explicar, ya que nos proporciona una herramienta para estimar el
exponente de Hurst de procesos autosimilares con incrementos estacionarios.

Por tanto, el objetivo principal de este trabajo es desarrollar, justificar y explicar el
funcionamiento y las ventajas del método TA. Para ello, el capitulo 2 lo dedicaremos
a establecer una serie de preliminares, comenzando por la Teoria de la Probabilidad
y los Procesos Estocasticos, que nos proporcionaran herramientas para poder desa-
rrollar el trabajo. Ademas, en este capitulo estudiaremos en profundidad los procesos
autosimilares, justificando también la relacion entre el exponente de Hurst y el com-
portamiento del proceso que hemos establecido en esta introduccion. En el capitulo 3,
estudiaremos algunos métodos muy utiles para estimar el exponente de Hurst y que
nos ayudaran a comprender el funcionamiento del método TA. En el capitulo 4, descri-
biremos el algoritmo TTA, mostrando la idea mediante la cual se puede introducir el
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método TA, que sera explicado y justificado. En el capitulo 5, realizaremos una serie de
simulaciones de Monte Carlo para evaluar la precision del método TA respecto a otros
meétodos para comprobar sus ventajas e inconvenientes. Finalmente, en el capitulo 6 se
recogen las conclusiones que se han ido obteniendo a lo largo del trabajo.






Preliminares

Este capitulo tiene como objetivo recopilar los conceptos y resultados matematicos
que necesitaremos para desarrollar el resto del trabajo. Para ello, partiremos de ciertas
definiciones y teoremas provenientes de la Teoria de la Probabilidad y los Procesos Es-
tocasticos, para después formalizar el concepto de proceso autosimilar y el exponente
de Hurst.

2.1 Teoria de la Probabilidad y Procesos Estocdsticos

Para el desarrollo de esta seccion se han utilizado las referencias [10] y [11], donde
se pueden revisar las definiciones y teoremas recogidos con mayor profundidad.

Comenzamos definiendo el concepto de o-algebra. Sea () un espacio muestral, di-
remos que la clase de subconjuntos A de Q) es una c-algebra si verifica:

s 0,Qe A
» Para cada A € A, se tiene que Q \ A € A.

» Si{A,},ey es una familia de subconjuntos finita o infinita numerable, entonces se
tiene que U,nA,, € A.

Denominamos espacio medible al par (Q),.A). En este caso trabajaremos en el es-
pacio euclideo R, utilizando para ello el espacio de Borel real (R,), donde B es la
o-algebra generada por los subconjuntos abiertos de R. De igual forma, para el con-
cepto de proceso estocastico también necesitaremos el espacio de Borel de R", que
denotamos como B(R"). Veamos ahora la definiciéon de medida.

Definicion 2.1. Sea (Q,.A) un espacio medible, una medida y sobre (Q, A) es una funcion
que satisface:

= u(0)=0.
» u(A)€[0,1] para todo A € A.

» Si Ay, Ay,... es una sucesion disjunta de conjuntos de A y U7’ A, € A, entonces
WU Ay) = Loy (A

A la terna (Q), A, u) se le denomina espacio medible. En ocasiones, la o-algebra que
se toma esta contenida en las partes de (2. Un problema importante a considerar en
estos casos es que este espacio debe ser completo (para todo B C A € A con u(A) =0,
B € A) y esto no sucede siempre. Para solventar este problema podemos completar
nuestra medida inicial hasta una medida que sea completa, en lo que se conoce co-
mo completacion de un espacio de medida. Ademas, el método de Carathéodory nos
permite extender medidas definidas sobre algebras a medidas definidas sobre su o-
algebra minimal.

En nuestro caso trabajaremos con un tipo particular de medidas denominadas me-
didas de probabilidad (P), que son medidas que verifican la condicion p(€2) = 1. En el
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2. PRELIMINARES

caso de que tengamos una medida de probabilidad sobre un espacio medible, diremos
que estamos ante un espacio de probabilidad (€2, A, P), que sera sobre el que trabajare-
mos.

Debido a la importancia que tiene el calculo de probabilidades sobre el espacio de
Borel real, cabe destacar la relevancia de la medida de Lebesgue definida sobre este es-
pacio, ya que esta relacionada con la funcién de distribucion, que nos permite estudiar
las medidas de forma mas sencilla. Mediante el Teorema de Correspondencia se pue-
de ver como las funciones de distribucion caracterizan a las medidas de Lebesgue. En
concreto, en este trabajo trataremos con las funciones de distribucion de probabilidad.

Vamos a introducir ahora sobre el espacio de probabilidad (€2, A, P) el concepto de
variable aleatoria. Partimos de la siguiente definicion previa.

Definicion 2.2. Sea (QQ1,A;) v (QQ,, Ay) dos espacios medibles. Diremos que la aplicacion
X :(Qq, A1) = (Q,, Ay) es medible respecto a las o-dlgebras de los respectivos espacios de
sucesos si para todo B € A,, se tiene que X~ '(B) € A;.

Una aplicacion medible sobre el espacio de Borel se dice que es una funcion medi-
ble. Veamos ahora la definicion de variable aleatoria.

Definicion 2.3. Sea (Q),A, P) un espacio de probabilidad y (R, B) el espacio de Borel real.
La funcion medible X : (Q2, A, P) — (R, B) se denomina variable aleatoria.

Estas variables aleatorias quedan por tanto determinadas por una distribucion de
probabilidad Py dada por:

Px(B)=P[X € B] = P[{w € Q : X(w) € B}], VB e B.

A su vez, la ley de probabilidad de una variable aleatoria también estara determi-
nada por su funcién de distribucion de probabilidad Fy.

Una vez hemos definido el concepto de variable aleatoria, podemos pasar a revisar
el concepto de proceso estocastico.

Definicion 2.4. Sea (Q), A, P) un espacio de probabilidad y T un conjunto arbitrario. Un
proceso estocdstico es una coleccion de variables aleatorias {X(t,w):t € T, w € Q} definidas
sobre el mismo espacio de probabilidad (Q, A, P).

Al conjunto arbitrario T se le denomina conjunto de indices y en muchas ocasiones
se utiliza para designar el tiempo. En adelante, tomaremos este conjunto como [0, o).

En un proceso estocastico, para cada t € [0, 00) tenemos una variable aleatoria. En
los siguientes capitulos usaremos las funciones t — X(t, w) definidas en t € [0, c0) sobre
R, con w € () fijo. A esta funcidn se le denomina trayectoria o realizacion del proceso
estocastico. Por tanto, para cada w € () tendriamos una trayectoria del proceso estocas-
tico. En las posteriores aplicaciones, nos encontraremos una realizacién discretizada de
un proceso estocastico, ya que por lo general estaremos ante un conjunto finito de va-
lores. A estas discretizaciones las denominaremos series.



2.2. Procesos autosimilares

Al igual que una variable aleatoria X esta determinada por su funcién de pro-
babilidad, un proceso estocastico estara determinado por sus distribuciones finito-
dimensionales. Sea {X(t,w): t > 0,w € (O} un proceso estocasticoy 0 < ty,t5,...,t, < o0,
entonces para para todo B € B(R") y todo w € () definimos la distribucién finito-
dimensional como:

Py 1,1, Bl = P[(X(t1, ), X(t, w), ..., X(t,, w)) € B].

Este concepto nos servira para introducir una definicién que sera necesaria para
algunos desarrollos posteriores del trabajo.

Definicion 2.5. Sean {X(t,w):t>0,w € Q} e {Y(t,w): t > 0,w € Q} dos procesos estocds-
ticos definidos sobre el mismo espacio de probabilidad (X, A,Q)), diremos que estos procesos
son iguales en distribucion si para todo w € QQ, 0 < ty,t,,...,t, <co y Be B(R"):

P[(X(t, w), X(ty, w),..., X(t,, w)) € B] = P[(Y(t, w), Y(tp, w),..., Y(t,, w)) € B].

Cuando tengamos dos procesos estocasticos que presenten esta igualdad en distri-
bucién lo notaremos como ~.

2.2 Procesos autosimilares

Dedicaremos esta seccion a definir los procesos autosimilares y a describir sus pro-
piedades mas relevantes que tendremos que utilizar para el posterior desarrollo del
trabajo. Para ello seran utiles las referencias [12], [13] y [14].

En primer lugar, veamos a qué nos referimos cuando hablamos de proceso autosi-
milar.

Definicion 2.6. Diremos que un proceso estocdstico {X(t,w):t > 0,w € Q} es autosimilar
con pardmetro de autosimilaridad H > 0si V¢ >0y w € Q, tenemos que:

X(ct,w)~cX(t,w),  Vt>0.

Al parametro de autosimilaridad H se le denomina coeficiente o exponente de
Hurst. Como se puede observar, la definicidon de proceso autosimilar implica una igual-
dad en distribucidn, lo que sera un aspecto a tener en cuenta para el desarrollo de al-
gunas secciones posteriores. Si tenemos una realizacion o trayectoria del proceso auto-
similar y la discretizamos obtendriamos lo que denominamos como serie autosimilar.
A estas series autosimilares seran a las que le estimaremos el exponente de Hurst de
forma practica en los siguientes capitulos.

Si tenemos que X(t, w) es un proceso autosimilar, entonces X(0, w) ~ CHX(O, w) para
todo ¢ > 0, por lo que X(0,w) = 0 con probabilidad uno.

Una propiedad muy interesante que pueden verificar los procesos autosimilares es
que sus incrementos sean estacionarios.Veamos de forma rigurosa esta definicion.
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Definicion 2.7. Sea {X(t,w):t > 0,w € Q} un proceso estocdstico. Diremos que los incre-
mentos de este proceso son estacionarios si se verifica:

X(t+1,w)—X(t,w) ~ X(1,w) - X(0, w)
para todo t >0y todo T > 0.

Atendiendo a esta definicion, los incrementos de un proceso seran estacionarios
cuando su distribucion solo dependa del lapso 7 y no del instante t. Durante el presen-
te trabajo trataremos con procesos autosimilares que verifiquen esta propiedad. Cabe
mencionar que un proceso autosimilar X(f,w) no nulo nunca podra ser estacionario,
ya que aplicando la autosimilaridad y la estacionariedad en la siguiente igualdad lle-
gariamos a un absurdo:

E[IX(t,)I’] = E[IX(ct, )] = FTE[IX (£, )],

Notese que en este caso tendriamos que X(t,w) = 0 casi seguro, lo que es una con-
tradiccion.

El siguiente teorema nos aporta informaciéon sobre los valores en los que puede
variar el exponente de Hurst de un proceso autosimilar con incrementos estacionarios.

Teorema 2.1. (ver [15]) Sea {X(t,w):t > 0,w € Q} un proceso autosimilar con indice de
autosimilaridad H e incrementos estacionarios, tal que P[X(t,w) = 0] > 0. Si existe y > 0
tal que E[|X(1, w)|”] < oo, se tiene que:

1

1) SiO<y<1,entoncesO<H<y

1) Siy >1,entonces 0 <H < 1.

Demostracion:

1) Sea 0 <y < 1. En primer lugar, destacar que para la demostracién usaremos la
siguiente desigualdad:
(a1 +ay) <ai/+a§ (2.1)

para todo aj,a; > 0y ¥ < 1. Como se tiene por hipétesis que P[X(1,w) = 0] >
0, podemos asumir que P[X(1,w) # 0] = 1 sin pérdida de generalidad, ya que
P[X(1,w) =0] =P[X(t,w) = 0] paratodo t > 0 (ver lema 3 de [19]). Nétese que por
ser un proceso autosimilar tenemos que P[X(0) = 0] = 1. Como los incrementos
del proceso X(t, w) son estacionarios:

P[X(2,w)-X(1,w) = 0] = P[X(1,w) - X(0,w) = 0] = P[X(1,w) = 0] = 1.
Se sigue utilizando la desigualdad 2.1:
1X(2,w)]” < (1X(2,w) - X(1,w)| +|X(1,w)])” <|X(2,w)-X(1,w)]” +|X(1,w)|".
Tomando esperanzas en la anterior expresion, se tiene

E[IX(2,w)l”] < E[|X(2, w) = X(1, @)]” + |X(L, 0)"],
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y por las propiedades de autosimilaridad e incrementos estacionarios del proce-
so:

E[IX(2, )] = 2"V E[IX (1, w)]"]
<E[IX(2,w) - X(1, )] +|X(1, )]
= E[|X(1, w) - X(0, w)|” ] + E[IX(1, )| ]
= E[IX(1,0)" ] + E[IX(1,w)]"]
= 2E[IX(1, )]

Por tanto, tenemos que 2HVE[|X(1,w)|”] < 2E[|X(1,w)|?], por lo que 2H7 < 2, de
donde 0 < H < %

n) Sea y > 1. Si ¥ > 1, entonces existe el momento de orden « para todo a < y
y, en particular, para todo 1 < @ < y. Tomando % con 1l < a <y, que es menor
que 1, podemos aplicar el primer apartado, de forma que H < a para todo a €
(1,7). De aqui se deduce que 0 < H < 1 para todo y > 1. Para el caso en el que
y =1, se tiene que E[|X(1,w)|] < oo y aplicando las propiedades de los procesos
autosimilares y que los incrementos son estacionarios:

E[|1X(2, )] = E[I(X(2, @) - X(1, )) + X(1, w)l]
<E[IX(2,w) - X(1, w)|] + E[IX(1, w)|]
= 2E[|X(1, w)[].

De esta forma se tiene que E[|X(2, w)|] < 2E[|X(1, w)|], pero por otro lado:
E[IX(2,w)] = 2" E[IX(1, w)]],
de donde 2 < 2, teniendo entonces que H < 1.

|

Por tanto, si tenemos un proceso autosimilar con incrementos estacionarios y va-

rianza finita, el exponente de Hurst de dicho proceso oscilara entre cero y uno tal y
como indica el teorema, es decir, 0 < H < 1.

Por otro lado, existe una relacion entre los procesos autosimilares y los procesos
estacionarios muy interesante que se recoge en el siguiente teorema.

Teorema 2.2. (ver [14, 16]) Sea {X(t,w) :t > 0,w € Q} un proceso autosimilar con indice
de autosimilaridad H, entonces el proceso {Z(t,w) : t > 0,w € Q} definido como

Z(t,w)=e X (e, w)
es estacionario. Reciprocamente, si {Z(t,w) : t > 0,w € Q} es un proceso estacionario, en-
tonces X(t,w) = t Z(In(t),w) es un proceso autosimilar con exponente de autosimilaridad

H.

Demostracion:




2. PRELIMINARES

Supongamos que {X(t,w) : t > 0,w € O} es un proceso autosimilar con indice de
autosimilaridad H, veamos que Z(t,w) = e_tHX(et, w) es un proceso estacionario. Apli-
cando la definicién de Z(t, w) y la autosimilaridad del proceso X(t, w):

Z(t+1,w) = e HOHX (T w)
— e—tH —THx( +T (1))
=e (e )X (e, w)
~e e ) ()X (e w)
=e"HX(e', ) = Z(t,w)
para todo T > 0. Asi, tenemos que Z(t + 7, w) ~ Z(t, w), por lo que el proceso Z(t, w) es
estacionario.
Reciprocamente, sea {Z(t,w) : t > 0,w € QQ} un proceso estacionario, tenemos que

ver que el proceso X(t,w) = t"Z(In(t), w) es autosimilar. Si aplicamos la definicién de
X(t,w) y la estacionariedad de Z(t, w):
(t
=1

X(tt,) = (t1)" Z(In(t1), w)
" Z(In(t)+ In(1), w)
HZ(In(t), w)

:THX( t,w)

para todo T > 0. Por tanto, tenemos que X(f, w) es un proceso autosimilar de indice H
ya que X(tt,w) ~ T X(t, w).
[

Otra propiedad muy interesante de los incrementos de un proceso estocastico es la
siguiente.

Definicion 2.8. Sea {X(t,w):t > 0,w € Q} un proceso estocdstico. Diremos que los incre-
mentos del proceso son autosimilares si se verifica para cierto H > 0 que:

X(t+71c,0)—X(tw) ~ tH(X(t+c,w) - X(t, w))
para todo t >0, todo ¢ > 0 y todo T > 0.

Un aspecto a considerar relacionado con este concepto es que si tenemos un pro-
ceso estocastico X(f,w) con incrementos autosimilares se verifica la siguiente ley de
potencias (ver el corolario 3.6 de [17]):

M(tc)d ~ ™ M(c)i (2.2)
donde M(tc) = My(tc) y M;(7c) es definida como
M;(tc) = sup{X(r,w) - X(t,w) : r € [t,t+ tc]} —inf{X(r,w) - X(t,w) : ¥ € [t,t + TC]}

para todo t > 0, todo ¢ >0y todo T > 0.

Cabe destacar la relacion que existe entre los procesos autosimilares con incremen-
tos estacionarios y los procesos con incrementos autosimilares, que se puede observar
en el siguiente teorema.

10



2.2. Procesos autosimilares

Teorema 2.3. (ver [13]) Sea {X(t,w) : t > 0,w € Q} un proceso autosimilar con indice
de autosimilaridad H e incrementos estacionarios, entonces dicho proceso también tendrd
incrementos autosimilares.

Demostracion:

Sea {X(t,w) : t > 0,w € QQ} un proceso autosimilar no nulo con incrementos esta-
cionarios. Tenemos que X(0,w) = 0 casi seguro para todo w € Q por ser X(t,w) un
proceso autosimilar. Aplicando esta propiedad y la estacionariedad de los incremen-
tos, se llega a que

X(t+1c,w)—X(t,w) ~ X(tc,w) — X(0,w) ~ X(7c, w)

para todo t > 0, todo ¢ > 0 y todo T > 0. Utilizando ahora que el proceso X(t,w) es
autosimilar, se sigue
X(te,w) ~ X (c, w)

y asi, se tiene que
™ X(c,w) ~ tH(X(c, w) - X(0,w)) ~ T (X(t + ¢, w) — X (t, w)),

utilizando de nuevo que el proceso es autosimilar y que sus incrementos son estacio-
narios. De esta forma tenemos que

X(t+71c,w)—X(tw) ~ tH(X(t+c,w) - X(t, w))

para todot >0, todo ¢ > 0y todo T > 0, y por tanto los incrementos del proceso X(t, w)
son autosimilares.

Movimientos brownianos fraccionales

En este apartado vamos a describir un tipo concreto de proceso autosimilar con in-
crementos estacionarios, el movimiento browniano fraccional.

Un movimiento browniano fraccional es un proceso gaussiano con media 0 y una
funcion de autocovarianza dada por:

_ Var(X(1, w))

2H 2H 2H
P+ P -y - 1),

R(ty, t2) = Cov(X(ty, w), X(tp, w))
Notese que la funcion R es definida positiva para todo t;,¢, >0y todo 0 < H < 1.
De esta forma quedaria definido el movimiento browniano fraccional, que se suele
denotar como {By(t,w):t > 0,w € ()} para cierto 0 <H <1.S5i H = % tenemos el clasi-
co movimiento browniano, donde los incrementos son independientes. El movimiento
browniano fraccional es el iinico proceso gaussiano, autosimilar y con incrementos es-
tacionarios. A partir de nuestra definiciéon, veamos que en efecto el movimiento brow-
niano fraccional es autosimilar y estacionario.

Teorema 2.4. (ver [14, 18]) Sea {By(t,w) : t > 0,w € Q} un movimiento browniano frac-
cional, entonces By (t, w) es autosimilar y tiene incrementos estacionarios.

11
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Demostracion:

Por un lado, el movimiento browniano fraccional sera autosimilar si se verifica que
By (tt,w) y T By(t, w) siguen la misma distribucién para todo T > 0. Al ser el proceso
By (t, w) gaussiano, se tiene que By (t7,w) y T By (t, w) también son gaussianos, y por
tanto para ver que los dos procesos siguen la misma distribucién bastara con ver que
sus varianzas son las mismas:

Var(By(tt,w)) = Cov(By(tt, w), By(tT, w))

Var(By(1,w)) .. oy 2H
5 (Itr[=7 + [tr]7)

= Var(By(1, w))t?H|t]*H

= 21 Cov(By(t,w), By (t, w))
= Cov(tH By (t, w), T By (t, w))
= Var(t" By (t, w)).

Asi, se tiene que By (T, w) ~ T By (t, ) y por tanto el proceso By (t, ) es autosimilar.

Por otro lado, para que el movimiento browniano fraccional {By(t,w):t > 0,w € Q}
tenga incrementos estacionarios, se tiene que dar la igualdad en distribuciéon By(t +
T, w)—-By(t,w) ~ By(t, w)-By(0, w) para todo T > 0. Como By(t, w) es un proceso gaus-
siano con media 0, tenemos que tanto By(t + T, w) — By(t, w) como By (7, w) — By (0, w)
seran procesos gaussianos con media 0. Veamos que también tienen la misma varian-
za:

Var(By(t + 1, w) - By(t,w)) = Var(By (1, 0))|t + t|* + Var(By(1, w))|t]*H
—2Cov(By(t+1,w), By (t, w))
= Var(By(1, ))(Jt + /> +|¢|*H)
= Var(By (1, w))(|t + t[*" + [t = |7|*)

= Var(By(1, w))|t)*H,

Var(By(t, w)— By (0, w)) = Var(By(1, w))|t|*" = 2Cov(By (t + T, w), By (t, w))
= Var(By(1, w))lt*" = Var(By(1, o))(|t[*" = |7[*")
= Var(By(1, w))|t|*".

Por tanto, tenemos que el movimiento browniano fraccional tiene incrementos esta-
cionarios.
[ |
De esta forma hemos visto como el movimiento browniano fraccional es autosimi-
lar y sus incrementos son estacionarios. En caso de que se tenga que Var(By(1,w)) =1,
diremos que estamos ante un movimiento browniano fraccional estandar. Si tene-
mos un movimiento browniano fraccional {X(k,w) : k > R,w € Q}, como los incre-
mentos son estacionarios, el proceso {Y(k,w) : k > Z,w € 3} definido como Y (k, w) =
X(k+1,w)—-X(k, w) sera estacionario. A este proceso se le conoce como ruido gaussiano
fraccional, y su estudio también es objeto de interés.

El movimiento browniano fraccional es un proceso autosimilar con incrementos
estacionarios muy utilizado a la hora de modelizar muchas situaciones, y sera el que

12



2.2. Procesos autosimilares

utilizaremos en las secciones posteriores para estimar el exponente H mediante dife-
rentes procedimientos. En las figuras 2.1, 2.2 y 2.3 se pueden ver algunos ejemplos de
movimientos brownianos fraccionales para diferentes Hs.
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Figura 2.1: Movimientos brownianos fraccionales con H = 0. 1.
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Figura 2.3: Movimientos brownianos fraccionales con H = 0.9.

13



2. PRELIMINARES

2.3 Procesos con memoria

Esta seccion la dedicaremos a indagar en los procesos con memoria y a establecer
la relacion que existe entre los procesos autosimilares con incrementos estacionarios
en los que existe el momento de orden dos y este concepto de memoria larga. Una vez
vista esta relacion se podra observar la influencia que tiene el exponente de Hurst a
la hora de entender el comportamiento de una serie autosimilar y la importancia que
tiene poder estimar bien este parametro. Para el desarrollo de esta seccion utilizaremos
de nuevo la referencia [12].

En primer lugar, veamos qué entendemos cuando hablamos de la ‘memoria’ de un
proceso. Este concepto lo definimos sobre procesos estacionarios donde existe el mo-
mento de orden dos.

Sea {Y(t,w) : t € Z,w € (2} un proceso estacionario tal que existe su momento de
orden dos, cuya autocovarianza es yy(k) = Cov(Y (0, w), Y(k,w)) con k € Zy su densidad
espectral

Fr=5= ) wrle ™, Aelmnl 23)
k=—00

Antes de definir de forma rigurosa el concepto de memoria sobre este proceso, ne-
cesitamos conocer la siguiente definicién. Notese que el simbolo = indica que si tene-
f)

mos dos funciones f(x) y g(x) tal que f(x) = g(x) cuando x tiende a x;, entonces RE)

converge cuando x tiende a x.

Definicion 2.9. Diremos que una funcion L : (c,00) — R con ¢ > 0 varia lentamente en el
infinito en sentido Karamata si es positiva y medible para x suficientemente grande y existe
u >0 tal que:

L(ux) ~ L(x), X — oo.
Si dicha funcion es positiva para x suficientemente grande y para cierto o existe xy(0) > 0 tal
que para x > x((0) las funciones p;(x) = x°1(x) y po(x) = x~°1(x) son mondtonas, entonces
diremos que la funcion varia lentamente en el infinito en sentido Zygmund. Ademads, dire-

mos que una funcion varia lentamente en el origen (en cualquiera de los dos sentidos) si la
funcién L(x~1) varia lentamente en el infinito.

Una vez hecha esta definicion previa, vamos a introducir el concepto de ‘memoria’
en forma de dependencia lineal.

Definicion 2.10. Sea {Y(t,w) : t € Z,w € Q} un proceso estacionario tal que existe su
momento de orden dos, con autocovarianza yy(k) con k € Z y densidad espectral tal y como
se ha definido en 2.3. Entonces, si tenemos que

fr(A) =LA,

donde Lg(A) > 0 es una funcion que varia lentamente en 0, podemos hacer la siguiente
clasificacion en funcion del valor de d:

1) Si0<d< %, el proceso presenta dependencia a largo plazo.
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2.3. Procesos con memoria

) Sid=0ylimy_ L¢(A) = oo, el proceso presenta dependencia intermedia.

m) Sid=0y lim/\_>Lf(/\) = ¢y con 0< cf < oo, el proceso presenta dependencia a corto
plazo.

1v) Si —% <d <0, el proceso presenta antipersistencia.

Ademas de esta definicion, introducimos un teorema que necesitaremos para poder
mostrar la relacion del concepto de ‘memoria’ y los procesos autosimilares.

Teorema 2.5. (ver [12]) Sean fy(A) (A € [-1, 7)) la densidad espectral y yy (k) (k € Z) la
autocovarianza de un proceso estacionario tal que existe su momento de orden dos. Entonces,
si

py(t t+k) = Ly, (k) K[!

con L, (k) una funcion que varia en oo lentamente en sentido Zygmund, d € (—%,0) U (O,%) Y

Y kez 7 (k) < oo, entonces
FrA)~Le(A)A, A0

con L(A) = Ly(%)%l“(%l)sen(% —7td).

Una vez introducidos estos conceptos, vamos a ver la relacion que se establece en-
tre estos y los procesos autosimilares con incrementos estacionarios. Esta relacion se
puede ver en el siguiente teorema.

Teorema 2.6. (ver [12]) Sea {X(t,w) : t > 0,w € Q} un proceso autosimilar tal que sus
incrementos son estacionarios y existe su momento de orden dos. Definimos {Y (k,w) : k €
N,w € Q} como Y(k,w) = X(k + 1,w) — X(k, w) para todo k € N. Nétese que tenemos por
tanto que Y (k, w) es estacionario y existe su momento de segundo orden. Entonces se tiene
que:

1) Si0<H<O0.5, Y(t,w) es antipersistente.
1m) Si H=0.5, Y(t,w) es un proceso aleatorio.
m) Si0.5<H <1, Y(t,w) presenta dependencia a largo plazo.

Demostracioén:
Sea {X(t,w):t>0,w e Q} e{Y(k,w):keN,weQ} dos procesos tal y como se han
definido en el enunciado del teorema. En primer lugar, para todo i > j > 0 se tiene que

yx(i,i) = Var(X(i,w)) = i*HVar(X(1, w))
utilizando la autosimilaridad, y también que
Var(X(i,w)-X(j,w)) = Var(X(i—j,w)-X(0,w)) = Var(X(i—j,w)) = (i-j)*E Var(X(1,w))
por la estacionariedad de los incrementos. Ademas, sabemos que

Var(X(i,w) = X(j, w)) = yx (i, 1) + yx(j, ]) = 2x (i, ])
15
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por lo que se llega a que

yx(i,j) = 5 (rx(ii)+ yx(Go ) = Var(X(, @)= X))
_ VarX (L) o

A 2H - (i = M),

t]

De forma similar, utilizando los términos obtenidos, seria posible obtener la siguiente
expresion para la covarianza de Y (t, w):

Var(X(1, w))

5 ((k=1)* + (k+1)*H - 2(k)*H) (2.4)

yy(t,t+k)=

para todo t € Ny todo k € N. Si expresamos 2.4 mediante el desarrollo en serie de
Taylor en torno a O (téngase en cuenta que la funcién es derivable al menos en un
entorno de 0), obtenemos que

yy(tt+k)~ Var(X(1,w))H(2H - 1)K*172,
Teniendo en cuenta ahora la notacién de las definiciones previas, se tendria que
yy(tt+k) =Ly (k)k**"" ~ Var(X(1,0))H(2H - 1)K*H~2,
De aqui, se obtiene que L, (k) ~ Var(X(1,w))H(2H -1) y

K2H-2 _ g2d-1

Asi, tenemos que 2H — 2 = 2d — 1, de donde

H=d+ l
2
Noétese que para H = % se tiene que yy(t,t+k) ~ 0, de donde se deduce que el proceso
seria aleatorio. Teniendo en cuenta la definicién 2.10, se llega a lo que se queria de-
mostrar, ya que para 0 < H < %, se tendria que —% <d <0, por lo que el proceso seria
antipersistente, y para % < H <1 se tendria que 0 < d < %, presentando entonces el
proceso dependencia a largo plazo.
[
De esta forma, tenemos la relacion que comentabamos durante la introduccion; si
0 < H < 0.5, entonces el proceso es antipersistente, si H = 0.5 el proceso es aleatorio y
si 0.5 < H <1 el proceso es persistente.
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Meétodos para estimar el exponente de Hurst

Como hemos visto en el capitulo anterior, existe una relacién entre el valor del
exponente de Hurst de un proceso autosimilar con incrementos estacionarios y el com-
portamiento que tendra una serie autosimilar asociada a dicho proceso. Por tanto, a la
hora de poder obtener informacién sobre las series que provienen de procesos autosi-
milares con incrementos estacionarios resulta clave poder realizar una estimacién lo
mas verosimil posible del exponente de Hurst. Este capitulo lo dedicaremos a exponer
y explicar el fundamento matematico de algunos métodos que se utilizan para estimar
el exponente de Hurst. Estos métodos expuestos nos ayudaran a comprender mejor el
meétodo TA que sera introducido posteriormente.

No obstante, cabe mencionar que a la hora de calcular el exponente de Hurst de una
serie de la vida real, es tan importante estimar bien el exponente de Hurst como poder
verificar que el comportamiento de la serie es autosimilar, de lo contrario no tendria
sentido calcular el exponente de Hurst. En este trabajo partimos de series autosimila-
res generadas a partir de movimientos brownianos fraccionales, que como hemos visto
en el capitulo anterior son procesos autosimilares con incrementos estacionarios.

El primer método propuesto para estimar el pardmetro de autosimilaridad fue el
método RS ([1]). Este método, tal y como se ha expuesto en la introduccion, obtiene
una estimacion del coeficiente de Hurst a través del estadistico que se calcula como
la media de los cocientes del rango de las sumas de la serie de diferencias menos la
media en cada subintervalo entre la desviacion estandar de la serie de diferencias del
subintervalo correspondiente.

A lo largo de la historia han sido muchos los métodos propuestos para estimar el
exponente de Hurst de procesos autosimilares. Los mas clasicos y probablemente mas
conocidos son los algoritmos RS, DFA ([20]), ME-DFA(q) ([21]), DMA ([22]) y GHE(q)
([23]). Ademas, en los altimos afios se han propuesto otros procedimientos muy intere-
santes y con ciertas ventajas respecto a los mencionados, como son los métodos FD(q)
([24]). Cada uno de estos métodos tiene una serie de caracteristicas que hacen que en
seglin qué situacion sean mas o menos utiles.

En la siguiente secciéon vamos a describir mas en profundidad el método GHE(q),
uno de los mas utilizados para estimar el exponente de Hurst, profundizando en su
funcionamiento y en la fundamentacién matematica del mismo enfocada al calculo
del exponente en series autosimilares procedentes de procesos autosimilares con incre-
mentos estacionarios. Por ultimo, en la segunda seccion de este capitulo describiremos
el funcionamiento y las propiedades de los algoritmos FD(q).

3.1 Meétodos GHE(q)

El método GHE(q) (generalized Hurst exponent) fue introducido por Barabasi y
Vicsek en [23]. Este método es muy preciso y se suele usar para detectar la multifracta-
lidad. El método se basa en el comportamiento del valor absoluto de los incrementos de
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orden g de un proceso estocastico determinado. Sea {X(t,w) : t > 0,w € (2} un proceso
estocastico. El algoritmo se puede justificar a través del siguiente estadistico:

< X(t+1,w)-X(t,w)1 >
Kq(T) = <IX(t, )] >

Notese que para g = 2 tenemos que el estadistico es proporcional a la funcién de
autocorrelacion. A través de la siguiente expresion, seria posible calcular el exponente
de Hurst:

H
kq(T) oc T,

De forma empirica, si tenemos un proceso estocastico X(t,w) de longitud L, se pue-
de estimar el coeficiente de Hurst a través de la siguiente ley de potencias

X (t+ 1, 0) - X(t o))

qH(q)
L-t+1 et ’

donde g indica el orden del momento que utilizamos para estimar H.

Como en nuestro caso estamos tratando con procesos autosimilares con incremen-
tos estacionarios, vamos a dar en el siguiente teorema una justificaciéon al funciona-
miento del método GHE(q), que ha sido introducida en [9].

Teorema 3.1. Sea {X(t,w):t > 0,w € QQ} un proceso autosimilar con incrementos estacio-
narios, entonces es posible utilizar el método GHE(q) para estimar el exponente de Hurst del
proceso.

Demostracioén:
Sea {X(t,w) : t > 0,w € QQ} un proceso autosimilar con incrementos estacionarios.
Como los incrementos del proceso son estacionarios, se tiene que

X(t+1,0)-X(t,w)~ X(t,w) - X(0,w)
para todo f > 0. Ademas, como los incrementos son autosimilares, se llega a que
X(t,w) - X(0,w) ~ T (X(1, w) - X(0,w))

para todo T > 0. Si tomamos ahora el valor absoluto en la expresién anterior, tenemos
que
1X(t+ 1, 0) - X(t, w)| ~ T X (1, w) - X(0, w)|.

Tomando esperanzas se llega a que

E[IX(t+ 7, w) - X(t,w)|]] = E[*7]X(1, w) - X(0, w)|]

= E[|X(1, w) - X(0, w)|] ="

=ctH,
donde la constante ¢ es E[|X(1,w) — X(0,w)|]. De esta forma se tendria justificada la
estimacién mediante el método GHE(1). Para otros valores de g, se tiene que la de-
mostracién es analoga ya que las mismas expresiones son validas para los momen-
tos de orden g. De forma general, se tiene la siguiente expresién que justifica todos
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los métodos GHE(q):

E[IX(t+ 1, w) - X(t,w)[] = E[v77|X (1, w) - X(0, )]
= E[IX(1, ) — X (0, w)|?]r9H
= crH

con la contante ¢ = E[|X(1, w)— X (0, w)|1]. De esta forma, queda demostrada la validez
del método GHE(q) para estimar el exponente de Hurst en procesos autosimilares con
incrementos estacionarios.
[
A la hora de implementar el método, bastaria con estimar las esperanzas como las
medias muestrales y se podria obtener el exponente de Hurst como la pendiente de la
regresion lineal de la expresion log(E[|X(t + 7, w) — X(t, w)|1]) = log(c) + gHlog(7).

Vamos a ilustrar de forma grafica el funcionamiento de este tipo de métodos con
algunas figuras. Lo haremos en concreto del método GHE(1), siendo analogo para los
GHE(q), ya que solo habria que ir elevando las muestras a q. En las figuras 3.1, 3.2y 3.3
se puede ver como se toman las muestras de una realizacién de un proceso autosimilar
con incrementos estacionarios, concretamente de un movimiento browniano fraccional
con exponente de Hurst 0.5.

0.0 1 m— Serje
=il
— Xt +1w) — X{t w)
—0.2 1 Puntos de la serie

—0.4 1

—0.6 1

—0.8 1

—1.0 1

e
N, T

0 2 4 6 8 10 12

Figura 3.1: Toma de muestras de un movimiento browniano fraccional con H = 0.5
para T =1 con el método GHE(1).
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0.0 1 — Sarie
:
— |X(t +T1w) — X(t W)
—0.2 Puntos de la serie
—0.4 1
—0.6
—0.8 1
=1 \ P
\/\ | N TS
g
A 7 q 6 8 10 12

Figura 3.2: Toma de muestras de un movimiento browniano fraccional con H = 0.5

para T = 2 con el método GHE(1).
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Figura 3.3: Toma de muestras de un movimiento browniano fraccional con H = 0.5
para T = 4 con el método GHE(1).
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3.2 Meétodos FD

Los algoritmos FD (fractal dimension) fueron introducidos por M. Fernandez-Martinez
et al. en [24]. Este método resulta ser muy util para estimar el exponente de Hurst de
series que presentan maximos y minimos, como pueden ser las series financieras. Los
meétodos en cuestion han sido evaluados para estimar el exponente de Hurst en mo-
vimientos brownianos fraccionales con maximos y minimos y los resultados han sido
bastante precisos (ver [24]), especialmente para series de longitud no muy grande, lo
que representa una gran ventaja respecto a otros métodos utilizados.

A continuacién, vamos a explicar como funcionan estos métodos y cual es su funda-
mento matematico. Sea {X(t,w) : t > 0,w € (Q} un proceso autosimilar con incrementos
estacionarios. Si rescatamos la expresion 2.2, tenemos que

M(7)1 ~ T M (1)1 (3.1)
donde M(t) = My(t) y M,(7) es definida como
M;(t) = sup{X(r,w) - X(t,w) : r e [t,t+ 7|} —inf{X(r,w) - X(t, w) : r € [t, t + T]}
para todo t > 0y todo 7 > 0.

A través de esta relacion es posible estimar el exponente de Hurst, ya que bastaria
con tomar esperanzas en la expresion 3.1, llegando a que

E[M,(7)%] = E[z?"M(1)7]
= E[M(1)1]H
= e

con la contante ¢ = E[M(1)7]. De esta forma se podria obtener el exponente de Hurst
estimando de nuevo las esperanzas como las medias muestrales y calculando la pen-
diente de la regresion lineal log(E[M;(t)]) = log(c) + qHlog(7).

Al igual que hemos hecho con el método GHE(1), vamos a ilustrar de forma grafica
cual seria el funcionamiento del método para tomar las muestras de la realizacion
de un proceso autosimilar con incrementos estacionarios. De nuevo, generamos un
movimiento browniano fraccional con exponente de Hurst 0.5. En las figuras 3.4, 3.5
y 3.6 podemos observar como se obtendrian las diferentes muestras para el método
FD(1). Para el resto de métodos FD(q) bastaria con elevar a q estas muestras.
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Figura 3.4: Toma de muestras de un movimiento browniano fraccional con H = 0.5
para T =1 con el método FD(1).
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Figura 3.5: Toma de muestras de un movimiento browniano fraccional con H = 0.5
para T = 2 con el método FD(1).
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Figura 3.6: Toma de muestras de un movimiento browniano fraccional con H = 0.5
para T = 4 con el método FD(1).

Otro aspecto muy interesante de los algoritmos FD(q) es que estan estrechamente
ligados a las estructuras fractales. Estos métodos proporcionan una herramienta para
estimar con cierta facilidad la dimension fractal de conjuntos en el contexto de los
fractales, teniendo unas propiedades analiticas muy interesantes.
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Introduccion del meétodo TA

Este capitulo se dedicara a introducir y explicar el método TA para estimar el ex-
ponente de Hurst de procesos autosimilares con incrementos estacionarios. Para ello,
en la primera seccion se introducira el método TTA, explicando su funcionamiento y
su fundamento matematico, dando paso a la siguiente secciéon en la que, con algunas
modificaciones de este algoritmo, se introducira el método denominado TA.

Como puede revisarse en la literatura, el método TTA ([25]) y el método TA ([9]) han
sido introducidos hace muy poco tiempo, por lo que sus aplicaciones y posibles mejoras
aun pueden estar por descubrirse, lo que representa un aspecto muy interesante sobre
estos dos métodos.

4.1 Elmetodo TTA

El método TTA (Total Triangles Area) es un método muy preciso para estimar el
exponente de Hurst propuesto en [25]. A nivel computacional también tiene propie-
dades muy interesantes que lo hacen ser un método a tener en cuenta.

A continuacioén, estudiaremos cual es el funcionamiento del método y su idea in-
tuitiva. Sea {X(0), X(1),...,X(n)} una serie autosimilar de longitud n. Lo que haremos
sera dividir la serie en subintervalos y formar triangulos en estos subintervalos con el
primer punto, el punto medio y el Gltimo punto, computando la suma de las areas de
estos triangulos. El algoritmo seguira los siguientes pasos.

1. Dividimos la serie original en subintervalos de longitud 27 > 0 (tomamos 27
como divisor de n).

2. Para cada subintervalo, calculamos el area del triangulo que forman el primer
punto, el punto medio y el ultimo punto.

3. Calculamos la suma del area de los triangulos construidos.
4. Repetimos el proceso para diferentes valores de 7.

5. Obtenemos la estimacion del exponente de Hurst a través de una regresion lineal
entre log(t) y el logaritmo de la suma total de las areas de los triangulos.

Veamos de forma grafica los triangulos generados para un movimiento browniano
fraccional con H = 0.5 y diferentes 7s. En las figuras 4.1, 4.2 y 4.3 se pueden observar
los triangulos construidos.
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Figura 4.1: Toma de muestras de un movimiento browniano fraccional con H = 0.5
para T =1 con el método TTA.
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Figura 4.2: Toma de muestras de un movimiento browniano fraccional con H = 0.5
para T = 2 con el método TTA.
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— Serie
i Puntos de la serie
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Figura 4.3: Toma de muestras de un movimiento browniano fraccional con H = 0.5
para T = 4 con el método TTA.

A continuacion, vamos a ver cual es la fundamentaciéon matematica del método,
que no se recoge en el articulo donde se introdujo el método, pero que si se puede re-
visar en [9].

Sea {X(0),X(1),...,X(n)} una realizaciéon de longitud n de {X(t,w): t > 0,w € }, un
proceso autosimilar con incrementos estacionarios. Tal y como se recoge en el método,
se divide la serie en subintervalos de longitud 27 > 0. Calculamos el area de los trian-
gulos que construimos con los puntos (i, X(i)), (i + 7, X(i + 7)) y (i + 27, X (i + 27)), para
i =0,21,...,n—27. Denotaremos por ST(7) a la suma del area de todos los triangulos
generados para el 7 seleccionado.

Para demostrar el funcionamiento de este método lo que haremos sera probar que
la esperanza del proceso se puede relacionar con ¥ de la siguiente forma

E[ST(t,w)] = cth,

con ¢ una constante distinta de 0.

Sea 7 > 0 (nétese que tomamos 7 tal que 27 divida a n). Para i € {0, 27,...,n—21}, el
area de los tridangulos (que denotamos como A(i, T)) con vértices en (i, X (1)), (i +7, X (i +
7))y (i +27,X(i + 27)) puede obtenerse de la siguiente forma:
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4. INTRODUCCION DEL METODO TA

i 1+7T i+21
det| X(i) X(i+7) X(i+27)
, 1 1 1
Ali,t) = 7

= %|iX(i +7)+ (i +71)X(I+27)+ (i + 21)X(1)
—(i+27)X(i+7)-(i+71)X(i)—iX(i + 27)|
= %lX(i +27)(i+7T—1)
+X(i+1)(i-i-27)+ X(i)(i+21—1i—1)|
= %lX(i +27)t - 2X(i+ )T+ X(i)7|
- %lX(i +27) = 2X(i + 1) + X(i)].
Es decir, la suma del 4rea de los 5= tridngulos se puede expresar como

Lo
ST(7) = < Y IX(2ti+27) - 2X(27i + 1) - X(27i)].
2 i=0
Por tanto

n
F_l

ST(t,w) = % Y IX(2ri+ 27, 0) - X(2ti + 1,0) - (X(27i + 7, 0) - X(21i,0))].
i=0

Tomamos ahora la esperanza de ST (7, w), que calculamos de la siguiente forma:

n
Z—l

E[ST(t,w)] = % Z E[|X(27ti+ 27, w) - X(27Ti + T, w) — (X(27i + T, w) — X(27i, w))|].
i=0

Ahora, como los incrementos del proceso X(f,w) son estacionarios, tenemos que
X(t+1,0)—-X(t,w) ~ X(1,w) — X(0,w) para todo t > 0. En particular, X(t + 27, w) —
X(t+t,0)-(X(t+1,0)-X(t,w)) y X(21,0w) - X(1,w) - (X(7,w) - X(0, w)) tienen la mis-
ma distribucién, y por tanto, sus valores absolutos también. Como consecuencia, sus
esperanzas seran las mismas, de donde

=

2
E[ST(t,w)] = % Y E[X(2ti+27,0) - X(2ti + 1,0) — (X(27i + 7, 0) - X (277, 0))]]
i=0

n
ﬁ_l

- % ) ElX(27,0) - X(1,0) - (X(1,0) - X(0,@))]
i=0

- %%EHX(zr, w) - X(t,w) = (X(1,0) = X(0,w))|]

- ZE[|X(2T,a)) - X(1,0) - (X(1,w) - X(0,w))]]
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4.2. El método TA

Ahora bien, tenemos que los incrementos del proceso también son autosimilares,
por lo que

E[ST(t,w)] = ZBHX(ZT,(U) ~X(t, @) - (X(1, @) - X(0,w))]]

- ZTHE[lX(Z,a)) - X(1,w) = (X(1, @) = X(0,w))|]-

En particular, para 7 =1 se tiene que

E[ST(1,w)] = ZE[|X(2,w) ~X(1, @) = (X(1, ) - X(0,))]]

Asi, llegamos a la expresion final

E[ST(t,w)] = tHE[ST(1, w)]. (4.1)

De esta forma hemos probado que es correcto aplicar el algoritmo TTA al proceso
inicial X(¢t, w).

La estimacion del exponente de Hurst la haremos tomando logaritmos en 4.1 y
realizando una regresion lineal a partir de la siguiente expresion

log(E[ST(t,w)]) =1og(E[ST(1,w)]) + Hlog(T),

en la que estimaremos la esperanza como la media muestral. El exponente de Hurst
seria estimado como la pendiente de esta regresion lineal.

4.2 Elmeétodo TA

En la seccion anterior hemos podido observar y estudiar el funcionamiento del mé-
todo TTA. Una vez revisada la justificacion matematica del método, nos preguntamos
si existe alguna modificaciéon que se le pueda realizar a este método para mejorar su
precision.

Esta modificaciéon del método TTA ha sido introducida en [9], dando origen a un
nuevo método denominado TA (triangle area). El funcionamiento de este algoritmo
se basa en tomar las muestras de los triangulos tomando también los triangulos sola-
pados, teniendo en cuenta a la hora de estimar el exponente de Hurst la distribuciéon
del area de los triangulos en lugar de la suma del area de los triangulos. De esta for-
ma, tiene cierto sentido tomar los triangulos solapados, ya que todos representan una
muestra de la distribucion del triangulo de la que obtendremos H. En [26] podemos
revisar un método similar en el contexto de los movimientos brownianos fraccionales.

Veamos ahora cual es el funcionamiento del algoritmo, para poder después intro-
ducir la justificacion tedrica. Sea {X(0), X(1),..., X(n)} una serie autosimilar de longitud
n obtenida a partir de un proceso autosimilar con incrementos estacionarios. Los pasos
a seguir para implementar el método son los siguientes.

1. Dividimos la serie original en subintervalos de longitud 27 > 0 (tomamos 27
como divisor de n).
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4. INTRODUCCION DEL METODO TA

2. Para cada subintervalo, calculamos el area del triangulo que forman el primer
punto, el punto medio y el altimo punto. Cabe destacar que en este método si
tomamos también todos los intervalos solapados.

3. Calculamos la media muestral del area de los triangulos obtenidos.
4. Repetimos el proceso para diferentes valores de 7.

5. Obtenemos la estimacion del exponente de Hurst a través de una regresion lo-
garitmica entre 7 y la media calculada. En este caso la pendiente obtenida seria
H +1, por lo que habria que restar una unidad a la pendiente que obtengamos
para tener el exponente de Hurst que buscamos.

De forma grafica, podemos observar en las figuras 4.4, 4.5 y 4.6 como se tomarian
las muestras para diferentes ts de un movimiento browniano fraccional con un H =
0.5.
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Figura 4.4: Toma de muestras de un movimiento browniano fraccional con H = 0.5
para T =1 con el método TA.
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Figura 4.5: Toma de muestras de un movimiento browniano fraccional con H = 0.5
para T = 2 con el método TA.
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Figura 4.6: Toma de muestras de un movimiento browniano fraccional con H = 0.5
para T = 4 con el método TA.
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4. INTRODUCCION DEL METODO TA

Pasamos ahora a estudiar cudl es la justificacion matematica de este método.

Sea {X(0),...,X(n)} una trayectoria de longitud # de un proceso autosimilar {X (¢, w) :
t > 0,w € (3} con incrementos estacionarios. Como hemos visto en la seccidon anterior,
el area de un triangulo con vértices en (i, X(7)), (i + 7, X(i + 7)) y (i + 27, X(i + 27)) para
i€10,...,n—2t} es 5|X(i+27)-X(i + 1) - (X(i + T) - X(7))|, por lo que la distribucién

del area de un tridangulo vendra dada por la expresion

AT (1, @) = %|X(i 121, 0) = X(i + 7, @) = (X(i + T, 0) = X(i, 0)).

Notese que por la propiedad de incrementos estacionarios del proceso {X(t, w)},

tenemos que
%|X(i L 20, w) = X(i + T, @) = (X(i + T, 0) - X(i, )

tiene la misma distribucion para todo i € {0,...,n — 21}, por lo que
AT (1, w) ~ %|X(2T,a)) ~ X(1,w) - (X(7, ) - X(0, @))|.
Usando ahora que los incrementos son autosimilares

AT (1, w) ~ %TH 1X(2, ) - X(1, @) = (X(1, @) = X(0, w))|
H+1

2

T

1X(2,w) - X(1,w) = (X (1, w) - X(0, w))|.
En particular, para 7 =1
AT (1, w) ~ %|X(2,w)—X(1,a))—(X(l,w)—X(O,a)))l,
llegando asi a que

AT(t,w) ~ T AT(1, w).

(4.2)

De esta forma, podemos justificar la validez del método TA. Si tomamos logaritmos

en la expresion 4.2, tenemos que

log(E[AT(t,w)]) =1log(E[AT(1,w)])+ (H + 1)log(7).

Para obtener el exponente de Hurst bastaria con realizar una regresion lineal entre
el logaritmo de la esperanza del area del triangulo (que estimaremos como la media
muestral) y log(t). La pendiente de esta regresiéon sera H + 1, obteniendo asi nuestra

estimacion del exponente de Hurst.

Notese ademas que la expresion 4.2 puede ser utilizada para estudiar procesos con
estructuras multifractales. Para ello, bastaria con tomar g # 0 obteniendo el exponente

de Hurst H(g) tomando los momentos de orden g de la expresion 4.2:

log(E[AT (t,w)T]) = log(E[AT (1, w)]) + q(H(q) + 1)l og(7).
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Evaluacion de la precision del método TA

Esta seccion se dedicara a realizar un estudio sobre la precisiéon de algunos de los
métodos expuestos para estimar el exponente de Hurst en los capitulos anteriores. En
particular, nos interesamos en estudiar los resultados del método TA, que ha sido el
ultimo método propuesto y el que nos hemos encargado de introducir a lo largo del
trabajo.

Para evaluar la precision de este método nos apoyaremos en los resultados obte-
nidos por otros métodos. Los algoritmos escogidos son el método TTA y el método
GHE(2). La eleccion del método TTA se debe a que es el algoritmo a partir del cual se
desarrolla el método TA. En cuanto a la elecciéon del método GHE(2), en [27] podemos
ver una revision de la precision de los métodos clasicos para estimar el exponente de
Hurst (RS, DMA, MF-DFA(1), DFA, GHE(1) y GHE(2)), donde se puede observar que
el método con resultados mas precisos es el GHE(2). Las simulaciones en este caso se
realizan para varios procesos con distribuciones de cola pesada, pero en nuestro caso
nos fijamos en los resultados para los procesos con distribuciéon normal, que seran los
que usemos para nuestras simulaciones.

Cabe destacar que los métodos FD(q) descritos en la seccion 3.2 no los utilizaremos
para este trabajo de evaluacion de precision de los métodos, ya que la utilidad de estos
métodos se puede observar en procesos autosimilares con incrementos estacionarios
que experimentan maximos y minimos. Debido a este hecho, estos algoritmos no se
incluiran en las simulaciones, aunque su estudio es muy interesante ya que tiene un
campo amplio de aplicacion, sobre todo en el mundo de las finanzas.

Para poder ver la precisiéon de los métodos, lo que haremos sera realizar una serie
de simulaciones de Monte Carlo para poder evaluar la bondad de las estimaciones rea-
lizadas. Para ello, nos apoyaremos en el entorno informatico interactivo basado en la
web Jupyter Notebook, utilizando Phyton como lenguaje de programacion.

Con el objetivo de llevar a cabo estas simulaciones utilizaremos procesos autosimi-
lares con incrementos estacionarios. En particular, usaremos movimientos brownianos
fraccionales con diferentes longitudes y valores del exponente de Hurst (véase la sub-
seccion 2.2). Para las simulaciones de Monte Carlo necesitaremos generar movimien-
tos brownianos fraccionales de una longitud determinada y con un exponente de Hurst
conocido. De esta forma, al generar una trayectoria del movimiento browniano fraccio-
nal obtendremos una serie autosimilar, a la que estimaremos el H con algin método
y compararemos este H con el H tedrico con el que hemos generado el movimiento
browniano fraccional. De esta forma, una vez hechas las estimaciones para muchas se-
ries, podremos ver como de buenos son los Hs calculados con los métodos.

Un aspecto interesante es cOmo generar series autosimilares provenientes de mo-
vimientos brownianos fraccionales. En este sentido, destacamos tres formas diferentes
de generar estos procesos: los métodos de Hosking ([28]), Cholesky ([29]) y Davies-
Harte ([30]). Cada uno de estos métodos tiene una serie de ventajas e inconvenientes.
Para no extendernos demasiado no detallaremos estos métodos, aunque un ejercicio
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5. EVALUACION DE LA PRECISION DEL METODO TA

muy interesante seria repasar los procedimientos tedricos que estan detras de estos pa-
ra poder simular series provenientes de movimientos brownianos fraccionales dado un
H conocido. Como vamos a realizar un gran numero de simulaciones para poder ver la
precision de los métodos, usaremos el método Davies-Harte, que es el que menor coste
computacional tiene. Sin embargo, en ocasiones puede fallar para longitudes pequenas
y Hs altos, utilizando en ese caso el método de Hosking. La implementacién de todos
estos métodos esta recogida en el paquete fbm de Python, por lo que nos apoyaremos
en él para poder realizar las simulaciones utilizando los métodos comentados, en fun-
cion del caso en el que nos encontremos.

Una vez sabemos generar las series autosimilares que necesitamos, tenemos que
ver como implementamos los métodos de estimacion de H (TTA, TA y GHE(2)). De
nuevo, nos apoyaremos en el lenguaje Python para poder llevar a cabo esta tarea. Lo
que haremos para la implementacion sera tomar diferentes s y calcular el estadistico
correspondiente a cada método para después realizar la regresion lineal. Aqui tenemos
otro problema muy interesante; la selecciéon de estos ts. En este trabajo tomaremos
los s siguiendo la idea recogida en [27]. La eleccién de los ts estard en funcién de la
longitud de la serie; si tenemos una serie de longitud /, tomaremos los 7s en el conjunto
{2":ne{0,...,p(I)}}, donde p(I) estara en funcién de la longitud de la serie. Tomamos
los Ts como potencias de dos para que a la hora de realizar el logaritmo lo hagamos en
base 2 y los puntos de la regresion queden equiespaciados. El primer valor del rango
serd 2° = 1 y el tltimo dependera de la longitud y del método que utilicemos:

» Para el método GHE(2) tomaremos p(!/) como la parte entera de log,(I/4).
» Para los métodos TTA y TA tomaremos p(l) como la parte entera de log,(1/8).

Esta diferencia se debe a que para el método GHE(2) los intervalos se toman de
longitud 7, mientras que para los métodos TTA y TA se forman triangulos en los inter-
valos de longitud 27.

A la hora de realizar la regresion lineal también hay un aspecto muy interesante a
tener en cuenta. Cuando realizamos dicha regresion, el coeficiente de determinacion R2
debe ser muy cercano a uno para que tenga sentido el exponente de Hurst que estamos
calculando. Esta comprobacion aparece en algunos articulos a la hora de comprobar si
es adecuado calcular el exponente de Hurst de una serie de la vida real. En las figuras
5.1, 5.2 y 5.3 podemos observar la regresion lineal obtenida para los métodos GHE(2)
(H=0.504yR%>=0.999), TTA (H = 0.529y R? = 0.991) y TA (H = 0.505 y R? = 0.999).
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Figura 5.1: Regresion lineal del método GHE(2) para un movimiento browniano frac-
cional con H = 0.5 y longitud 21°.
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Figura 5.2: Regresion lineal del método TTA para un movimiento browniano fraccional
con H = 0.5 y longitud 2'°.
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Figura 5.3: Regresion lineal del método TA para un movimiento browniano fraccional
con H = 0.5 y longitud 2'°.

Una vez explicado como vamos a generar las series autosimilares y como imple-
mentamos los métodos de estimaciéon de H, pasamos a describir como vamos a evaluar
la precision de las estimaciones. El procedimiento empleado consistira en, para una
longitud determinada de la serie y un H tedrico concreto, estimar H y ver cudl es la
diferencia entre el H tedrico y el H estimado en cada caso.

Notese que a la hora de realizar un experimento de este tipo se pueden tener en
cuenta muchos factores ademas de la precision del método, como puede ser por ejem-
plo el coste computacional. Sin embargo, en nuestro caso nos centraremos exclusiva-
mente en la precisiéon de los métodos.

La primera simulacién que vamos a realizar consistira en evaluar la influencia de la
longitud de las series en la precision de las estimaciones. Con este objetivo, generamos
1000 series autosimilares provenientes de movimientos brownianos fraccionales con
Hs distribuidos uniformemente entre cero y uno con diferentes longitudes, y obtene-
mos el valor absoluto de las diferencias entre el H tedrico (Ht) y el H experimental
(Hg). Calculamos la media de estas diferencias para una longitud determinada y cada
uno de los tres métodos que estamos tratando y recogemos los resultados en la figu-
ra 5.4. Las longitudes de las series seleccionadas son 26,27,28,2%,210 211 212 713 714y
21>,
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Figura 5.4: Media del valor absoluto de la diferencia entre el H estimado y el H teé6rico
de movimientos brownianos fraccionales con Hs entre 0 y 1.

Como se puede observar en la figura 5.4, para longitudes pequefas (2° y 27), el
método GHE(2) es el que obtiene mejores resultados. El método TA es el segundo que
mejores resultados obtiene, quedando por detras el método TTA. Sin embargo, confor-
me aumentamos la longitud vemos que el método TA supera la precision del método
GHE(2), manteniéndose con mejores resultados a partir de las series de longitud 28.
Por tanto, para series de longitud media o grande, el método TA supera al GHE(2).
En cuanto al método TTA, se mantiene por encima del GHE(2) para series de longi-
tud media, pero para series de longitud grande (a partir de 2'3), vemos que supera
la precision del método GHE(2), aunque no llega a superar al método TA, que es el
que mejores resultados obtiene para las longitudes grandes que hemos probado. Cabe
mencionar también que se observa cierta tendencia descendente del método TTA mas
fuerte que el método TA para longitudes muy grandes, por lo que parece que si segui-
mos aumentando la longitud las diferencias cada vez seran menores.

Hemos estudiado la influencia en general de la longitud de la serie, pudiendo ob-
servar como el método TA es el mas preciso conforme aumentamos la longitud. Sin
embargo, para poder tener una visiéon mas concreta en algunos aspectos es necesario
realizar un analisis mas profundo de los resultados que se obtienen con las distintas
simulaciones. Por ejemplo, en muchas ocasiones las series con las que nos encontramos
suelen presentar Hs por debajo de 0.5. En ese caso lo ideal seria utilizar el método que
mejor funcione para Hs bajos.

Con el objetivo de poder analizar de forma mas profunda los resultados, lo que
haremos sera realizar las simulaciones con series de distinta longitud y varios Hs fi-
jados previamente. Para ello, generaremos 1000 series provenientes de movimientos
brownianos fraccionales con H =0.1,0.3,0.5,0.7,0.9 y longitudes 27 29 pll 713 y 215,
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5. EVALUACION DE LA PRECISION DEL METODO TA

Estimamos H con los métodos GHE(2), TTA y TA y calculamos, para un H y una lon-
gitud fijada, la media y la desviacion tipica de las estimaciones. Estos resultados los
podemos ver en las figuras 5.5, 5.6, 5.7, 5.8 y 5.9, que recogen la distribucién empirica

correspondiente a las muestras tomadas para cada método, cada H y cada longitud
fijada.
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Figura 5.5: Distribuciones empiricas de los Hs estimados para series de longitud 27.
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Figura 5.6: Distribuciones empiricas de los Hs estimados para series de longitud 2°.
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Figura 5.7: Distribuciones empiricas de los Hs estimados para series de longitud 2!!.
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Figura 5.8: Distribuciones empiricas de los Hs estimados para series de longitud 2!3.
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Figura 5.9: Distribuciones empiricas de los Hs estimados para series de longitud 2'°.

Pasamos ahora a discutir e interpretar los resultados obtenidos con ayuda de las
graficas expuestas. En azul tenemos los resultados del método GHE(2), en rojo los del
TTA y en verde los del TA.

Para series de longitud 27 (figura 5.5), podemos observar cémo los peores resulta-
dos se obtienen para el método TTA, ya que aunque la media se ajuste bastante al valor
tedrico esperado, la desviacion tipica es bastante mas grande que para los otros dos mé-
todos. En cuanto al método GHE(2) y el TA, podemos observar como para valores bajos
de H, la media se ajusta con bastante exactitud en ambos casos al valor tedrico, pero el
método GHE(2) presenta una menor desviacion tipica. Sin embargo, para valores mas
altos de H, la media del método TA es mejor que la del método GHE(2), aunque la des-
viacién tipica sigue siendo algo menor para el método GHE(2). Por tanto, podriamos
decir que para valores bajos de H el método que mejor funciona es el GHE(2) y que
conforme aumenta el valor de H los resultados del método TA empiezan a ser mejores
en media, pero no en desviacion tipica.

En la figura 5.6 podemos ver los resultados para series de longitud 2°. De nuevo, la
media para el método TTA se ajusta bastante al valor tedrico aunque las desviaciones
tipicas siguen siendo mas grandes que los otros dos métodos. Sin embargo, comenza-
mos a ver como para Hs altos, la desviacion tipica comienza a ser mas baja, estando
cada vez mas cerca de los otros métodos. En cuanto a los métodos GHE(2) y TA, te-
nemos que para Hs bajos estos métodos se ajustan bastante al valor medio esperado
y se observa una desviacion tipica muy similar. Sin embargo, cuando aumentamos el
valor de H observamos como los resultados tanto en media como en desviacion tipica
comienzan a ser mejores para el método TA.

Los resultados para series de longitud 2!! aparecen en la figura 5.7. Como se pue-
de observar, los resultados para el método TTA en Hs bajos siguen siendo correctos
en media, pero la desviacion tipica sigue siendo mayor que en los otros dos métodos.
Sin embargo, para Hs altos, la media del método TTA es mejor que la del GHE(2) y
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la desviacion tipica comienza a ser menor, por lo que parece que los resultados del
TTA comienzan a mejorar los del GHE(2) para Hs altos. En cuanto al método TA, sus
medias se siguen ajustando muy bien al valor tedrico esperado. Para Hs pequenos la
desviacion tipica es similar a la del método GHE(2). Sin embargo, para Hs altos el mé-
todo TA supera los resultados del GHE(2), asi como a los del método TTA, aunque no
de forma tan clara.

Sinos fijamos en la figura 5.8, podemos observar los resultados para series de longi-
tud 2!3. De nuevo, para Hs bajos los resultados del método TTA son peores en cuanto
a la desviacidn tipica que los resultados de los métodos TA y GHE(2), que para estos
valores de H son bastante similares. Si aumentamos el tamano de H vemos cémo los
resultados del método GHE(2) son peores tanto en media como en desviacion tipica
respecto a los métodos TTA y TA. También se observa que los resultados para Hs altos
son ligeramente mejores para el método TA, aunque esta mejora se ha visto reducida
respecto a la longitud 2!! analizada anteriormente.

Por altimo, en la grafica 5.9 podemos observar los resultados obtenidos para series
de longitud 2'°. Para Hs bajos los resultados del método TTA siguen siendo peores
que los de los métodos GHE(2) y TA. El método TA obtiene para Hs bajos resultados
algo mejores que los del GHE(2), aunque esta mejora no es demasiado considerable.
Si aumentamos el valor de H, observamos cémo los métodos TTA y TA mejoran los
resultados en cuanto a media y desviacidn tipica del método GHE(2). En cuanto a la
comparacion entre el TTA y el TA para Hs altos, los resultados de las medias y las
desviaciones tipicas son muy similares, aunque hay una ligera mejora en cuanto a la
desviacion tipica para los resultados del método TA. Sin embargo, cabe mencionar que
esta mejora del método TA respecto al TTA en Hs altos disminuye conforme aumenta
la longitud de la serie.

En resumen, se puede decir que para las longitudes mas bajas utilizadas, tenemos
que los resultados del método TTA son peores que los de los métodos GHE(2) y TA.
En cuanto a la comparacién de los métodos GHE(2) y TA para longitudes pequenas,
vemos como los resultados del GHE(2) son mejores para Hs bajos, aunque esta mejora
no es tan clara para Hs altos. Si aumentamos el tamano, para Hs bajos vemos como los
métodos TA y GHE(2) obtienen resultados muy parecidos, superando la precision del
método TTA. En cambio, para Hs altos se puede observar como los métodos TA y TTA
superan la precision del método GHE(2). Ademas, se puede observar que el método
TA es mas preciso para los Hs altos, aunque esta mejora va disminuyendo conforme
aumenta la longitud de las series.

Por un lado, si atendemos a los resultados generales vemos como el método TA
mejora o iguala los resultados del método TTA en todos los Hs y longitudes evaluadas.
Por otro lado, en cuanto a la comparaciéon con el método GHE(2), vemos como para
longitudes no demasiado grandes dependiendo del H evaluado seria mejor utilizar
un método u otro, pero para longitudes grandes el método TA iguala o mejora los
resultados del método GHE(2) para cualquier H evaluado.
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Conclusiones

En este altimo capitulo se recogen las conclusiones mas importantes que se han
obtenido durante la realizacion del trabajo.

En primer lugar, destacar que se ha expuesto una breve sintesis de los conocimien-
tos mas basicos que son necesarios para poder abordar el concepto de proceso autosi-
milar desde el punto de vista de la Teoria de la Probabilidad y los Procesos Estocasticos.
Se han expuesto de forma resumida las definiciones y proposiciones mas importantes,
proponiendo algunas referencias que son muy utiles si se quiere ahondar en esta cues-
tion.

También se ha expuesto y desarrollado el concepto de proceso autosimilar y sus
principales propiedades, incluso deteniéndonos en algunas demostraciones y profun-
dizando en un tipo de procesos autosimilares con incrementos estacionarios: los movi-
mientos brownianos fraccionales. De nuevo se dan algunas referencias por si el lector
desea ir mas alla en este tema.

Durante la introduccién se han visto las multiples aplicaciones del exponente de
Hurst a la hora de estudiar el comportamiento de una serie. Por ello, la seccion 2.3
resulta muy interesante para poder formalizar esta relacion.

Finalizados los preliminares, hemos estudiado dos familias de métodos antes de
estudiar el método TA, los métodos GHE(q) y FD(q). Hemos profundizado en sus fun-
cionamientos y en sus fundamentaciones matematicas, lo que resulta muy interesante
a la hora de comprender mejor los métodos y buscar posibles mejoras o aplicaciones.

Tras describir estos métodos, hemos introducido el método TTA, explicando su fun-
cionamiento y justificacion matematica. Durante el desarrollo de la seccion 4.1, hemos
podido observar como es posible introducir una modificacion en este método, que co-
mo se senala en la seccidon 4.2 motiva la aparicion del método TA, que ha sido estudiado
en detalle.

Una vez introducido, motivado y desarrollado el método TA, hemos dedicado el ca-
pitulo 5 a la evaluacion de su precision para estimar el exponente de Hurst. Mediante
simulaciones de Monte Carlo hemos podido observar cudles son los resultados de las
estimaciones del H de movimientos brownianos fraccionales.

Destacar la introduccién y la informaciéon que se da acerca de la implementacion
de los métodos previa a las simulaciones, ya que puede resultar muy util a la hora de
poner en practica uno de estos métodos. Una implementacion eficiente puede ser muy
importante si se desea llevar a cabo estimaciones con alguno de estos métodos.

En una primera simulaciéon hemos visto la media de los errores al estimar H para
series autosimilares de diferentes longitudes, comprobando cémo influye la longitud
de las series en las estimaciones. Como se ha podido observar, los resultados para lon-
gitudes pequenas son mejores con el método GHE(2), seguidos del método TA y TTA.
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6. CONCLUSIONES

Sin embargo, conforme aumenta la longitud la precisiéon del método TA supera a la del
GHE(2), mostrando resultados mas precisos para el resto de longitudes mas grandes.
En cuanto al TTA, a partir de un cierto valor también supera al método GHE(2), aun-
que se mantiene con una precision inferior a la del método TA.

Con los resultados de las simulaciones distinguiendo los valores de H hemos podi-
do seguir comprobando la utilidad del método TA para estimar el exponente de Hurst.
Para series de longitudes pequenas, el método GHE(2) resulta ser ligeramente superior,
en especial para Hs bajos. Sin embargo, conforme aumenta la longitud de la serie los
resultados del método TA igualan a los del método GHE(2) para Hs bajos y los superan,
tanto en media como desviacion tipica, para Hs altos. Ademas, el método TA supera la
precision del método TTA especialmente para longitudes pequenas y medias. Cuando
la longitud de la serie comienza a ser bastante grande vemos como los resultados del
método TTA se acercan a los del TA para Hs altos, aunque siguen siendo inferiores
para Hs bajos. Senalar que estas conclusiones obtenidas estan en la misma linea de las
que se recogen en [9].

Por tanto, hemos podido comprobar la utilidad del método TA para estimar el ex-
ponente de Hurst y como, dependiendo de la situacion, puede ser superior a otros
métodos muy eficientes como el método GHE(2). Ademas, es un método introducido
recientemente, por lo que resulta muy interesante una vez vistos los resultados cuestio-
narse si es posible profundizar en algtin aspecto de este método para seguir mejorando
la precision de las estimaciones.

Se deben destacar de nuevo las multiples aplicaciones que se han expuesto durante
la introduccién del exponente de Hurst en la actualidad. Los campos de actuacion son
muy diversos y el exponente de Hurst resulta ser una herramienta muy interesante. En
este sentido cabe destacar la importancia de conocer como son las estimaciones de los
meétodos que tratamos y saber con qué errores nos podemos estar moviendo. Por ejem-
plo, si en nuestra aplicacion utilizamos series de longitudes cortas los errores pueden
ser grandes, luego hay que tener este aspecto en cuenta para su estudio.

Otro aspecto muy interesante y que no es baladi a la hora de las aplicaciones del
exponente de Hurst es verificar si nuestra serie es autosimilar. En nuestro caso, hemos
simulado series que por definicion si eran autosimilares, pero en la vida real en muchas
ocasiones simplemente se acepta este hecho. En otras, se realiza alguna comprobaciéon
como ver que el coeficiente de determinacién presenta un valor cercano a uno.

Finalmente, tal y como se ha podido observar, los métodos TTA y TA han sido intro-

ducidos recientemente, por lo que las prospectivas de futuro pueden ser interesantes
a la hora de buscar posibles aplicaciones de los métodos.
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