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Abstract in English

The goal of this paper is to explain the operation and mathematical justification of
the TA (Triangle Area, [9]) algorithm, which is used to estimate the Hurst exponent
of self-similar processes with stationary increments. The multiple applications of the
Hurst exponent in fields as diverse as economics, hydrology, medicine, etc., can be re-
viewed in the literature. Therefore, the correct estimation of the Hurst exponent is not
a trivial problem and advances in this field contribute to improve the results obtained
in the procedures involving this exponent.

In order to understand well this method, which has been recently introduced, a
review of the self-similar processes with stationary increments is carried out. Starting
from Probability Theory, all the previous concepts are introduced in order to under-
stand well the details of the mathematical foundation of the algorithm.

In addition to the TA method, the procedure of other methods to estimate the Hurst
exponent is detailed. In this way, the justification of the TA method can be put into
context. One of the methods discussed is the TTA method, whose mathematical justi-
fication allows us to understand the precursor idea of the TA method.

By Monte Carlo simulations, we study the advantages and disadvantages of the TA
algorithm with respect to other algorithms in terms of algorithm accuracy. In this way
we can observe under which situations the TA method achieves more accurate results
than other commonly used methods.
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Resumen en español

Este trabajo tiene como objetivo exponer el funcionamiento y la justificación ma-
temática del algoritmo TA (Triangle Area, [9]), que sirve para estimar el exponente
de Hurst de procesos autosimilares con incrementos estacionarios. En la literatura se
pueden revisar las múltiples aplicaciones que tiene el exponente de Hurst en campos
tan diversos como la economía, la hidrología, la medicina, etc. Por tanto, la correcta
estimación del exponente de Hurst no es un problema baladí y las aportaciones en este
campo contribuyen a mejorar los resultados que se obtienen en los procedimientos que
involucran a este exponente.

Para poder entender bien este método, que ha sido introducido recientemente, se
realiza una revisión de los procesos autosimilares con incrementos estacionarios. Par-
tiendo de la Teoría de la Probabilidad, se introducen todos los conceptos previos para
poder entender bien los detalles del fundamento matemático del algoritmo.

Además del método TA, se detalla el procedimiento de otros métodos para estimar
el exponente de Hurst. De esta forma, se puede poner en contexto la justificación del
método TA. Uno de los métodos que se tratan es el método TTA, cuya justificación ma-
temática nos permite comprender la idea precursora del método TA.

Mediante simulaciones de Monte Carlo, estudiamos las ventajas y desventajas que
presenta el algoritmo TA respecto a otros algoritmos en cuanto a la precisión del algo-
ritmo se refiere. De esta forma podemos observar bajo qué situaciones el método TA
consigue resultados más precisos que otros métodos que se suelen usar.
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1Introducción
Los procesos con memoria larga o memoria a largo plazo han sido objeto de estudio

durante mucho tiempo y presentan una infinidad de aplicaciones para las series tem-
porales que encontramos en nuestro entorno. Uno de los procesos más utilizados con
memoria larga es el proceso autosimilar, para el que se usa el exponente de Hurst como
herramienta para analizar esta memoria larga. A lo largo de este capítulo veremos una
breve introducción histórica de los conceptos más importantes del trabajo, una moti-
vación y justificación del enfoque empleado y un breve resumen de la importancia de
cada uno de los capítulos que componen el presente trabajo.

Si nos fijamos en el desarrollo histórico de los procesos con memoria larga, a finales
del siglo XIX ya se empezaron a observar indicios de la posible presencia de memoria
en los procesos estocásticos en diversos campos, como la astronomía. El exponente de
Hurst es una de las herramientas que se desarrollaron para medir esta memoria larga
a mediados del siglo XX. En concreto, esta metodología fue introducida por el hidró-
logo inglés Harold Edwin Hurst en 1951 ([1]), con el objetivo de poder comprender y
predecir la cantidad de agua que debía albergar un embalse del río Nilo. En los da-
tos obtenidos se podía observar como, a menudo, las crecidas más grandes del Nilo
tendían a agruparse, al igual que hacían las crecidas más pequeñas. Los estudios de
la época mostraban que no había evidencia de una correlación estadística en los datos
obtenidos, motivando la aparición de una nueva metodología para explicar este hecho.
A través del desarrollo de este nuevo método, Hurst consiguió analizar las fluctuacio-
nes del río a lo largo del tiempo y llegó a ciertas conclusiones sobre la forma en la que
se debía actuar con respecto a aumentar o no la capacidad del embalse, consiguiendo
resultados muy buenos. Cabe destacar que su teoría se vio influenciada por el desarro-
llo del movimiento browniano realizado por Einstein en el siglo XX, mediante el cual
logró describir el movimiento de las partículas en un fluido.

En los años 60 del siglo XX, Benoît Maldebrot, junto con otros colaboradores, re-
cogió los trabajos de Hurst y desarrolló la teoría de los fractales y la autosimilaridad,
introduciendo además el exponente de Hurst en el mundo de las finanzas. Los estudios
realizados se basaron en el método RS (rango reescalado), que les permitió obtener el
exponente de Hurst mediante la razón entre la suma parcial de los rangos de las desvia-
ciones de las medias de una serie de tiempo y las desviaciones típicas correspondientes.
Debido a su funcionamiento sencillo, este método fue utilizado durante mucho tiempo
para estimar el exponente de Hurst.

Los procesos autosimilares fueron introducidos por Lamperti en [2], y son el tipo
de proceso en el que nos hemos basado para desarrollar este trabajo. Existen muchos
tipos de procesos autosimilares como los movimientos brownianos, brownianos frac-
cionales, bifraccionales, subfraccionales... Para más información sobre todos estos ti-
pos de procesos autosimilares resulta muy útil la referencia [3]. En nuestro caso, nos
centraremos en los procesos autosimilares con incrementos estacionarios, que descri-
biremos en profundidad más adelante. En particular, usaremos para nuestras simula-
ciones movimientos brownianos fraccionales, el único proceso autosimilar gaussiano
con incrementos estacionarios. Para revisar cómo se trabaja con procesos autosimilares
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

no gaussianos con incrementos estacionarios se recomienda la referencia [4].

El coeficiente de Hurst, que se suele denotar por H , recoge el nivel de autosimilari-
dad del proceso. Este valor se encontrará entre 0 y 1, y en función del valor numérico
que tome podremos sacar unas conclusiones u otras sobre el proceso autosimilar que
queremos analizar. Distinguimos los siguientes tres casos:

Si 0 < H < 0.5, tenemos que el proceso es antipersistente. Los incrementos expe-
rimentan cierta reversión hacia la media, ya que la trayectoria de los incrementos
tiende a retroceder sobre sí misma. La covarianza que obtendríamos en este pro-
ceso sería negativa.

Si H = 0.5, estaríamos ante un proceso aleatorio, ya que los incrementos que
tendríamos serían independientes. La covarianza obtenida sería cero.

Si 0.5 < H < 1, el proceso sería persistente. Esto significa que las trayectorias
que siguen los incrementos del proceso tienden a ir en la misma dirección. La
covarianza obtenida en este caso sería positiva.

Aquí se puede observar cómo a través del exponente de Hurst podemos obtener una
información muy valiosa sobre el comportamiento de un determinado proceso autosi-
milar. Esta relación que hemos establecido en torno al valor numérico del exponente
de Hurst será debidamente justificada a lo largo del trabajo.

Las aplicaciones que se han llevado a cabo con el exponente de Hurst son muy
amplias y en campos muy diversos, convirtiendo a esta herramienta en una de las
principales para analizar la memoria larga de los procesos. Algunas de las múltiples
aplicaciones que se han llevado a cabo lo han hecho en disciplinas como la economía
([5]), psicología ([6]), geodesia ([7]), medicina ([8]), y un largo etcétera.

Como se ha mencionado en el párrafo anterior, hay una gran cantidad de aplicacio-
nes del exponente de Hurst. En la realidad, trabajamos con lo que denominamos series
autosimilares, series temporales provenientes de procesos autosimilares. Uno de los
aspectos más importantes para poder sacar buenas conclusiones es que la estimación
del exponente de Hurst que hagamos sea correcta. Aquí entra en juego el método TA
([9]) que queremos explicar, ya que nos proporciona una herramienta para estimar el
exponente de Hurst de procesos autosimilares con incrementos estacionarios.

Por tanto, el objetivo principal de este trabajo es desarrollar, justificar y explicar el
funcionamiento y las ventajas del método TA. Para ello, el capítulo 2 lo dedicaremos
a establecer una serie de preliminares, comenzando por la Teoría de la Probabilidad
y los Procesos Estocásticos, que nos proporcionarán herramientas para poder desa-
rrollar el trabajo. Además, en este capítulo estudiaremos en profundidad los procesos
autosimilares, justificando también la relación entre el exponente de Hurst y el com-
portamiento del proceso que hemos establecido en esta introducción. En el capítulo 3,
estudiaremos algunos métodos muy útiles para estimar el exponente de Hurst y que
nos ayudarán a comprender el funcionamiento del método TA. En el capítulo 4, descri-
biremos el algoritmo TTA, mostrando la idea mediante la cual se puede introducir el
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método TA, que será explicado y justificado. En el capítulo 5, realizaremos una serie de
simulaciones de Monte Carlo para evaluar la precisión del método TA respecto a otros
métodos para comprobar sus ventajas e inconvenientes. Finalmente, en el capítulo 6 se
recogen las conclusiones que se han ido obteniendo a lo largo del trabajo.
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2Preliminares
Este capítulo tiene como objetivo recopilar los conceptos y resultados matemáticos

que necesitaremos para desarrollar el resto del trabajo. Para ello, partiremos de ciertas
definiciones y teoremas provenientes de la Teoría de la Probabilidad y los Procesos Es-
tocásticos, para después formalizar el concepto de proceso autosimilar y el exponente
de Hurst.

2.1 Teoría de la Probabilidad y Procesos Estocásticos

Para el desarrollo de esta sección se han utilizado las referencias [10] y [11], donde
se pueden revisar las definiciones y teoremas recogidos con mayor profundidad.

Comenzamos definiendo el concepto de σ -álgebra. Sea Ω un espacio muestral, di-
remos que la clase de subconjuntos A de Ω es una σ -álgebra si verifica:

∅,Ω ∈ A.

Para cada A ∈ A, se tiene que Ω \A ∈ A.

Si {An}n∈N es una familia de subconjuntos finita o infinita numerable, entonces se
tiene que ∪n∈NAn ∈ A.

Denominamos espacio medible al par (Ω,A). En este caso trabajaremos en el es-
pacio euclídeo R, utilizando para ello el espacio de Borel real (R,B), donde B es la
σ -álgebra generada por los subconjuntos abiertos de R. De igual forma, para el con-
cepto de proceso estocástico también necesitaremos el espacio de Borel de Rn, que
denotamos como B(Rn). Veamos ahora la definición de medida.

Definición 2.1. Sea (Ω,A) un espacio medible, una medida µ sobre (Ω,A) es una función
que satisface:

µ(∅) = 0.

µ(A) ∈ [0,1] para todo A ∈ A.

Si A1,A2, . . . es una sucesión disjunta de conjuntos de A y ∪∞n=1An ∈ A, entonces
µ(∪∞n=1An) =

∑∞
n=1µ(An).

A la terna (Ω,A,µ) se le denomina espacio medible. En ocasiones, la σ -álgebra que
se toma está contenida en las partes de Ω. Un problema importante a considerar en
estos casos es que este espacio debe ser completo (para todo B ⊂ A ∈ A con µ(A) = 0,
B ∈ A) y esto no sucede siempre. Para solventar este problema podemos completar
nuestra medida inicial hasta una medida que sea completa, en lo que se conoce co-
mo completación de un espacio de medida. Además, el método de Carathéodory nos
permite extender medidas definidas sobre álgebras a medidas definidas sobre su σ -
álgebra minimal.

En nuestro caso trabajaremos con un tipo particular de medidas denominadas me-
didas de probabilidad (P ), que son medidas que verifican la condición µ(Ω) = 1. En el
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2. Preliminares

caso de que tengamos una medida de probabilidad sobre un espacio medible, diremos
que estamos ante un espacio de probabilidad (Ω,A, P ), que será sobre el que trabajare-
mos.

Debido a la importancia que tiene el cálculo de probabilidades sobre el espacio de
Borel real, cabe destacar la relevancia de la medida de Lebesgue definida sobre este es-
pacio, ya que está relacionada con la función de distribución, que nos permite estudiar
las medidas de forma más sencilla. Mediante el Teorema de Correspondencia se pue-
de ver como las funciones de distribución caracterizan a las medidas de Lebesgue. En
concreto, en este trabajo trataremos con las funciones de distribución de probabilidad.

Vamos a introducir ahora sobre el espacio de probabilidad (Ω,A, P ) el concepto de
variable aleatoria. Partimos de la siguiente definición previa.

Definición 2.2. Sea (Ω1,A1) y (Ω2,A2) dos espacios medibles. Diremos que la aplicación
X : (Ω1,A1)→ (Ω2,A2) es medible respecto a las σ -álgebras de los respectivos espacios de
sucesos si para todo B ∈ A2, se tiene que X−1(B) ∈ A1.

Una aplicación medible sobre el espacio de Borel se dice que es una función medi-
ble. Veamos ahora la definición de variable aleatoria.

Definición 2.3. Sea (Ω,A, P ) un espacio de probabilidad y (R,B) el espacio de Borel real.
La función medible X : (Ω,A, P )→ (R,B) se denomina variable aleatoria.

Estas variables aleatorias quedan por tanto determinadas por una distribución de
probabilidad PX dada por:

PX(B) = P [X ∈ B] = P [{ω ∈Ω : X(ω) ∈ B}], ∀B ∈ B.

A su vez, la ley de probabilidad de una variable aleatoria también estará determi-
nada por su función de distribución de probabilidad FX .

Una vez hemos definido el concepto de variable aleatoria, podemos pasar a revisar
el concepto de proceso estocástico.

Definición 2.4. Sea (Ω,A, P ) un espacio de probabilidad y T un conjunto arbitrario. Un
proceso estocástico es una colección de variables aleatorias {X(t,ω) : t ∈ T ,ω ∈Ω} definidas
sobre el mismo espacio de probabilidad (Ω,A, P ).

Al conjunto arbitrario T se le denomina conjunto de índices y en muchas ocasiones
se utiliza para designar el tiempo. En adelante, tomaremos este conjunto como [0,∞).

En un proceso estocástico, para cada t ∈ [0,∞) tenemos una variable aleatoria. En
los siguientes capítulos usaremos las funciones t→ X(t,ω) definidas en t ∈ [0,∞) sobre
R, con ω ∈Ω fijo. A esta función se le denomina trayectoria o realización del proceso
estocástico. Por tanto, para cada ω ∈Ω tendríamos una trayectoria del proceso estocás-
tico. En las posteriores aplicaciones, nos encontraremos una realización discretizada de
un proceso estocástico, ya que por lo general estaremos ante un conjunto finito de va-
lores. A estas discretizaciones las denominaremos series.
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2.2. Procesos autosimilares

Al igual que una variable aleatoria X está determinada por su función de pro-
babilidad, un proceso estocástico estará determinado por sus distribuciones finito-
dimensionales. Sea {X(t,ω) : t ≥ 0,w ∈Ω} un proceso estocástico y 0 ≤ t1, t2, . . . , tn <∞,
entonces para para todo B ∈ B(Rn) y todo ω ∈ Ω definimos la distribución finito-
dimensional como:

Pt1,t2,...,tn[B] = P [(X(t1,ω),X(t2,ω), . . . ,X(tn,ω)) ∈ B].

Este concepto nos servirá para introducir una definición que será necesaria para
algunos desarrollos posteriores del trabajo.

Definición 2.5. Sean {X(t,ω) : t ≥ 0,ω ∈Ω} e {Y (t,ω) : t ≥ 0,ω ∈Ω} dos procesos estocás-
ticos definidos sobre el mismo espacio de probabilidad (X,A,Ω), diremos que estos procesos
son iguales en distribución si para todo w ∈Ω, 0 ≤ t1, t2, . . . , tn <∞ y B ∈ B(Rn):

P [(X(t1,ω),X(t2,ω), . . . ,X(tn,ω)) ∈ B] = P [(Y (t1,ω),Y (t2,ω), . . . ,Y (tn,ω)) ∈ B].

Cuando tengamos dos procesos estocásticos que presenten esta igualdad en distri-
bución lo notaremos como ∼.

2.2 Procesos autosimilares

Dedicaremos esta sección a definir los procesos autosimilares y a describir sus pro-
piedades más relevantes que tendremos que utilizar para el posterior desarrollo del
trabajo. Para ello serán útiles las referencias [12], [13] y [14].

En primer lugar, veamos a qué nos referimos cuando hablamos de proceso autosi-
milar.

Definición 2.6. Diremos que un proceso estocástico {X(t,ω) : t ≥ 0,ω ∈Ω} es autosimilar
con parámetro de autosimilaridad H > 0 si ∀c > 0 y ω ∈Ω, tenemos que:

X(ct,ω) ∼ cHX(t,ω), ∀t > 0.

Al parámetro de autosimilaridad H se le denomina coeficiente o exponente de
Hurst. Como se puede observar, la definición de proceso autosimilar implica una igual-
dad en distribución, lo que será un aspecto a tener en cuenta para el desarrollo de al-
gunas secciones posteriores. Si tenemos una realización o trayectoria del proceso auto-
similar y la discretizamos obtendríamos lo que denominamos como serie autosimilar.
A estas series autosimilares serán a las que le estimaremos el exponente de Hurst de
forma práctica en los siguientes capítulos.

Si tenemos que X(t,ω) es un proceso autosimilar, entonces X(0,ω) ∼ cHX(0,ω) para
todo c > 0, por lo que X(0,ω) = 0 con probabilidad uno.

Una propiedad muy interesante que pueden verificar los procesos autosimilares es
que sus incrementos sean estacionarios.Veamos de forma rigurosa esta definición.
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2. Preliminares

Definición 2.7. Sea {X(t,ω) : t ≥ 0,w ∈Ω} un proceso estocástico. Diremos que los incre-
mentos de este proceso son estacionarios si se verifica:

X(t + τ,ω)−X(t,ω) ∼ X(τ,ω)−X(0,ω)

para todo t > 0 y todo τ ≥ 0.

Atendiendo a esta definición, los incrementos de un proceso serán estacionarios
cuando su distribución solo dependa del lapso τ y no del instante t. Durante el presen-
te trabajo trataremos con procesos autosimilares que verifiquen esta propiedad. Cabe
mencionar que un proceso autosimilar X(t,ω) no nulo nunca podrá ser estacionario,
ya que aplicando la autosimilaridad y la estacionariedad en la siguiente igualdad lle-
garíamos a un absurdo:

E[|X(t,ω)|2] = E[|X(ct,ω)|2] = c2HE[|X(t,ω)|2].

Nótese que en este caso tendríamos que X(t,ω) = 0 casi seguro, lo que es una con-
tradicción.

El siguiente teorema nos aporta información sobre los valores en los que puede
variar el exponente de Hurst de un proceso autosimilar con incrementos estacionarios.

Teorema 2.1. (ver [15]) Sea {X(t,ω) : t ≥ 0,w ∈ Ω} un proceso autosimilar con índice de
autosimilaridad H e incrementos estacionarios, tal que P [X(t,ω) , 0] > 0. Si existe γ > 0
tal que E[|X(1,ω)|γ ] <∞, se tiene que:

i) Si 0 < γ < 1, entonces 0 < H < 1
γ .

ii) Si γ ≥ 1, entonces 0 < H ≤ 1.

Demostración:

i) Sea 0 < γ < 1. En primer lugar, destacar que para la demostración usaremos la
siguiente desigualdad:

(a1 + a2)γ < aγ1 + aγ2 (2.1)

para todo a1, a2 > 0 y γ < 1. Como se tiene por hipótesis que P [X(1,ω) , 0] >
0, podemos asumir que P [X(1,ω) , 0] = 1 sin pérdida de generalidad, ya que
P [X(1,ω) = 0] = P [X(t,ω) = 0] para todo t ≥ 0 (ver lema 3 de [19]). Nótese que por
ser un proceso autosimilar tenemos que P [X(0) = 0] = 1. Como los incrementos
del proceso X(t,ω) son estacionarios:

P [X(2,ω)−X(1,ω) , 0] = P [X(1,ω)−X(0,ω) , 0] = P [X(1,ω) , 0] = 1.

Se sigue utilizando la desigualdad 2.1:

|X(2,ω)|γ ≤ (|X(2,ω)−X(1,ω)|+ |X(1,ω)|)γ < |X(2,ω)−X(1,ω)|γ + |X(1,ω)|γ .

Tomando esperanzas en la anterior expresión, se tiene

E[|X(2,ω)|γ ] < E[|X(2,ω)−X(1,ω)|γ + |X(1,ω)|γ ],

8



2.2. Procesos autosimilares

y por las propiedades de autosimilaridad e incrementos estacionarios del proce-
so:

E[|X(2,ω)|γ ] = 2HγE[|X(1,ω)|γ ]
< E[|X(2,ω)−X(1,ω)|γ + |X(1,ω)|γ ]
= E[|X(1,ω)−X(0,ω)|γ ] +E[|X(1,ω)|γ ]
= E[|X(1,ω)|γ ] +E[|X(1,ω)|γ ]
= 2E[|X(1,ω)|γ ].

Por tanto, tenemos que 2HγE[|X(1,ω)|γ ] < 2E[|X(1,ω)|γ ], por lo que 2Hγ < 2, de
donde 0 < H < 1

γ .

ii) Sea γ ≥ 1. Si γ > 1, entonces existe el momento de orden α para todo α < γ
y, en particular, para todo 1 < α < γ . Tomando 1

α con 1 < α < γ , que es menor
que 1, podemos aplicar el primer apartado, de forma que H < α para todo α ∈
(1,γ). De aquí se deduce que 0 < H ≤ 1 para todo γ > 1. Para el caso en el que
γ = 1, se tiene que E[|X(1,ω)|] <∞ y aplicando las propiedades de los procesos
autosimilares y que los incrementos son estacionarios:

E[|X(2,ω)|] = E[|(X(2,ω)−X(1,ω)) +X(1,ω)|]
≤ E[|X(2,ω)−X(1,ω)|] +E[|X(1,ω)|]
= 2E[|X(1,ω)|].

De esta forma se tiene que E[|X(2,ω)|] ≤ 2E[|X(1,ω)|], pero por otro lado:

E[|X(2,ω)|] = 2HE[|X(1,ω)|],

de donde 2H ≤ 2, teniendo entonces que H ≤ 1.

�
Por tanto, si tenemos un proceso autosimilar con incrementos estacionarios y va-

rianza finita, el exponente de Hurst de dicho proceso oscilará entre cero y uno tal y
como indica el teorema, es decir, 0 < H ≤ 1.

Por otro lado, existe una relación entre los procesos autosimilares y los procesos
estacionarios muy interesante que se recoge en el siguiente teorema.

Teorema 2.2. (ver [14, 16]) Sea {X(t,ω) : t > 0,w ∈Ω} un proceso autosimilar con índice
de autosimilaridad H , entonces el proceso {Z(t,ω) : t > 0,w ∈Ω} definido como

Z(t,ω) = e−tHX(et,ω)

es estacionario. Recíprocamente, si {Z(t,ω) : t > 0,w ∈ Ω} es un proceso estacionario, en-
tonces X(t,ω) = tHZ(ln(t),ω) es un proceso autosimilar con exponente de autosimilaridad
H .

Demostración:
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2. Preliminares

Supongamos que {X(t,ω) : t > 0,w ∈ Ω} es un proceso autosimilar con índice de
autosimilaridadH , veamos que Z(t,ω) = e−tHX(et,ω) es un proceso estacionario. Apli-
cando la definición de Z(t,ω) y la autosimilaridad del proceso X(t,ω):

Z(t + τ,ω) = e−(t+τ)HX(et+τ ,ω)

= e−tHe−τHX(et+τ ,ω)

= e−tH (e−τ )HX(eteτ ,ω)

∼ e−tH (e−τ )H (eτ )HX(et,ω)

= e−tHX(et,ω) = Z(t,ω)

para todo τ > 0. Así, tenemos que Z(t + τ,ω) ∼ Z(t,ω), por lo que el proceso Z(t,ω) es
estacionario.

Recíprocamente, sea {Z(t,ω) : t > 0,w ∈Ω} un proceso estacionario, tenemos que
ver que el proceso X(t,ω) = tHZ(ln(t),ω) es autosimilar. Si aplicamos la definición de
X(t,ω) y la estacionariedad de Z(t,ω):

X(tτ,ω) = (tτ)HZ(ln(tτ),ω)

= tHτHZ(ln(t) + ln(τ),ω)

∼ tHτHZ(ln(t),ω)

= τHX(t,ω)

para todo τ > 0. Por tanto, tenemos que X(t,ω) es un proceso autosimilar de índice H
ya que X(tτ,ω) ∼ τHX(t,ω).

�

Otra propiedad muy interesante de los incrementos de un proceso estocástico es la
siguiente.

Definición 2.8. Sea {X(t,ω) : t ≥ 0,w ∈Ω} un proceso estocástico. Diremos que los incre-
mentos del proceso son autosimilares si se verifica para cierto H > 0 que:

X(t + τc,ω)−X(t,ω) ∼ τH (X(t + c,ω)−X(t,ω))

para todo t > 0, todo c > 0 y todo τ ≥ 0.

Un aspecto a considerar relacionado con este concepto es que si tenemos un pro-
ceso estocástico X(t,ω) con incrementos autosimilares se verifica la siguiente ley de
potencias (ver el corolario 3.6 de [17]):

M(τc)q ∼ τqHM(c)q (2.2)

donde M(τc) =M0(τc) y Mt(τc) es definida como

Mt(τc) = sup{X(r,ω)−X(t,ω) : r ∈ [t, t + τc]} − inf {X(r,ω)−X(t,ω) : r ∈ [t, t + τc]}

para todo t > 0, todo c > 0 y todo τ ≥ 0.

Cabe destacar la relación que existe entre los procesos autosimilares con incremen-
tos estacionarios y los procesos con incrementos autosimilares, que se puede observar
en el siguiente teorema.
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Teorema 2.3. (ver [13]) Sea {X(t,ω) : t ≥ 0,w ∈ Ω} un proceso autosimilar con índice
de autosimilaridad H e incrementos estacionarios, entonces dicho proceso también tendrá
incrementos autosimilares.

Demostración:
Sea {X(t,ω) : t ≥ 0,w ∈ Ω} un proceso autosimilar no nulo con incrementos esta-

cionarios. Tenemos que X(0,ω) = 0 casi seguro para todo w ∈ Ω por ser X(t,ω) un
proceso autosimilar. Aplicando esta propiedad y la estacionariedad de los incremen-
tos, se llega a que

X(t + τc,ω)−X(t,ω) ∼ X(τc,ω)−X(0,ω) ∼ X(τc,ω)

para todo t > 0, todo c > 0 y todo τ ≥ 0. Utilizando ahora que el proceso X(t,ω) es
autosimilar, se sigue

X(τc,ω) ∼ τHX(c,ω)

y así, se tiene que

τHX(c,ω) ∼ τH (X(c,ω)−X(0,ω)) ∼ τH (X(t + c,ω)−X(t,ω)),

utilizando de nuevo que el proceso es autosimilar y que sus incrementos son estacio-
narios. De esta forma tenemos que

X(t + τc,ω)−X(t,ω) ∼ τH (X(t + c,ω)−X(t,ω))

para todo t > 0, todo c > 0 y todo τ ≥ 0, y por tanto los incrementos del proceso X(t,ω)
son autosimilares.

�

Movimientos brownianos fraccionales

En este apartado vamos a describir un tipo concreto de proceso autosimilar con in-
crementos estacionarios, el movimiento browniano fraccional.

Un movimiento browniano fraccional es un proceso gaussiano con media 0 y una
función de autocovarianza dada por:

R(t1, t2) = Cov(X(t1,ω),X(t2,ω)) =
V ar(X(1,ω))

2
(|t1|2H + |t2|2H − |t1 − t2|2H ).

Nótese que la función R es definida positiva para todo t1, t2 > 0 y todo 0 < H < 1.
De esta forma quedaría definido el movimiento browniano fraccional, que se suele
denotar como {BH (t,ω) : t ≥ 0,ω ∈Ω} para cierto 0 < H < 1. Si H = 1

2 tenemos el clási-
co movimiento browniano, donde los incrementos son independientes. El movimiento
browniano fraccional es el único proceso gaussiano, autosimilar y con incrementos es-
tacionarios. A partir de nuestra definición, veamos que en efecto el movimiento brow-
niano fraccional es autosimilar y estacionario.

Teorema 2.4. (ver [14, 18]) Sea {BH (t,ω) : t ≥ 0,ω ∈ Ω} un movimiento browniano frac-
cional, entonces BH (t,ω) es autosimilar y tiene incrementos estacionarios.

11
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Demostración:
Por un lado, el movimiento browniano fraccional será autosimilar si se verifica que

BH (tτ,ω) y τHBH (t,ω) siguen la misma distribución para todo τ ≥ 0. Al ser el proceso
BH (t,ω) gaussiano, se tiene que BH (tτ,ω) y τHBH (t,ω) también son gaussianos, y por
tanto para ver que los dos procesos siguen la misma distribución bastará con ver que
sus varianzas son las mismas:

V ar(BH (tτ,ω)) = Cov(BH (tτ,ω),BH (tτ,ω))

=
V ar(BH (1,ω))

2
(|tτ |2H + |tτ |2H )

= V ar(BH (1,ω))τ2H |t|2H

= τ2HCov(BH (t,ω),BH (t,ω))

= Cov(τHBH (t,ω), τHBH (t,ω))

= V ar(τHBH (t,ω)).

Así, se tiene que BH (tτ,ω) ∼ τHBH (t,ω) y por tanto el proceso BH (t,ω) es autosimilar.
Por otro lado, para que el movimiento browniano fraccional {BH (t,ω) : t ≥ 0,ω ∈Ω}

tenga incrementos estacionarios, se tiene que dar la igualdad en distribución BH (t +
τ,ω)−BH (t,ω) ∼ BH (τ,ω)−BH (0,ω) para todo τ ≥ 0. Como BH (t,ω) es un proceso gaus-
siano con media 0, tenemos que tanto BH (t + τ,ω)−BH (t,ω) como BH (τ,ω)−BH (0,ω)
serán procesos gaussianos con media 0. Veamos que también tienen la misma varian-
za:

V ar(BH (t + τ,ω)−BH (t,ω)) = V ar(BH (1,ω))|t + τ |2H +V ar(BH (1,ω))|t|2H

− 2Cov(BH (t + τ,ω),BH (t,ω))

= V ar(BH (1,ω))(|t + τ |2H + |t|2H )

−V ar(BH (1,ω))(|t + τ |2H + |t|2H − |τ |2H )

= V ar(BH (1,ω))|τ |2H ,

V ar(BH (τ,ω)−BH (0,ω)) = V ar(BH (1,ω))|τ |2H − 2Cov(BH (t + τ,ω),BH (t,ω))

= V ar(BH (1,ω))|τ |2H −V ar(BH (1,ω))(|τ |2H − |τ |2H )

= V ar(BH (1,ω))|τ |2H .
Por tanto, tenemos que el movimiento browniano fraccional tiene incrementos esta-
cionarios.

�
De esta forma hemos visto como el movimiento browniano fraccional es autosimi-

lar y sus incrementos son estacionarios. En caso de que se tenga que V ar(BH (1,ω)) = 1,
diremos que estamos ante un movimiento browniano fraccional estándar. Si tene-
mos un movimiento browniano fraccional {X(k,ω) : k ≥ R,ω ∈ Ω}, como los incre-
mentos son estacionarios, el proceso {Y (k,ω) : k ≥ Z,ω ∈ Ω} definido como Y (k,ω) =
X(k+1,ω)−X(k,ω) será estacionario. A este proceso se le conoce como ruido gaussiano
fraccional, y su estudio también es objeto de interés.

El movimiento browniano fraccional es un proceso autosimilar con incrementos
estacionarios muy utilizado a la hora de modelizar muchas situaciones, y será el que
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utilizaremos en las secciones posteriores para estimar el exponente H mediante dife-
rentes procedimientos. En las figuras 2.1, 2.2 y 2.3 se pueden ver algunos ejemplos de
movimientos brownianos fraccionales para diferentes Hs.

(a) (b) (c)

Figura 2.1: Movimientos brownianos fraccionales con H = 0.1.

(a) (b) (c)

Figura 2.2: Movimientos brownianos fraccionales con H = 0.5.

(a) (b) (c)

Figura 2.3: Movimientos brownianos fraccionales con H = 0.9.
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2.3 Procesos con memoria

Esta sección la dedicaremos a indagar en los procesos con memoria y a establecer
la relación que existe entre los procesos autosimilares con incrementos estacionarios
en los que existe el momento de orden dos y este concepto de memoria larga. Una vez
vista esta relación se podrá observar la influencia que tiene el exponente de Hurst a
la hora de entender el comportamiento de una serie autosimilar y la importancia que
tiene poder estimar bien este parámetro. Para el desarrollo de esta sección utilizaremos
de nuevo la referencia [12].

En primer lugar, veamos qué entendemos cuando hablamos de la ‘memoria’ de un
proceso. Este concepto lo definimos sobre procesos estacionarios donde existe el mo-
mento de orden dos.

Sea {Y (t,ω) : t ∈ Z,ω ∈ Ω} un proceso estacionario tal que existe su momento de
orden dos, cuya autocovarianza es γY (k) = Cov(Y (0,ω),Y (k,ω)) con k ∈ Z y su densidad
espectral

fY (λ) =
1

2π

∞∑
k=−∞

γY (k)e−ikλ, λ ∈ [−π,π]. (2.3)

Antes de definir de forma rigurosa el concepto de memoria sobre este proceso, ne-
cesitamos conocer la siguiente definición. Nótese que el símbolo ≈ indica que si tene-
mos dos funciones f (x) y g(x) tal que f (x) ≈ g(x) cuando x tiende a x0, entonces f (x)

g(x)
converge cuando x tiende a x0.

Definición 2.9. Diremos que una función L : (c,∞)→ R con c ≥ 0 varía lentamente en el
infinito en sentido Karamata si es positiva y medible para x suficientemente grande y existe
u > 0 tal que:

L(ux) ≈ L(x), x→∞.

Si dicha función es positiva para x suficientemente grande y para cierto δ existe x0(δ) > 0 tal
que para x > x0(δ) las funciones p1(x) = xδl(x) y p2(x) = x−δl(x) son monótonas, entonces
diremos que la función varía lentamente en el infinito en sentido Zygmund. Además, dire-
mos que una función varía lentamente en el origen (en cualquiera de los dos sentidos) si la
función L(x−1) varía lentamente en el infinito.

Una vez hecha esta definición previa, vamos a introducir el concepto de ‘memoria’
en forma de dependencia lineal.

Definición 2.10. Sea {Y (t,ω) : t ∈ Z,ω ∈ Ω} un proceso estacionario tal que existe su
momento de orden dos, con autocovarianza γY (k) con k ∈ Z y densidad espectral tal y como
se ha definido en 2.3. Entonces, si tenemos que

fY (λ) = Lf (λ)|λ|−2d ,

donde Lf (λ) ≥ 0 es una función que varía lentamente en 0, podemos hacer la siguiente
clasificación en función del valor de d:

i) Si 0 ≤ d ≤ 1
2 , el proceso presenta dependencia a largo plazo.
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ii) Si d = 0 y limλ→Lf (λ) =∞, el proceso presenta dependencia intermedia.

iii) Si d = 0 y limλ→Lf (λ) = cf con 0 < cf <∞, el proceso presenta dependencia a corto
plazo.

iv) Si −1
2 ≤ d ≤ 0, el proceso presenta antipersistencia.

Además de esta definición, introducimos un teorema que necesitaremos para poder
mostrar la relación del concepto de ‘memoria’ y los procesos autosimilares.

Teorema 2.5. (ver [12]) Sean fY (λ) (λ ∈ [−π,π]) la densidad espectral y γY (k) (k ∈ Z) la
autocovarianza de un proceso estacionario tal que existe su momento de orden dos. Entonces,
si

γY (t, t + k) = Lγ (k)|k|2d−1

con Lγ (k) una función que varía en∞ lentamente en sentido Zygmund, d ∈ (−1
2 ,0)∪ (0,12 ) y∑

k∈Zγ(k) <∞, entonces
fY (λ) ∼ Lf (λ)|λ|−2d , λ→ 0

con Lf (λ) = Lγ ( 1
λ ) 1
πΓ (2d)sen(π2 −πd).

Una vez introducidos estos conceptos, vamos a ver la relación que se establece en-
tre estos y los procesos autosimilares con incrementos estacionarios. Esta relación se
puede ver en el siguiente teorema.

Teorema 2.6. (ver [12]) Sea {X(t,ω) : t ≥ 0,ω ∈ Ω} un proceso autosimilar tal que sus
incrementos son estacionarios y existe su momento de orden dos. Definimos {Y (k,ω) : k ∈
N,ω ∈ Ω} como Y (k,ω) = X(k + 1,ω) − X(k,ω) para todo k ∈ N. Nótese que tenemos por
tanto que Y (k,ω) es estacionario y existe su momento de segundo orden. Entonces se tiene
que:

i) Si 0 < H < 0.5, Y (t,ω) es antipersistente.

ii) Si H = 0.5, Y (t,ω) es un proceso aleatorio.

iii) Si 0.5 < H < 1, Y (t,ω) presenta dependencia a largo plazo.

Demostración:
Sea {X(t,ω) : t ≥ 0,ω ∈Ω} e {Y (k,ω) : k ∈ N,ω ∈Ω} dos procesos tal y como se han

definido en el enunciado del teorema. En primer lugar, para todo i ≥ j > 0 se tiene que

γX(i, i) = V ar(X(i,ω)) = i2HV ar(X(1,ω))

utilizando la autosimilaridad, y también que

V ar(X(i,ω)−X(j,ω)) = V ar(X(i−j,ω)−X(0,ω)) = V ar(X(i−j,ω)) = (i−j)2HV ar(X(1,ω))

por la estacionariedad de los incrementos. Además, sabemos que

V ar(X(i,ω)−X(j,ω)) = γX(i, i) +γX(j, j)− 2γX(i, j)
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por lo que se llega a que

γX(i, j) =
1
2

(γX(i, i) +γX(j, j)−V ar(X(i,ω)−X(j,ω)))

=
V ar(X(1,ω))

2
(i2H + j2H − (i − j)2H ).

De forma similar, utilizando los términos obtenidos, sería posible obtener la siguiente
expresión para la covarianza de Y (t,ω):

γY (t, t + k) =
V ar(X(1,ω))

2
((k − 1)2H + (k + 1)2H − 2(k)2H ) (2.4)

para todo t ∈ N y todo k ∈ N. Si expresamos 2.4 mediante el desarrollo en serie de
Taylor en torno a 0 (téngase en cuenta que la función es derivable al menos en un
entorno de 0), obtenemos que

γY (t, t + k) ' V ar(X(1,ω))H(2H − 1)K2H−2.

Teniendo en cuenta ahora la notación de las definiciones previas, se tendría que

γY (t, t + k) = Lγ (k)|k|2d−1 ' V ar(X(1,ω))H(2H − 1)K2H−2.

De aquí, se obtiene que Lγ (k) ' V ar(X(1,ω))H(2H − 1) y

K2H−2 = K2d−1.

Así, tenemos que 2H − 2 = 2d − 1, de donde

H = d +
1
2
.

Nótese que paraH = 1
2 se tiene que γY (t, t+k) ' 0, de donde se deduce que el proceso

sería aleatorio. Teniendo en cuenta la definición 2.10, se llega a lo que se quería de-
mostrar, ya que para 0 < H < 1

2 , se tendría que −1
2 < d < 0, por lo que el proceso sería

antipersistente, y para 1
2 < H < 1 se tendría que 0 < d < 1

2 , presentando entonces el
proceso dependencia a largo plazo.

�
De esta forma, tenemos la relación que comentábamos durante la introducción; si

0 < H < 0.5, entonces el proceso es antipersistente, si H = 0.5 el proceso es aleatorio y
si 0.5 < H < 1 el proceso es persistente.
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3Métodos para estimar el exponente de Hurst
Como hemos visto en el capítulo anterior, existe una relación entre el valor del

exponente de Hurst de un proceso autosimilar con incrementos estacionarios y el com-
portamiento que tendrá una serie autosimilar asociada a dicho proceso. Por tanto, a la
hora de poder obtener información sobre las series que provienen de procesos autosi-
milares con incrementos estacionarios resulta clave poder realizar una estimación lo
más verosímil posible del exponente de Hurst. Este capítulo lo dedicaremos a exponer
y explicar el fundamento matemático de algunos métodos que se utilizan para estimar
el exponente de Hurst. Estos métodos expuestos nos ayudarán a comprender mejor el
método TA que será introducido posteriormente.

No obstante, cabe mencionar que a la hora de calcular el exponente de Hurst de una
serie de la vida real, es tan importante estimar bien el exponente de Hurst como poder
verificar que el comportamiento de la serie es autosimilar, de lo contrario no tendría
sentido calcular el exponente de Hurst. En este trabajo partimos de series autosimila-
res generadas a partir de movimientos brownianos fraccionales, que como hemos visto
en el capítulo anterior son procesos autosimilares con incrementos estacionarios.

El primer método propuesto para estimar el parámetro de autosimilaridad fue el
método RS ([1]). Este método, tal y como se ha expuesto en la introducción, obtiene
una estimación del coeficiente de Hurst a través del estadístico que se calcula como
la media de los cocientes del rango de las sumas de la serie de diferencias menos la
media en cada subintervalo entre la desviación estándar de la serie de diferencias del
subintervalo correspondiente.

A lo largo de la historia han sido muchos los métodos propuestos para estimar el
exponente de Hurst de procesos autosimilares. Los más clásicos y probablemente más
conocidos son los algoritmos RS, DFA ([20]), MF-DFA(q) ([21]), DMA ([22]) y GHE(q)
([23]). Además, en los últimos años se han propuesto otros procedimientos muy intere-
santes y con ciertas ventajas respecto a los mencionados, como son los métodos FD(q)
([24]). Cada uno de estos métodos tiene una serie de características que hacen que en
según qué situación sean más o menos útiles.

En la siguiente sección vamos a describir más en profundidad el método GHE(q),
uno de los más utilizados para estimar el exponente de Hurst, profundizando en su
funcionamiento y en la fundamentación matemática del mismo enfocada al cálculo
del exponente en series autosimilares procedentes de procesos autosimilares con incre-
mentos estacionarios. Por último, en la segunda sección de este capítulo describiremos
el funcionamiento y las propiedades de los algoritmos FD(q).

3.1 Métodos GHE(q)

El método GHE(q) (generalized Hurst exponent) fue introducido por Barabási y
Vicsek en [23]. Este método es muy preciso y se suele usar para detectar la multifracta-
lidad. El método se basa en el comportamiento del valor absoluto de los incrementos de
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orden q de un proceso estocástico determinado. Sea {X(t,ω) : t ≥ 0,w ∈Ω} un proceso
estocástico. El algoritmo se puede justificar a través del siguiente estadístico:

kq(τ) =
< |X(t + τ,ω)−X(t,ω)|q >

< |X(t,ω)|q >
.

Nótese que para q = 2 tenemos que el estadístico es proporcional a la función de
autocorrelación. A través de la siguiente expresión, sería posible calcular el exponente
de Hurst:

kq(τ) ∝ τqH .

De forma empírica, si tenemos un proceso estocástico X(t,ω) de longitud L, se pue-
de estimar el coeficiente de Hurst a través de la siguiente ley de potencias∑L−τ

0 |X(t + τ,ω)−X(t,ω)|q

L− τ + 1
∝ cτqH(q),

donde q indica el orden del momento que utilizamos para estimar H .

Como en nuestro caso estamos tratando con procesos autosimilares con incremen-
tos estacionarios, vamos a dar en el siguiente teorema una justificación al funciona-
miento del método GHE(q), que ha sido introducida en [9].

Teorema 3.1. Sea {X(t,ω) : t ≥ 0,w ∈Ω} un proceso autosimilar con incrementos estacio-
narios, entonces es posible utilizar el método GHE(q) para estimar el exponente de Hurst del
proceso.

Demostración:
Sea {X(t,ω) : t ≥ 0,w ∈Ω} un proceso autosimilar con incrementos estacionarios.

Como los incrementos del proceso son estacionarios, se tiene que

X(t + τ,ω)−X(t,ω) ∼ X(τ,ω)−X(0,ω)

para todo t ≥ 0. Además, como los incrementos son autosimilares, se llega a que

X(τ,ω)−X(0,ω) ∼ τH (X(1,ω)−X(0,ω))

para todo τ ≥ 0. Si tomamos ahora el valor absoluto en la expresión anterior, tenemos
que

|X(t + τ,ω)−X(t,ω)| ∼ τH |X(1,ω)−X(0,ω)|.

Tomando esperanzas se llega a que

E[|X(t + τ,ω)−X(t,ω)|] = E[τH |X(1,ω)−X(0,ω)|]
= E[|X(1,ω)−X(0,ω)|]τH

= cτH ,

donde la constante c es E[|X(1,ω) −X(0,ω)|]. De esta forma se tendría justificada la
estimación mediante el método GHE(1). Para otros valores de q, se tiene que la de-
mostración es análoga ya que las mismas expresiones son válidas para los momen-
tos de orden q. De forma general, se tiene la siguiente expresión que justifica todos
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los métodos GHE(q):

E[|X(t + τ,ω)−X(t,ω)|q] = E[τqH |X(1,ω)−X(0,ω)|q]
= E[|X(1,ω)−X(0,ω)|q]τqH

= cτqH

con la contante c = E[|X(1,ω)−X(0,ω)|q]. De esta forma, queda demostrada la validez
del método GHE(q) para estimar el exponente de Hurst en procesos autosimilares con
incrementos estacionarios.

�
A la hora de implementar el método, bastaría con estimar las esperanzas como las

medias muestrales y se podría obtener el exponente de Hurst como la pendiente de la
regresión lineal de la expresión log(E[|X(t + τ,ω)−X(t,ω)|q]) = log(c) + qHlog(τ).

Vamos a ilustrar de forma gráfica el funcionamiento de este tipo de métodos con
algunas figuras. Lo haremos en concreto del método GHE(1), siendo análogo para los
GHE(q), ya que solo habría que ir elevando las muestras a q. En las figuras 3.1, 3.2 y 3.3
se puede ver cómo se toman las muestras de una realización de un proceso autosimilar
con incrementos estacionarios, concretamente de un movimiento browniano fraccional
con exponente de Hurst 0.5.

Figura 3.1: Toma de muestras de un movimiento browniano fraccional con H = 0.5
para τ = 1 con el método GHE(1).

19



3. Métodos para estimar el exponente de Hurst

Figura 3.2: Toma de muestras de un movimiento browniano fraccional con H = 0.5
para τ = 2 con el método GHE(1).

Figura 3.3: Toma de muestras de un movimiento browniano fraccional con H = 0.5
para τ = 4 con el método GHE(1).
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3.2 Métodos FD

Los algoritmos FD (fractal dimension) fueron introducidos por M. Fernández-Martínez
et al. en [24]. Este método resulta ser muy útil para estimar el exponente de Hurst de
series que presentan máximos y mínimos, como pueden ser las series financieras. Los
métodos en cuestión han sido evaluados para estimar el exponente de Hurst en mo-
vimientos brownianos fraccionales con máximos y mínimos y los resultados han sido
bastante precisos (ver [24]), especialmente para series de longitud no muy grande, lo
que representa una gran ventaja respecto a otros métodos utilizados.

A continuación, vamos a explicar cómo funcionan estos métodos y cuál es su funda-
mento matemático. Sea {X(t,ω) : t > 0,w ∈Ω} un proceso autosimilar con incrementos
estacionarios. Si rescatamos la expresión 2.2, tenemos que

M(τ)q ∼ τqHM(1)q (3.1)

donde M(τ) =M0(τ) y Mt(τ) es definida como

Mt(τ) = sup{X(r,ω)−X(t,ω) : r ∈ [t, t + τ]} − inf {X(r,ω)−X(t,ω) : r ∈ [t, t + τ]}

para todo t > 0 y todo τ ≥ 0.

A través de esta relación es posible estimar el exponente de Hurst, ya que bastaría
con tomar esperanzas en la expresión 3.1, llegando a que

E[Mt(τ)q] = E[τqHM(1)q]

= E[M(1)q]τqH

= cτqH

con la contante c = E[M(1)q]. De esta forma se podría obtener el exponente de Hurst
estimando de nuevo las esperanzas como las medias muestrales y calculando la pen-
diente de la regresión lineal log(E[Mt(τ)q]) = log(c) + qHlog(τ).

Al igual que hemos hecho con el método GHE(1), vamos a ilustrar de forma gráfica
cuál sería el funcionamiento del método para tomar las muestras de la realización
de un proceso autosimilar con incrementos estacionarios. De nuevo, generamos un
movimiento browniano fraccional con exponente de Hurst 0.5. En las figuras 3.4, 3.5
y 3.6 podemos observar cómo se obtendrían las diferentes muestras para el método
FD(1). Para el resto de métodos FD(q) bastaría con elevar a q estas muestras.
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3. Métodos para estimar el exponente de Hurst

Figura 3.4: Toma de muestras de un movimiento browniano fraccional con H = 0.5
para τ = 1 con el método FD(1).

Figura 3.5: Toma de muestras de un movimiento browniano fraccional con H = 0.5
para τ = 2 con el método FD(1).
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3.2. Métodos FD

Figura 3.6: Toma de muestras de un movimiento browniano fraccional con H = 0.5
para τ = 4 con el método FD(1).

Otro aspecto muy interesante de los algoritmos FD(q) es que están estrechamente
ligados a las estructuras fractales. Estos métodos proporcionan una herramienta para
estimar con cierta facilidad la dimensión fractal de conjuntos en el contexto de los
fractales, teniendo unas propiedades analíticas muy interesantes.
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4Introducción del método TA
Este capítulo se dedicará a introducir y explicar el método TA para estimar el ex-

ponente de Hurst de procesos autosimilares con incrementos estacionarios. Para ello,
en la primera sección se introducirá el método TTA, explicando su funcionamiento y
su fundamento matemático, dando paso a la siguiente sección en la que, con algunas
modificaciones de este algoritmo, se introducirá el método denominado TA.

Como puede revisarse en la literatura, el método TTA ([25]) y el método TA ([9]) han
sido introducidos hace muy poco tiempo, por lo que sus aplicaciones y posibles mejoras
aún pueden estar por descubrirse, lo que representa un aspecto muy interesante sobre
estos dos métodos.

4.1 El método TTA

El método TTA (Total Triangles Area) es un método muy preciso para estimar el
exponente de Hurst propuesto en [25]. A nivel computacional también tiene propie-
dades muy interesantes que lo hacen ser un método a tener en cuenta.

A continuación, estudiaremos cuál es el funcionamiento del método y su idea in-
tuitiva. Sea {X(0),X(1), . . . ,X(n)} una serie autosimilar de longitud n. Lo que haremos
será dividir la serie en subintervalos y formar triángulos en estos subintervalos con el
primer punto, el punto medio y el último punto, computando la suma de las áreas de
estos triángulos. El algoritmo seguirá los siguientes pasos.

1. Dividimos la serie original en subintervalos de longitud 2τ > 0 (tomamos 2τ
como divisor de n).

2. Para cada subintervalo, calculamos el área del triángulo que forman el primer
punto, el punto medio y el último punto.

3. Calculamos la suma del área de los triángulos construidos.

4. Repetimos el proceso para diferentes valores de τ .

5. Obtenemos la estimación del exponente de Hurst a través de una regresión lineal
entre log(τ) y el logaritmo de la suma total de las áreas de los triángulos.

Veamos de forma gráfica los triángulos generados para un movimiento browniano
fraccional con H = 0.5 y diferentes τs. En las figuras 4.1, 4.2 y 4.3 se pueden observar
los triángulos construidos.
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4. Introducción del método TA

Figura 4.1: Toma de muestras de un movimiento browniano fraccional con H = 0.5
para τ = 1 con el método TTA.

Figura 4.2: Toma de muestras de un movimiento browniano fraccional con H = 0.5
para τ = 2 con el método TTA.
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4.1. El método TTA

Figura 4.3: Toma de muestras de un movimiento browniano fraccional con H = 0.5
para τ = 4 con el método TTA.

A continuación, vamos a ver cuál es la fundamentación matemática del método,
que no se recoge en el artículo donde se introdujo el método, pero que sí se puede re-
visar en [9].

Sea {X(0),X(1), . . . ,X(n)} una realización de longitud n de {X(t,ω) : t ≥ 0,w ∈Ω}, un
proceso autosimilar con incrementos estacionarios. Tal y como se recoge en el método,
se divide la serie en subintervalos de longitud 2τ > 0. Calculamos el área de los trián-
gulos que construimos con los puntos (i,X(i)), (i + τ,X(i + τ)) y (i + 2τ,X(i + 2τ)), para
i = 0,2τ, . . . ,n − 2τ . Denotaremos por ST (τ) a la suma del área de todos los triángulos
generados para el τ seleccionado.

Para demostrar el funcionamiento de este método lo que haremos será probar que
la esperanza del proceso se puede relacionar con τH de la siguiente forma

E[ST (τ,ω)] = cτH ,

con c una constante distinta de 0.

Sea τ > 0 (nótese que tomamos τ tal que 2τ divida a n). Para i ∈ {0,2τ, . . . ,n− 2τ}, el
área de los triángulos (que denotamos como A(i,τ)) con vértices en (i,X(i)), (i+τ,X(i+
τ)) y (i + 2τ,X(i + 2τ)) puede obtenerse de la siguiente forma:
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4. Introducción del método TA

A(i,τ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣det
 i i + τ i + 2τ
X(i) X(i + τ) X(i + 2τ)

1 1 1


∣∣∣∣∣∣∣∣

2

=
1
2
|iX(i + τ) + (i + τ)X(i + 2τ) + (i + 2τ)X(i)

− (i + 2τ)X(i + τ)− (i + τ)X(i)− iX(i + 2τ)|

=
1
2
|X(i + 2τ)(i + τ − i)

+X(i + τ)(i − i − 2τ) +X(i)(i + 2τ − i − τ)|

=
1
2
|X(i + 2τ)τ − 2X(i + τ)τ +X(i)τ |

=
τ
2
|X(i + 2τ)− 2X(i + τ) +X(i)|.

Es decir, la suma del área de los n
2τ triángulos se puede expresar como

ST (τ) =
τ
2

n
2τ −1∑
i=0

|X(2τi + 2τ)− 2X(2τi + τ)−X(2τi))| .

Por tanto

ST (τ,ω) =
τ
2

n
2τ −1∑
i=0

|X(2τi + 2τ,ω)−X(2τi + τ,ω)− (X(2τi + τ,ω)−X(2τi,ω))| .

Tomamos ahora la esperanza de ST (τ,ω), que calculamos de la siguiente forma:

E[ST (τ,ω)] =
τ
2

n
2τ −1∑
i=0

E[|X(2τi + 2τ,ω)−X(2τi + τ,ω)− (X(2τi + τ,ω)−X(2τi,ω))|].

Ahora, como los incrementos del proceso X(t,ω) son estacionarios, tenemos que
X(t + τ,ω) − X(t,ω) ∼ X(τ,ω) − X(0,ω) para todo t > 0. En particular, X(t + 2τ,ω) −
X(t+τ,ω)− (X(t+τ,ω)−X(t,ω)) y X(2τ,ω)−X(τ,ω)− (X(τ,ω)−X(0,ω)) tienen la mis-
ma distribución, y por tanto, sus valores absolutos también. Como consecuencia, sus
esperanzas serán las mismas, de donde

E[ST (τ,ω)] =
τ
2

n
2τ −1∑
i=0

E[|X(2τi + 2τ,ω)−X(2τi + τ,ω)− (X(2τi + τ,ω)−X(2τi,ω))|]

=
τ
2

n
2τ −1∑
i=0

E[|X(2τ,ω)−X(τ,ω)− (X(τ,ω)−X(0,ω))|]

=
τ
2
n

2τ
E[|X(2τ,ω)−X(τ,ω)− (X(τ,ω)−X(0,ω))|]

=
n
4
E[|X(2τ,ω)−X(τ,ω)− (X(τ,ω)−X(0,ω))|].
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4.2. El método TA

Ahora bien, tenemos que los incrementos del proceso también son autosimilares,
por lo que

E[ST (τ,ω)] =
n
4
E[|X(2τ,ω)−X(τ,ω)− (X(τ,ω)−X(0,ω))|]

=
n
4
τHE[|X(2,ω)−X(1,ω)− (X(1,ω)−X(0,ω))|].

En particular, para τ = 1 se tiene que

E[ST (1,ω)] =
n
4
E[|X(2,ω)−X(1,ω)− (X(1,ω)−X(0,ω))|].

Así, llegamos a la expresión final

E[ST (τ,ω)] = τHE[ST (1,ω)]. (4.1)

De esta forma hemos probado que es correcto aplicar el algoritmo TTA al proceso
inicial X(t,ω).

La estimación del exponente de Hurst la haremos tomando logaritmos en 4.1 y
realizando una regresión lineal a partir de la siguiente expresión

log(E[ST (τ,ω)]) = log(E[ST (1,ω)]) +Hlog(τ),

en la que estimaremos la esperanza como la media muestral. El exponente de Hurst
sería estimado como la pendiente de esta regresión lineal.

4.2 El método TA

En la sección anterior hemos podido observar y estudiar el funcionamiento del mé-
todo TTA. Una vez revisada la justificación matemática del método, nos preguntamos
si existe alguna modificación que se le pueda realizar a este método para mejorar su
precisión.

Esta modificación del método TTA ha sido introducida en [9], dando origen a un
nuevo método denominado TA (triangle area). El funcionamiento de este algoritmo
se basa en tomar las muestras de los triángulos tomando también los triángulos sola-
pados, teniendo en cuenta a la hora de estimar el exponente de Hurst la distribución
del área de los triángulos en lugar de la suma del área de los triángulos. De esta for-
ma, tiene cierto sentido tomar los triángulos solapados, ya que todos representan una
muestra de la distribución del triángulo de la que obtendremos H . En [26] podemos
revisar un método similar en el contexto de los movimientos brownianos fraccionales.

Veamos ahora cuál es el funcionamiento del algoritmo, para poder después intro-
ducir la justificación teórica. Sea {X(0),X(1), . . . ,X(n)} una serie autosimilar de longitud
n obtenida a partir de un proceso autosimilar con incrementos estacionarios. Los pasos
a seguir para implementar el método son los siguientes.

1. Dividimos la serie original en subintervalos de longitud 2τ > 0 (tomamos 2τ
como divisor de n).

29



4. Introducción del método TA

2. Para cada subintervalo, calculamos el área del triángulo que forman el primer
punto, el punto medio y el último punto. Cabe destacar que en este método sí
tomamos también todos los intervalos solapados.

3. Calculamos la media muestral del área de los triángulos obtenidos.

4. Repetimos el proceso para diferentes valores de τ .

5. Obtenemos la estimación del exponente de Hurst a través de una regresión lo-
garítmica entre τ y la media calculada. En este caso la pendiente obtenida sería
H + 1, por lo que habría que restar una unidad a la pendiente que obtengamos
para tener el exponente de Hurst que buscamos.

De forma gráfica, podemos observar en las figuras 4.4, 4.5 y 4.6 como se tomarían
las muestras para diferentes τs de un movimiento browniano fraccional con un H =
0.5.

Figura 4.4: Toma de muestras de un movimiento browniano fraccional con H = 0.5
para τ = 1 con el método TA.
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4.2. El método TA

Figura 4.5: Toma de muestras de un movimiento browniano fraccional con H = 0.5
para τ = 2 con el método TA.

Figura 4.6: Toma de muestras de un movimiento browniano fraccional con H = 0.5
para τ = 4 con el método TA.
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4. Introducción del método TA

Pasamos ahora a estudiar cuál es la justificación matemática de este método.

Sea {X(0), . . . ,X(n)} una trayectoria de longitud n de un proceso autosimilar {X(t,ω) :
t ≥ 0,w ∈Ω} con incrementos estacionarios. Como hemos visto en la sección anterior,
el área de un triángulo con vértices en (i,X(i)), (i + τ,X(i + τ)) y (i + 2τ,X(i + 2τ)) para
i ∈ {0, . . . ,n − 2τ} es τ

2 |X(i + 2τ)−X(i + τ)− (X(i + τ)−X(i))|, por lo que la distribución
del área de un triángulo vendrá dada por la expresión

AT (τ,ω) =
τ
2
|X(i + 2τ,ω)−X(i + τ,ω)− (X(i + τ,ω)−X(i,ω))| .

Nótese que por la propiedad de incrementos estacionarios del proceso {X(t,ω)},
tenemos que

τ
2
|X(i + 2τ,ω)−X(i + τ,ω)− (X(i + τ,ω)−X(i,ω))|

tiene la misma distribución para todo i ∈ {0, . . . ,n− 2τ}, por lo que

AT (τ,ω) ∼ τ
2
|X(2τ,ω)−X(τ,ω)− (X(τ,ω)−X(0,ω))| .

Usando ahora que los incrementos son autosimilares

AT (τ,ω) ∼ τ
2
τH |X(2,ω)−X(1,ω)− (X(1,ω)−X(0,ω))|

=
τH+1

2
|X(2,ω)−X(1,ω)− (X(1,ω)−X(0,ω))| .

En particular, para τ = 1

AT (1,ω) ∼ 1
2
|X(2,ω)−X(1,ω)− (X(1,ω)−X(0,ω))| ,

llegando así a que

AT (τ,ω) ∼ τH+1AT (1,ω). (4.2)

De esta forma, podemos justificar la validez del método TA. Si tomamos logaritmos
en la expresión 4.2, tenemos que

log(E[AT (τ,ω)]) = log(E[AT (1,ω)]) + (H + 1)log(τ).

Para obtener el exponente de Hurst bastaría con realizar una regresión lineal entre
el logaritmo de la esperanza del área del triángulo (que estimaremos como la media
muestral) y log(τ). La pendiente de esta regresión será H + 1, obteniendo así nuestra
estimación del exponente de Hurst.

Nótese además que la expresión 4.2 puede ser utilizada para estudiar procesos con
estructuras multifractales. Para ello, bastaría con tomar q , 0 obteniendo el exponente
de Hurst H(q) tomando los momentos de orden q de la expresión 4.2:

log(E[AT (τ,ω)q]) = log(E[AT (1,ω)q]) + q(H(q) + 1)log(τ).
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5Evaluación de la precisión del método TA
Esta sección se dedicará a realizar un estudio sobre la precisión de algunos de los

métodos expuestos para estimar el exponente de Hurst en los capítulos anteriores. En
particular, nos interesamos en estudiar los resultados del método TA, que ha sido el
último método propuesto y el que nos hemos encargado de introducir a lo largo del
trabajo.

Para evaluar la precisión de este método nos apoyaremos en los resultados obte-
nidos por otros métodos. Los algoritmos escogidos son el método TTA y el método
GHE(2). La elección del método TTA se debe a que es el algoritmo a partir del cuál se
desarrolla el método TA. En cuanto a la elección del método GHE(2), en [27] podemos
ver una revisión de la precisión de los métodos clásicos para estimar el exponente de
Hurst (RS, DMA, MF-DFA(1), DFA, GHE(1) y GHE(2)), donde se puede observar que
el método con resultados más precisos es el GHE(2). Las simulaciones en este caso se
realizan para varios procesos con distribuciones de cola pesada, pero en nuestro caso
nos fijamos en los resultados para los procesos con distribución normal, que serán los
que usemos para nuestras simulaciones.

Cabe destacar que los métodos FD(q) descritos en la sección 3.2 no los utilizaremos
para este trabajo de evaluación de precisión de los métodos, ya que la utilidad de estos
métodos se puede observar en procesos autosimilares con incrementos estacionarios
que experimentan máximos y mínimos. Debido a este hecho, estos algoritmos no se
incluirán en las simulaciones, aunque su estudio es muy interesante ya que tiene un
campo amplio de aplicación, sobre todo en el mundo de las finanzas.

Para poder ver la precisión de los métodos, lo que haremos será realizar una serie
de simulaciones de Monte Carlo para poder evaluar la bondad de las estimaciones rea-
lizadas. Para ello, nos apoyaremos en el entorno informático interactivo basado en la
web Jupyter Notebook, utilizando Phyton como lenguaje de programación.

Con el objetivo de llevar a cabo estas simulaciones utilizaremos procesos autosimi-
lares con incrementos estacionarios. En particular, usaremos movimientos brownianos
fraccionales con diferentes longitudes y valores del exponente de Hurst (véase la sub-
sección 2.2). Para las simulaciones de Monte Carlo necesitaremos generar movimien-
tos brownianos fraccionales de una longitud determinada y con un exponente de Hurst
conocido. De esta forma, al generar una trayectoria del movimiento browniano fraccio-
nal obtendremos una serie autosimilar, a la que estimaremos el H con algún método
y compararemos este H con el H teórico con el que hemos generado el movimiento
browniano fraccional. De esta forma, una vez hechas las estimaciones para muchas se-
ries, podremos ver cómo de buenos son los Hs calculados con los métodos.

Un aspecto interesante es cómo generar series autosimilares provenientes de mo-
vimientos brownianos fraccionales. En este sentido, destacamos tres formas diferentes
de generar estos procesos: los métodos de Hosking ([28]), Cholesky ([29]) y Davies-
Harte ([30]). Cada uno de estos métodos tiene una serie de ventajas e inconvenientes.
Para no extendernos demasiado no detallaremos estos métodos, aunque un ejercicio
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5. Evaluación de la precisión del método TA

muy interesante sería repasar los procedimientos teóricos que están detrás de estos pa-
ra poder simular series provenientes de movimientos brownianos fraccionales dado un
H conocido. Como vamos a realizar un gran número de simulaciones para poder ver la
precisión de los métodos, usaremos el método Davies-Harte, que es el que menor coste
computacional tiene. Sin embargo, en ocasiones puede fallar para longitudes pequeñas
y Hs altos, utilizando en ese caso el método de Hosking. La implementación de todos
estos métodos está recogida en el paquete fbm de Python, por lo que nos apoyaremos
en él para poder realizar las simulaciones utilizando los métodos comentados, en fun-
ción del caso en el que nos encontremos.

Una vez sabemos generar las series autosimilares que necesitamos, tenemos que
ver cómo implementamos los métodos de estimación de H (TTA, TA y GHE(2)). De
nuevo, nos apoyaremos en el lenguaje Python para poder llevar a cabo esta tarea. Lo
que haremos para la implementación será tomar diferentes τs y calcular el estadístico
correspondiente a cada método para después realizar la regresión lineal. Aquí tenemos
otro problema muy interesante; la selección de estos τs. En este trabajo tomaremos
los τs siguiendo la idea recogida en [27]. La elección de los τs estará en función de la
longitud de la serie; si tenemos una serie de longitud l, tomaremos los τs en el conjunto
{2n : n ∈ {0, . . . ,p(l)}}, donde p(l) estará en función de la longitud de la serie. Tomamos
los τs como potencias de dos para que a la hora de realizar el logaritmo lo hagamos en
base 2 y los puntos de la regresión queden equiespaciados. El primer valor del rango
será 20 = 1 y el último dependerá de la longitud y del método que utilicemos:

Para el método GHE(2) tomaremos p(l) como la parte entera de log2(l/4).

Para los métodos TTA y TA tomaremos p(l) como la parte entera de log2(l/8).

Esta diferencia se debe a que para el método GHE(2) los intervalos se toman de
longitud τ , mientras que para los métodos TTA y TA se forman triángulos en los inter-
valos de longitud 2τ .

A la hora de realizar la regresión lineal también hay un aspecto muy interesante a
tener en cuenta. Cuando realizamos dicha regresión, el coeficiente de determinaciónR2

debe ser muy cercano a uno para que tenga sentido el exponente de Hurst que estamos
calculando. Esta comprobación aparece en algunos artículos a la hora de comprobar si
es adecuado calcular el exponente de Hurst de una serie de la vida real. En las figuras
5.1, 5.2 y 5.3 podemos observar la regresión lineal obtenida para los métodos GHE(2)
(H = 0.504 y R2 = 0.999), TTA (H = 0.529 y R2 = 0.991) y TA (H = 0.505 y R2 = 0.999).
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Figura 5.1: Regresión lineal del método GHE(2) para un movimiento browniano frac-
cional con H = 0.5 y longitud 210.

Figura 5.2: Regresión lineal del método TTA para un movimiento browniano fraccional
con H = 0.5 y longitud 210.
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Figura 5.3: Regresión lineal del método TA para un movimiento browniano fraccional
con H = 0.5 y longitud 210.

Una vez explicado cómo vamos a generar las series autosimilares y cómo imple-
mentamos los métodos de estimación de H , pasamos a describir cómo vamos a evaluar
la precisión de las estimaciones. El procedimiento empleado consistirá en, para una
longitud determinada de la serie y un H teórico concreto, estimar H y ver cuál es la
diferencia entre el H teórico y el H estimado en cada caso.

Nótese que a la hora de realizar un experimento de este tipo se pueden tener en
cuenta muchos factores además de la precisión del método, como puede ser por ejem-
plo el coste computacional. Sin embargo, en nuestro caso nos centraremos exclusiva-
mente en la precisión de los métodos.

La primera simulación que vamos a realizar consistirá en evaluar la influencia de la
longitud de las series en la precisión de las estimaciones. Con este objetivo, generamos
1000 series autosimilares provenientes de movimientos brownianos fraccionales con
Hs distribuidos uniformemente entre cero y uno con diferentes longitudes, y obtene-
mos el valor absoluto de las diferencias entre el H teórico (HT ) y el H experimental
(HE). Calculamos la media de estas diferencias para una longitud determinada y cada
uno de los tres métodos que estamos tratando y recogemos los resultados en la figu-
ra 5.4. Las longitudes de las series seleccionadas son 26,27,28,29,210,211,212,213,214 y
215.
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Figura 5.4: Media del valor absoluto de la diferencia entre el H estimado y el H teórico
de movimientos brownianos fraccionales con Hs entre 0 y 1.

Como se puede observar en la figura 5.4, para longitudes pequeñas (26 y 27), el
método GHE(2) es el que obtiene mejores resultados. El método TA es el segundo que
mejores resultados obtiene, quedando por detrás el método TTA. Sin embargo, confor-
me aumentamos la longitud vemos que el método TA supera la precisión del método
GHE(2), manteniéndose con mejores resultados a partir de las series de longitud 28.
Por tanto, para series de longitud media o grande, el método TA supera al GHE(2).
En cuanto al método TTA, se mantiene por encima del GHE(2) para series de longi-
tud media, pero para series de longitud grande (a partir de 213), vemos que supera
la precisión del método GHE(2), aunque no llega a superar al método TA, que es el
que mejores resultados obtiene para las longitudes grandes que hemos probado. Cabe
mencionar también que se observa cierta tendencia descendente del método TTA más
fuerte que el método TA para longitudes muy grandes, por lo que parece que si segui-
mos aumentando la longitud las diferencias cada vez serán menores.

Hemos estudiado la influencia en general de la longitud de la serie, pudiendo ob-
servar como el método TA es el más preciso conforme aumentamos la longitud. Sin
embargo, para poder tener una visión más concreta en algunos aspectos es necesario
realizar un análisis más profundo de los resultados que se obtienen con las distintas
simulaciones. Por ejemplo, en muchas ocasiones las series con las que nos encontramos
suelen presentar Hs por debajo de 0.5. En ese caso lo ideal sería utilizar el método que
mejor funcione para Hs bajos.

Con el objetivo de poder analizar de forma más profunda los resultados, lo que
haremos será realizar las simulaciones con series de distinta longitud y varios Hs fi-
jados previamente. Para ello, generaremos 1000 series provenientes de movimientos
brownianos fraccionales con H = 0.1,0.3,0.5,0.7,0.9 y longitudes 27,29,211,213 y 215.
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5. Evaluación de la precisión del método TA

Estimamos H con los métodos GHE(2), TTA y TA y calculamos, para un H y una lon-
gitud fijada, la media y la desviación típica de las estimaciones. Estos resultados los
podemos ver en las figuras 5.5, 5.6, 5.7, 5.8 y 5.9, que recogen la distribución empírica
correspondiente a las muestras tomadas para cada método, cada H y cada longitud
fijada.

Figura 5.5: Distribuciones empíricas de los Hs estimados para series de longitud 27.

Figura 5.6: Distribuciones empíricas de los Hs estimados para series de longitud 29.
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Figura 5.7: Distribuciones empíricas de los Hs estimados para series de longitud 211.

Figura 5.8: Distribuciones empíricas de los Hs estimados para series de longitud 213.
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5. Evaluación de la precisión del método TA

Figura 5.9: Distribuciones empíricas de los Hs estimados para series de longitud 215.

Pasamos ahora a discutir e interpretar los resultados obtenidos con ayuda de las
gráficas expuestas. En azul tenemos los resultados del método GHE(2), en rojo los del
TTA y en verde los del TA.

Para series de longitud 27 (figura 5.5), podemos observar cómo los peores resulta-
dos se obtienen para el método TTA, ya que aunque la media se ajuste bastante al valor
teórico esperado, la desviación típica es bastante más grande que para los otros dos mé-
todos. En cuanto al método GHE(2) y el TA, podemos observar cómo para valores bajos
de H , la media se ajusta con bastante exactitud en ambos casos al valor teórico, pero el
método GHE(2) presenta una menor desviación típica. Sin embargo, para valores más
altos deH , la media del método TA es mejor que la del método GHE(2), aunque la des-
viación típica sigue siendo algo menor para el método GHE(2). Por tanto, podríamos
decir que para valores bajos de H el método que mejor funciona es el GHE(2) y que
conforme aumenta el valor de H los resultados del método TA empiezan a ser mejores
en media, pero no en desviación típica.

En la figura 5.6 podemos ver los resultados para series de longitud 29. De nuevo, la
media para el método TTA se ajusta bastante al valor teórico aunque las desviaciones
típicas siguen siendo más grandes que los otros dos métodos. Sin embargo, comenza-
mos a ver como para Hs altos, la desviación típica comienza a ser más baja, estando
cada vez más cerca de los otros métodos. En cuanto a los métodos GHE(2) y TA, te-
nemos que para Hs bajos estos métodos se ajustan bastante al valor medio esperado
y se observa una desviación típica muy similar. Sin embargo, cuando aumentamos el
valor de H observamos cómo los resultados tanto en media como en desviación típica
comienzan a ser mejores para el método TA.

Los resultados para series de longitud 211 aparecen en la figura 5.7. Como se pue-
de observar, los resultados para el método TTA en Hs bajos siguen siendo correctos
en media, pero la desviación típica sigue siendo mayor que en los otros dos métodos.
Sin embargo, para Hs altos, la media del método TTA es mejor que la del GHE(2) y
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la desviación típica comienza a ser menor, por lo que parece que los resultados del
TTA comienzan a mejorar los del GHE(2) para Hs altos. En cuanto al método TA, sus
medias se siguen ajustando muy bien al valor teórico esperado. Para Hs pequeños la
desviación típica es similar a la del método GHE(2). Sin embargo, para Hs altos el mé-
todo TA supera los resultados del GHE(2), así como a los del método TTA, aunque no
de forma tan clara.

Si nos fijamos en la figura 5.8, podemos observar los resultados para series de longi-
tud 213. De nuevo, para Hs bajos los resultados del método TTA son peores en cuanto
a la desviación típica que los resultados de los métodos TA y GHE(2), que para estos
valores de H son bastante similares. Si aumentamos el tamaño de H vemos cómo los
resultados del método GHE(2) son peores tanto en media como en desviación típica
respecto a los métodos TTA y TA. También se observa que los resultados para Hs altos
son ligeramente mejores para el método TA, aunque esta mejora se ha visto reducida
respecto a la longitud 211 analizada anteriormente.

Por último, en la gráfica 5.9 podemos observar los resultados obtenidos para series
de longitud 215. Para Hs bajos los resultados del método TTA siguen siendo peores
que los de los métodos GHE(2) y TA. El método TA obtiene para Hs bajos resultados
algo mejores que los del GHE(2), aunque esta mejora no es demasiado considerable.
Si aumentamos el valor de H , observamos cómo los métodos TTA y TA mejoran los
resultados en cuanto a media y desviación típica del método GHE(2). En cuanto a la
comparación entre el TTA y el TA para Hs altos, los resultados de las medias y las
desviaciones típicas son muy similares, aunque hay una ligera mejora en cuanto a la
desviación típica para los resultados del método TA. Sin embargo, cabe mencionar que
esta mejora del método TA respecto al TTA en Hs altos disminuye conforme aumenta
la longitud de la serie.

En resumen, se puede decir que para las longitudes más bajas utilizadas, tenemos
que los resultados del método TTA son peores que los de los métodos GHE(2) y TA.
En cuanto a la comparación de los métodos GHE(2) y TA para longitudes pequeñas,
vemos cómo los resultados del GHE(2) son mejores para Hs bajos, aunque esta mejora
no es tan clara para Hs altos. Si aumentamos el tamaño, para Hs bajos vemos cómo los
métodos TA y GHE(2) obtienen resultados muy parecidos, superando la precisión del
método TTA. En cambio, para Hs altos se puede observar cómo los métodos TA y TTA
superan la precisión del método GHE(2). Además, se puede observar que el método
TA es más preciso para los Hs altos, aunque esta mejora va disminuyendo conforme
aumenta la longitud de las series.

Por un lado, si atendemos a los resultados generales vemos cómo el método TA
mejora o iguala los resultados del método TTA en todos los Hs y longitudes evaluadas.
Por otro lado, en cuanto a la comparación con el método GHE(2), vemos cómo para
longitudes no demasiado grandes dependiendo del H evaluado sería mejor utilizar
un método u otro, pero para longitudes grandes el método TA iguala o mejora los
resultados del método GHE(2) para cualquier H evaluado.
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6Conclusiones
En este último capítulo se recogen las conclusiones más importantes que se han

obtenido durante la realización del trabajo.

En primer lugar, destacar que se ha expuesto una breve síntesis de los conocimien-
tos más básicos que son necesarios para poder abordar el concepto de proceso autosi-
milar desde el punto de vista de la Teoría de la Probabilidad y los Procesos Estocásticos.
Se han expuesto de forma resumida las definiciones y proposiciones más importantes,
proponiendo algunas referencias que son muy útiles si se quiere ahondar en esta cues-
tión.

También se ha expuesto y desarrollado el concepto de proceso autosimilar y sus
principales propiedades, incluso deteniéndonos en algunas demostraciones y profun-
dizando en un tipo de procesos autosimilares con incrementos estacionarios: los movi-
mientos brownianos fraccionales. De nuevo se dan algunas referencias por si el lector
desea ir más allá en este tema.

Durante la introducción se han visto las múltiples aplicaciones del exponente de
Hurst a la hora de estudiar el comportamiento de una serie. Por ello, la sección 2.3
resulta muy interesante para poder formalizar esta relación.

Finalizados los preliminares, hemos estudiado dos familias de métodos antes de
estudiar el método TA, los métodos GHE(q) y FD(q). Hemos profundizado en sus fun-
cionamientos y en sus fundamentaciones matemáticas, lo que resulta muy interesante
a la hora de comprender mejor los métodos y buscar posibles mejoras o aplicaciones.

Tras describir estos métodos, hemos introducido el método TTA, explicando su fun-
cionamiento y justificación matemática. Durante el desarrollo de la sección 4.1, hemos
podido observar cómo es posible introducir una modificación en este método, que co-
mo se señala en la sección 4.2 motiva la aparición del método TA, que ha sido estudiado
en detalle.

Una vez introducido, motivado y desarrollado el método TA, hemos dedicado el ca-
pítulo 5 a la evaluación de su precisión para estimar el exponente de Hurst. Mediante
simulaciones de Monte Carlo hemos podido observar cuáles son los resultados de las
estimaciones del H de movimientos brownianos fraccionales.

Destacar la introducción y la información que se da acerca de la implementación
de los métodos previa a las simulaciones, ya que puede resultar muy útil a la hora de
poner en práctica uno de estos métodos. Una implementación eficiente puede ser muy
importante si se desea llevar a cabo estimaciones con alguno de estos métodos.

En una primera simulación hemos visto la media de los errores al estimar H para
series autosimilares de diferentes longitudes, comprobando cómo influye la longitud
de las series en las estimaciones. Como se ha podido observar, los resultados para lon-
gitudes pequeñas son mejores con el método GHE(2), seguidos del método TA y TTA.
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6. Conclusiones

Sin embargo, conforme aumenta la longitud la precisión del método TA supera a la del
GHE(2), mostrando resultados más precisos para el resto de longitudes más grandes.
En cuanto al TTA, a partir de un cierto valor también supera al método GHE(2), aun-
que se mantiene con una precisión inferior a la del método TA.

Con los resultados de las simulaciones distinguiendo los valores de H hemos podi-
do seguir comprobando la utilidad del método TA para estimar el exponente de Hurst.
Para series de longitudes pequeñas, el método GHE(2) resulta ser ligeramente superior,
en especial para Hs bajos. Sin embargo, conforme aumenta la longitud de la serie los
resultados del método TA igualan a los del método GHE(2) paraHs bajos y los superan,
tanto en media como desviación típica, para Hs altos. Además, el método TA supera la
precisión del método TTA especialmente para longitudes pequeñas y medias. Cuando
la longitud de la serie comienza a ser bastante grande vemos cómo los resultados del
método TTA se acercan a los del TA para Hs altos, aunque siguen siendo inferiores
para Hs bajos. Señalar que estas conclusiones obtenidas están en la misma línea de las
que se recogen en [9].

Por tanto, hemos podido comprobar la utilidad del método TA para estimar el ex-
ponente de Hurst y cómo, dependiendo de la situación, puede ser superior a otros
métodos muy eficientes como el método GHE(2). Además, es un método introducido
recientemente, por lo que resulta muy interesante una vez vistos los resultados cuestio-
narse si es posible profundizar en algún aspecto de este método para seguir mejorando
la precisión de las estimaciones.

Se deben destacar de nuevo las múltiples aplicaciones que se han expuesto durante
la introducción del exponente de Hurst en la actualidad. Los campos de actuación son
muy diversos y el exponente de Hurst resulta ser una herramienta muy interesante. En
este sentido cabe destacar la importancia de conocer cómo son las estimaciones de los
métodos que tratamos y saber con qué errores nos podemos estar moviendo. Por ejem-
plo, si en nuestra aplicación utilizamos series de longitudes cortas los errores pueden
ser grandes, luego hay que tener este aspecto en cuenta para su estudio.

Otro aspecto muy interesante y que no es baladí a la hora de las aplicaciones del
exponente de Hurst es verificar si nuestra serie es autosimilar. En nuestro caso, hemos
simulado series que por definición si eran autosimilares, pero en la vida real en muchas
ocasiones simplemente se acepta este hecho. En otras, se realiza alguna comprobación
como ver que el coeficiente de determinación presenta un valor cercano a uno.

Finalmente, tal y como se ha podido observar, los métodos TTA y TA han sido intro-
ducidos recientemente, por lo que las prospectivas de futuro pueden ser interesantes
a la hora de buscar posibles aplicaciones de los métodos.
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