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Abstract in English

In this work, we explain and detail the main results of the paper written by L.
Boccardo and L. Orsina in 2009 [2].
Mainly, we study the problem of

—div(M (x)Vu) = f1x) in Q,

ur- (P)
u>0 in Q,
u=>0 in dQ),

where () is an open and bounded set of RN with N > 2, ¥ > 0 is a real number, f is
a nonnegative function belonging to some Lebesgue space, which we will specify as
appropriate, and M(x) is a bounded and elliptic matrix.

The aim of this work is to show the main results on existence and regularity of
solution of this problem [2]. In addition, we show one of the results of the paper [4], to
be published. Where, using the ideas of D. Arcoya and L. Boccardo [1] and the ideas of
D. Giachetti, P. J. Martinez-Aparicio and F. Murat [6], for the case 0 <y < 1, we propose
a regularizing effect by adding a lower order term and obtain better results than those
obtained in [2].
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Resumen en espatiol

En este trabajo, explicamos y detallamos los resultados principales del articulo es-
crito por L. Boccardo y L. Orsina en 2009 [2].
Principalmente, estudiamos el problema

—div(M (x)Vu) = M en (),

u? P)
u>0 en Q, (
u=0 en dQ),

donde Q) es un conjunto abierto y acotado de RN con N > 2, ¥ > 0 es un ntmero
real, f es una funcidén no negativa perteneciente a algin espacio de Lebesgue, que
especificaremos segtn el caso, y M(x) es una matriz acotada y eliptica.

El objetivo de este trabajo es mostrar los resultados principales sobre existencia y
regularidad de solucion de este problema [2]. Ademas, mostramos uno de los resulta-
dos del articulo [4], pendiente de publicaciéon. Dondo, usando las ideas de D. Arcoya y
L. Boccardo [1] y las ideas de D. Giachetti, P. J. Martinez-Aparicio y F. Murat [6], para
el caso 0 < ¥ <1, proponemos un efecto regularizante anadiendo un término de orden
inferior y obtenemos mejores resultados que los obtenidos en [2].






Introduccion

En Fisica, las ecuaciones en derivadas parciales han sido de gran utilidad para mo-
delizar fenémenos que no dependen del tiempo. Sin embargo, durante la ultimas dé-
cadas, ha sido de gran relevancia el aporte hecho por matematicos y matematicas en
este campo. En particular, hay que destacar el estudio de los espacios en los que definir
las soluciones de estas ecuaciones asi como la existencia y regularidad de las mismas.

El problema que estudiamos es

—div(M(x)Vu) = M en (),

u? P)
u>0 en (), (
u=>0 en 0dQ),

donde Q) es un conjunto abierto y acotado de RN con N > 2, ¥ > 0 es un namero real,
f es una funcién no negativa perteneciente a un cierto espacio de Lebesgue, y M(x) es
una matriz acotada y eliptica.

Este estudio lo realizaremos en funcion del valor de y. Dependiendo de este valor, el
objetivo es probar la existencia de solucién y su posible pertenencia al espacio Hj(Q).
Como resultados generales, si tomamos f € L™((2) con m > 1, demostraremos que

(1) siy<lym> (%)’, entonces existe solucion u € Hé(Q) del problema;

(1) siy =1y m=1, entonces existe solucion u € H&(Q) del problema;

y+1
2

(1) siy>1ym=1,existe soluciéon u € Hlloc(Q) del problema tal que u' 2 € H&(Q).
Ademas, también mostraremos resultados en los que, imponiendo mas regularidad
sobre la funcién f obtendremos una mejora de la sumabilidad de la solucién u.
Este problema entra dentro de los problemas del tipo

—div(M(x)Vu) = g(x,u),

donde g: O x R — R es Holder continua localmente y presenta una singularidad en
s = 0. Estos problemas han sido ampliamente estudiados en el pasado, comenzando por
Stuart en 1976 [14] que propone el caso en el que g(x,s) explota en s = 0 si x tiende a
cierto valor de la frontera de Q. Este problema fue estudiado por Crandall, Rabinowitz
y Tartar en [5], donde prueban existencia de solucion y propiedades de continuidad si
2(x,s) no depende de x. En 1991, Lazer y McKenna en [11] estudian el caso en el que

g(x,s) = uf—y siendo su concepto de solucién mas fuerte que el que estudiaremos en este
trabajo. Ademas, este estudio de Lazer y McKenna fue generalizado mas adelante por
Lair y Shaker en [9, 10], ya que consideraros la funcidn g(x,s) de la forma f(x)g(s).
Hasta aqui, habriamos recorrido este trabajo hasta el Capitulo 3, exponiendo prin-
cipalmente los resultados de Boccardo y Orsina [2]. Ahora bien, también mostramos
una mejora de los resultados de [2] para el caso ¥ < 1. Esta mejora es nueva y obte-
nida por el grupo de investigacion al que pertenezco. El resultado que mostraremos
y otros mas estaran reflejados en el articulo [4], pendiente de publicacion. Principal-
mente, usamos las ideas de Arcoya y Boccardo [1] para aplicar un efecto regularizante
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INTRODUCCION

anadiendo un término de orden inferior, es decir, trataremos con el problema

f(x)

—div(M (x)Vu) +a(x)g(u) = ~y e Q,
u>0 en Q, Q)
u=0 en JQ),

donde consideraremos la funcién g: R — R continua, estrictamente creciente, impar
y verificando que lim;_,, ., g(s) = +co y 0 < a(x), f(x) ambas pertenecientes a L!(Q)
verificando que, existe Q > 0 tal que f(x) < Qa(x) c.t.p. en Q.

Ademas, sera necesario adaptar el concepto de solucion a este ambito, accion que
haremos mediante las ideas y estrategias de Giachetti, Martinez-Aparicio y Murat
en [6]. El resultado que mostramos consistira en demostrar que el problema (Q) tie-
ne una unica solucién débil u no negativa perteneciente a Hé (Q)NL=(Q)).

Sobre la estructura de este trabajo, se divide en los siguientes capitulos:

» En el Capitulo 1 planteamos la definicion formal del problema de estudio y del
concepto de solucion asi como los resultados previos necesarios para poder abor-
dar la mayoria de propiedades que mostraremos a lo largo del trabajo.

» Para poder estudiar el problema con la singularidad, la estrategia serd estudiar
una sucesion de problemas aproximados que carecen de singularidad y, mas ade-
lante, tomar limite. En el Capitulo 2 definimos los problemas aproximados de
estudio y las propiedades principales de estos problemas.

» En el Capitulo 3, mostramos los resultados principales de Boccardo y Orsina en
su articulo [2]. Abordamos nuestro problema de estudio distinguiendo los casos
y =1,y <1y y>1. Para cada uno de estos casos, obtenemos resultados de
existencia y regularidad de solucion.

» Fruto de la investigacion de estos meses, en el Capitulo 4 mostramos uno de
los resultados del articulo [4], demostrando los resultados de aplicar un efecto
regularizante a nuestro problema de estudio, mejorando los resultados de [2]
paraelcaso 0 <y <1.

Finalmente, anadimos el capitulo de Conclusiones, que refleja la importancia que
ha tenido este trabajo para mi labor investigadora y se concluye con las referencias
usadas en este trabajo.



Conceptos y resultados preliminares

En este capitulo, enunciamos los conceptos base que conforman este trabajo y re-
pasamos las resultados clasicos que nos ayudaran en el estudio y entendimiento de las
propiedades obtenidas.

1.1 Problema semilineal con singularidad en el dato

El problema que vamos a estudiar en este trabajo es

—div(M (x)Vu) = fx)

7 n Q,
u>0 en Q, (P)
u=>0 en JQ).

Aqui, Q es un conjunto abierto y acotado de RN con N > 2, y > 0 es un ntimero
real, f es una funcién no negativa perteneciente a un cierto espacio de Lebesgue, que
especificaremos segun el caso, y M (x) es una matriz acotada y eliptica; es decir, existen
0<a < ptal que

IM(x)| <, alg? <M(x)EE, VEeRN. (1.1)

En el estudio de soluciones débiles de ecuaciones en derivadas parciales es muy im-
portante definir qué entendemos por solucion del problema. De ahi, pasamos a definir
el concepto de solucion del problema (P).

Definicion 1.1. Una solucion de (P) es una funcion u de Hé(Q) tal que
YVoccQ,dc,:u>c,>0en w. (1.2)

y ademds, verifica que

fo
L M(x)VuVe = L = Ve Hy (Q). (1.3)

Observacion 1.1. Recordamos que un conjunto W estd fuertemente contenido en Q, y lo
denotamos por W cC Q, si W es compactoy W C Q).

Observacién 1.2. En realidad, inicialmente, la igualdad (1.3) se formula para ¢ € CL(Q).
Sin embargo, como C(Q) es denso en Hy (Q), se puede probar que la igualdad (1.3) se sigue
satisfaciendo para ¢ € H)(Q). Ademds, en este contexto a las funciones ¢ se las conoce como
funciones test.

1.2 Desigualdades

En esta seccion, enunciamos las desigualdades mas relevantes y necesarias para
entender las demostraciones de los resultados que mostramos en este trabajo. A su
vez, dividimos esta seccion en tres partes, distinguiendo desigualdades en espacios
generales, en espacios de Lebesgue y en espacios de Sobolev.

3



1. CONCEPTOS Y RESULTADOS PRELIMINARES

En espacios generales

Aunque las siguientes desigualdades son basicas y conocidas, las enunciamos para
tenerlas presentes cuando, mas adelante, haya que aplicarlas en el contexto de espacios
de Lebesgue y de Sobolev.

La demostracion de esta primera desigualdad puede consultarse en [8].

Lema 1.1 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sea V un espacio vectorial con producto
escalar. Entonces, se cumple que

Ku, V) < (u,uXv,v), VYuveV.

Para poder enunciar la siguiente desigualdad, cuya demostraciéon puede consultar-
se en [3], introducimos notacion que quedara vigente el resto del trabajo.
Notacion. Sea 1 < p < co. Denotamos por p’ al exponente conjugado, esto es, el valor

que satisface
1 1

—+—,:1.
p p

Lema 1.2 (Desigualdad de Young). Sea p > 1 y sean a,b > 0. Entonces, se tiene que

En espacios de Lebesgue

Comenzamos mostrando una desigualdad clasica, cuya demostracion se basa en la
Desigualdad de Young 1.2 y puede consultarse en [3].

Proposicion 1.1 (Desigualdad de Holder). Supongamos que f € LP(Q) y g € LP'(Q) con
1 < p < co. Entonces, fg € L1(Q) v se verifica que

L 18l <l @l oy

Gracias a esta desigualdad, podemos probar la siguiente propiedad que muestra la
relacion que existe entre los espacios de Lebesgue.

Proposicion 1.2. Sea Q C RN un conjunto abierto de medida finita y sean 1 < p < q < co.
Entonces existe una constante C > 0 dependiente tinicamente de p, q y () tal que

Ifllr@) < Clifllza)y, ¥ f € LUQ).

Demostracion:
Por un lado, si g = o0, se tiene que

s =( [ 1P) <( [ 1| =meast@P ey, vf @)



1.3. Herramientas de existencia de Solucién en EDPs

Por otro lado, si 1 < g < o0, dado f € L1(Q)), podemos aplicar la Desigualdad de
9 [AY
Holder 1.1 a las funciones |f[P e LF(Q)y 1 € L<P) (Q)), obteniendo que

Finalmente, elevando esta expresién a Il?’ concluimos que

P
q

q-r
Ifllzr () < (meas(Q)) 77 || f|ra(q)-

Observacion 1.3. Como consecuencia inmediata de la Proposicion 1.2, se tiene que

L19(Q) c LP(Q), con 1 <p < g < 0.

En espacios de Sobolev

Por altimo, mostramos dos desigualdades que nos seran de gran utilidad en las
demostraciones de este trabajo. Ambas demostraciones pueden consultarse en [3].

Proposicion 1.3 (Desigualdad de Poincaré). Supongamos que 1 < p < +coy Q C RN
(N > 1) es un conjunto abierto y acotado. Entonces existe una constante positiva C, que
depende de Q) y p, tal que

1)
lulleey < ClIVull oy, Y u e Wy P(Q).

Proposicion 1.4 (Desigualdad de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev). Sea 1 <p <N y Q
un conjunto abierto de RN (N > 1). Entonces existe una constante C > 0 dependiente de N
y de p tal que

. 1 1 1
lullpr () < ClIVull ey, Yue Wol’p(Q), donde p* viene dada por p = 5N

Por ultimo, gracias a estas desigualdades, es posible probar la siguiente proposi-
cioén.

Proposicion 1.5. Sea QO ¢ RN un conjunto abierto de medida finita.

= 511 <p<N, entonces

W, (Q) > LUQ), Yqep.p].

= Sip =N, entonces
W,(Q) > LYQ), Vqe[N,+ool.



1. CONCEPTOS Y RESULTADOS PRELIMINARES

1.3 Herramientas de existencia de Solucion en EDPs

A la hora de probar resultados sobre existencia de solucion débil de ecuaciones en
derivadas parciales, es muy comun el uso de problemas aproximados, ya que, gracias
a ellos, podemos obtener estimas necesarias para pasar al limite y estudiar la sucesiéon
de soluciones de esos problemas. Con lo cual, es necesario ver qué teoremas son los
mas usuales y utiles en este contexto. Las demostraciones de todos los resultados de
este apartado pueden consultarse en [3].

Teorema del punto fijo de Schauder

Para poder enunciar este teorema, recordemos primero la definiciéon de operador
compacto.

Definicion 1.2. Sean X e Y dos espacios normados. Un operador T: X — Y es compacto si
la imagen de cualquier conjunto acotado de X es un conjunto precompacto de Y, es decir, un
conjunto con cierre compacto de Y.

Teorema 1.1 (Punto fijo de Schauder). Sea X un espacio de Banach y G C X un conjunto
cerrado, convexo y acotado. Si T: G — X es un operador continuo y compacto verificando
que T(G) C G, entonces T tiene un punto fijo.

En este trabajo, los espacios en los que trabajaremos tendran propiedades mas fa-
vorables para probar que un operador es compacto. En concreto, como el espacio de
partida sera reflexivo, podemos usar el siguiente resultado.

Proposicion 1.6. Sean X e Y dos espacios normados, donde X es reflexivo, ysea T: X — Y
un operador. Si para cada sucesion {x,},en de X tal que x,, — x € X se tiene que Tx,, — Tx,
entonces T es compacto.

Observacion 1.4. Aprovechando la caracterizacion secuencial de la continuidad, si x,, — x,
en particular x,, — x. Con lo cual si T verifica la Proposicion 1.6, también se tiene que T es
continuo.

Convergencias en Espacios de Lebesgue y de Sobolev

Al trabajar con integrales y espacios de Lebesgue, necesitaremos del Teorema de
Lebesgue o Teorema de Convergencia Dominada, resultado muy conocido y atil para
poder permutar la integral y el limite.

Teorema 1.2 (Convergencia Dominada). Sea {f,} ey una sucesion de funciones de L' (Q)
verificando que

(1) fu(x) > f c.t.pen Q.
(1) Existe una funcion g € LY(Q) tal que |f,(x)| < g(x) c.t.p en Q para cada n € N.

Entonces, f € LYQ) v If, = fllLyq) — 0



1.3. Herramientas de existencia de Solucién en EDPs

Observacion 1.5. La convergencia ||f,, — f|lp1(q) — 0 implica fQ fu— fo ya que

Jor=Jo

Por otro lado, en el estudio de problemas aproximados es muy importante la ob-
tencion de estimas a priori, es decir, acotaciones en ciertos espacios que nos aporten
propiedades como la siguiente.

0<

< L o= F1= 11— flls iy — 0.

Proposicion 1.7. Sea Q C RN un conjunto abierto y acotado, sea 1 < p < +co y sea
. 1, . . .
{tty}nen una sucesion acotada en W, P(Q). Entonces, existe una parcial {tig(n)}nen v €xis-
L,
teu e W, P(Q) tal que

(1) thg(m — u débilmente en Wy (Q),
(11) Ug(n) = u fuertemente en LP(Q)),
(1) g,y — uc.t.p.en Q.
Ademas, existe h € LP(Q)) tal que |uy(y,(x)| < h(x), VYneNc.tp. en Q.

Ademas, es muy usual en estos estudios realizar la acotacion, pasar a la parcial
y continuar con la demostracion sin tener mas en cuenta el hecho de haber tomado
una parcial. Esto se debe a que, estos problemas de estudio tienen solucién tunica,
propiedad que, junto con el siguiente lema, se obtiene al final la convergencia de toda
la sucesion.

Observacion 1.6. Para probar la unicidad tanto de los problemas aproximados, del pro-
blema de estudio y del problema con el término de orden inferior se prueban con la misma
estrategia. La clave reside en tomar como funcion test la parte negativa de dos posibles solu-
ciones del problema. Véase el Paso 4 de la Seccion 2.2 y Paso 4 de la Seccion 4.2.

Lema 1.3. Sea X un espacio normado. Sea {x,},ecn una sucesion de elementos de X tal que,
para algiin x € X, de cada sucesion parcial de {x,},cn, se puede extraer otra parcial que
converge a x. Entonces, {x,},en converge a x. Este resultado también es valido en el contexto
de convergencia débil.

Demostracioén:
Procedamos por reducciéon al absurdo. Supongamos que {x,,},cny NO converge a x.
Entonces existe ¢y > 0 tal que, para todo 1y € N, existe n; > ng verificando

120, — X[ 2 €.

Definimos el conjunto B = {n € N : ||x,, — x|]| > ¢g}. Claramente este conjunto es
distinto de vacio. De hecho, es numerable e infinito.

Por tanto, existe una aplicacién o : N — B biyectiva y estrictamente creciente. Si
tomamos la parcial {xa(n)}neN llegamos a una contradicciéon pues, por definicién de B,
de la sucesion {xa(n)}neN no podemos extraer ninguna parcial que converja a x.

Asi, concluimos que {x, },,cy converge a x.



1. CONCEPTOS Y RESULTADOS PRELIMINARES

Para el caso de convergencia débil, la no convergencia débil da la existencia de
un funcional fy € X’y €9 > 0. Definimos B = {n € N : |fy(x,) — fo(x)] = &} y aplicamos el
mismo argumento.

|

Mostramos ahora una convergencia que nos sera de gran utilidad para tomar limite

en el estudio de los problemas aproximados.

Lema 1.4. Supongamos que M(x) verifica (1.1). Si {u,,},cn es una sucesion de elementos de
Ho( ) tal que converge debzlmente a cierto u € Hé(Q), entonces

J M(x)Vu,Vo — J M(x)VuVe, Ve Hol(Q).
Q o)

Demostracion:
Seape H&(Q) yseaF,: H&(Q) — R el funcional dado por

= f M(x)VvVe, YveHy(Q).
Q

Como la integral y el operador gradiente son lineales, F(P es un funcional lineal.
Ademas, usando (1.1) y la Desigualdad de Cauchy-Schwarz 1.1 en (L*(Q))N, deduci-

mos que
1 1
2 2
(e o
Q Q
; ;
= ﬁ(J; |Vv|2) (L |V(P|2) = ﬁ“V”Hé(Q)”(P“Hé(Q), Yve H&(Q).

Por tanto, F(p esta acotado y, consecuentemente, es continuo. Asi, tenemos que

v)| = IJQ M(x)VvVe

F, € H&(Q)’. Finalmente, como u,, — u, se verifica que F,(u,) — F,(u), esto es,

J‘ M(x)Vu, Vo —>J M(x)VuVe.
Q Q

Teorema de Lax-Milgram

Finalmente, vamos a mostrar el Teorema de Lax-Milgram, resultado clave para de-
mostrar la existencia y unicidad de solucién en EDPs de tipo lineal. Para verlo, recor-
damos el concepto de forma bilineal continua y coerciva.

Definicion 1.3. Sea H un espacio normado. Una forma bilineal a: H x H — R se dice que
es

(1) continua, si existe una constante C > 0 tal que

la(u,v)| < Clu|lv|, Yu,veH,



1.3. Herramientas de existencia de Solucién en EDPs

(11) coerciva, si existe una constante a > 0 tal que

a(v,v)>alv]’>, VveH.

Teorema 1.3 (Lax-Milgram). Sean H un espacio de Hilbert y a : H x H — R una forma
bilineal, continua y coerciva. Entonces, dado cualquier f € H’, existe un tinico elemento
u € H tal que

a(u,v)=(f,v), YveH.






Problemas Aproximados

Con el objetivo de estudiar el problema (P), vamos a hacer un truncamiento para
evitar la singularidad. Es decir, estudiaremos una sucesion de problemas en los cuales
no se da la singularidad y que, en el limite, podremos obtener informacién sobre la
existencia de la solucion del problema (P).

2.1 Definicion de los problemas y de solucion

Los problemas aproximados que vamos a considerar son los siguientes.

Definicion 2.1. Sea f una funcion medible no negativa y no idénticamente nula. Sea n € N
Y fu(x) = min{f (x), n}. Entonces, para cada n € N, consideramos el problema

—div(M(x)Vu,) = (unfl)y en (),
u,>0 en (), (Py)
u,=0 en 0Q).

Ahora, pasamos a definir el concepto de soluciéon de estos problemas, analogo al
concepto de solucion del problema (P).

Definicion 2.2. Una solucion de (P,) es una funcion u,, de H&(Q) tal que

YoccQ,dc,:u,>c,>0en w. (2.1)
y ademds, verifica que
J M(x)Vu, Vo = J f”—(Py, Ve HLQ). (2.2)
Q 0 (u,+1)

Como podemos observar en esta definicion, una solucion del problema (P,) de-
be verificar, principalmente, dos condiciones. Debido al trabajo que conlleva probar
cada una de ellas, primero vamos a demostrar la existencia de una funcién que veri-
fique (2.2) y después, veremos que también satisface la condicién (2.1). Finalmente,
uniendo ambos resultados tenemos la existencia de solucion para los problemas (P,).

2.2 Formulacion Variacional

Comenzamos probando la existencia y unicidad de cierta funciéon que verifique la
condicion (2.2).

Proposicién 2.1. Para cada n € N, existe una iinica funcién u, € H)(Q) que verifica (2.2).
Es mds, esta funcion es no negativa y pertenece a H&(Q) N L*(Q)).

Demostracion:
Primero, vamos a hacer uso del Teorema del punto fijo de Schauder 1.1 para de-
mostrar la existencia de la funcion en H&(Q) Segundo, gracias a [13], obtendremos

11




2. PROBLEMAS APROXIMADOS

que la funcién esta en Hol(Q) N L*®(Q)). Tercero, demostraremos que la funcién es no
negativa. Por Gltimo, demostraremos la unicidad de esta funcién.

Paso 1. Existencia de funcién u,, que verifica (2.2).

Sea n € Nfijo,v € H&(Q) y definimos el problema

_ fn@ 1
J;)M(x)VwV(p_JQ (|v|+%)w Y@ e Hy(Q), P,

w e Hy(Q).

Por el Teorema de Lax-Milgram 1.3, el problema (P, ,) tiene solucién Gnica en Hé (Q).
Definimos ahora el operador S: Hé(Q) - Hol(Q) de tal forma que S(v) = w es la Unica
solucién asociada a (P, ;).

Como nuestro objetivo es aplicar el Teorema del punto fijo de Schauder 1.1, vamos
a demostrar que

1. S manda un conjunto cerrado, convexo y acotado en si mismo,
2. S es un operador continuo y acotado.

Para demostrar el primer punto, si tomamos ¢ = w y tenemos en cuenta (1.1), que

fun<nyque T |1 Iy < n’, obtenemos que

J|V‘W|2 JM )VwVw = j <n7’+1j lwl.
(|v|+

Aplicando la Desigualdad de Hoélder 1.1 para w y la identidad y la Desigualdad de
Poincaré 1.3, llegamos a que

allully g, = alVul gy =a | Wuf <t | o
Q Q

< Hwllzo) < 0" CIVWllp o)y =" Cllwllyy )

donde C es una constante positiva, independiente de v, aportada por la desigualdad
de Poincaré.
En resumen, tenemos que

2 1
ol ) <17 Cllwlliy

Q)
Simplificando, deducimos que

Cny+l
P

Wil @) <

+1
Asi, hemos demostrado que la bola cerrada de H&(Q) de centro 0 y radio % es
invariante a través de S. Por tanto, se verifica que

y+1 y+1
(o S )< m (%)
o o

12



2.2. Formulacion Variacional

Como la bola cerrada es un conjunto cerrado, convexo y acotado, S cumple el
primer punto que queriamos probar.

Veamos ahora que S es un operador continuo y compacto. Debido a la Proposi-
cion 1.6 y a su Observacion 1.4, basta con comprobar que S verifica que si v,, = v
débilmente en Hé(Q), entonces S(v,,) = S(v).

Por tanto, sea {v,,},;eny UNa sucesidn de elementos de Hol(Q) convergente débil-
mente a cierto v € H&(Q) Entonces, sabemos que la sucesién {v,,},,cn converge fuer-
temente a v en L?(Q) y c.t.p. en Q. Notaremos w,, = S(v,,) y w = S(v). Utilizando la
desigualdad demostrada anteriormente, tenemos que

Cn)/+l
”wm”Hé(Q) < v VmeN.

Por tanto, la sucesiéon {w,,}.en esté acotada en Hé(Q). Asi, por la Proposicién 1.7,
existe una parcial, que seguiremos notando de la misma forma, y w’ € Hé(Q) tal que
la sucesion {w,,},,en converge a w’ débilmente en H&(Q), fuertemente en L?(Q) y c.t.p.
en Q).

Ahora bien, primero tenemos que demostrar que S(v) = w = w’ y después hay que
demostrar que la convergencia en Hé(Q) es fuerte.

Para la primera parte, por definiciéon del operador S, w es la Unica solucién del
problema

_ fu 1
LM(x)va@ - L iy Ve

weH(}(Q).

Veamos que w’ también es solucién de este problema. Para ello, tenemos en cuen-
ta las igualdades

JM(x)VmeQ:J f”—(Ply, V(pGH&(Q), VmeN.
Q Q (lvml'l'z)

Primero, por el Lema 1.4, se tiene que
j M(x)Vw,,Ve —>J M(x)Vw'V.
Q Q

m n

Segundo, teniendo en cuenta que v,, — v c.t.p. en Q y que

el Teorema de la Convergencia Dominada 1.2 llegamos a que

J fup *J fap
Q (|vm| + %)y Q (|v|+ %)7/

Con lo cual, deducimos que w’ satisface la igualdad

’ _ fn(P 1
J;z M(x)Vw'Ve = JQ —(|v| N %)V’ Y@ e Hy(Q).

Asi, tenemos demostrado que S(v) = w = w’. Ahora bien, de cualquier otra parcial
convergente, por la unicidad del problema (P, ), podemos aplicar el Lema 1.3y llega-
mos a que toda la sucesiéon {w,,},,cy converge débilmente a w en H&(Q) Falta por ver

13



2. PROBLEMAS APROXIMADOS

que esta convergencia es fuerte. Para ello, teniendo en cuenta la definicion de w,, y
la condicién (1.1), tenemos que

alln =iy o = ¥, 0P

< [ M (x)V(wy, —w)V(w,, —w)
Ja

= | M(x)Vw,V(w,, —w)- J M(x)VwV(w,, —w)
JQ Q

_ [ fn(wm—w) -J M(x)VwV (w,, — w).

V4
Q (Joul + 1)

C

Teniendo en cuenta la Proposicion 1.7, en particular, la aparicion de la funcién
h(x) como cota, podemos aplicar el Teorema de la Convergencia Dominada 1.2 para
demostrar que la primera integral converge a 0. Por otro lado, aplicando el Lema 1.4,
la segunda matriz converge a 0. Concluimos pues que la sucesiéon {w,,},,eny converge
a w fuertemente en H&(Q).

Sumando todo lo demostrado, tenemos que S cumple las hipétesis del Teorema
del punto fijo de Schauder 1.1. Por tanto, el punto fijo u, € H&(Q) es una funcién que
verifica la condicién (2.2). Como el n estaba fijo desde el principio, para cada n € N
existe u, € H&(Q) verificando (2.2).

Paso 2. El resultado que vamos a usar ahora es demasiado técnico como para
enunciarlo y demostrarlo. Basicamente, hacemos uso del Teorema 4.2 de [13], en el
cual, con nuestras hipétesis del problema, tenemos que la funcién u, también perte-
nece a L*(Q)). Gracias a este resultado, tenemos que u,, € H&(Q) N L*®(Q)) para todo
neN.

Paso 3. Veamos ahora que u,, > 0 para todo n € N. Para ello, en (2.2) tomamos
como funcién test u,,, esto es

0 siu,>0,
u, siu,<0.

_fn
(leal+5)

allu, ||2 —aJ-N P < jM )WVu,Vu, Jf—u”ySO
Q (Juu| + %)

Por tanto, tenemos que ”u;”Hé(Q) = 0. Concluimos pues que u,, > 0 c.t.p. en Q) para

todon € N.
Paso 4. Probemos la unicidad de la funcién u,,. Supongamos que existen dos fun-
ciones u, y v, verificando (2.2). Si tomamos como funcién test (un —-v,)”, se tiene que

JM )WVu,V(u,—v,)” jf”
jM x)Vv,V(u, —v,)” J‘f”

Entonces, teniendo en cuenta (1.1) y que —"—— >0, llegamos a que
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2.3. Propiedad de Acotacion

Si restamos estas igualdades, tenemos que

_ 1 1 _
J M(X)V(un_vn)v(”n_vn) = I 0Ny VA fn(“n_vn) .
Q Q (un + %) (Un + ﬁ)
El dnico caso que tenemos que estudiar es cuando u,, < v,,, pues en caso contrario
la funcién test es nula. Si u,, < v, llegamos a que

(ar i) —(wrd)” L
(un+%)y(vn+%)y _(un+%)y (vn+%)y B

Asi, deducimos que

allt, =) Wy )= [ 190 =07

< JQM(x)V(un —v,)V(u, —v,)”

1 1 _
:J 0w VA Ju(ty —vy)” <0.
Q (un+ﬁ) (Vn+ﬁ)
Por tanto, (u, —v,)” = 0, lo que implica que u,, > v,, c.t.p. en Q. Ahora, podemos
hacer el mismo argumento pero tomando como funcién test (v,, —u,,)”. De esta forma,
obtendriamos que v, > u,, c.t.p. en Q y, finalmente, tenemos que u,, = v, c.t.p.en Qy

tendriamos probada la unicidad para todo n € N.
|

2.3 Propiedad de Acotacion

A partir del resultado anterior, comprobamos que se verifica la condicién (2.1) para
la sucesiéon de soluciones que nos aporta la Proposicién (2.1). Mas atn, la cota que
obtendremos sera valida para todas las soluciones, es decir, esta cota no dependera del
valor de n.

Proposicion 2.2. La sucesion de funciones {u,} obtenida a partir de la Proposicion (2.1) es
creciente con respecto a n, u, > 0 en Q) y, para cada w CC (), existe c,, > 0 (independiente
de n) tal que

u,(x)>c,>0, Vxew, Vnel.

Demostracion:
Sea n € N, veamos primero que u,, < u,,;. Por las propiedades de u,, y u,, respec-
tivamente, tenemos que

fn®
JQM(x)VunV(p = L —1)y Ve H(Q)

(Mn-f-ﬁ

f M(x)Vit,,Vp = f _J1® . ypeni),
Q Q (un+1 + n_+1)
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2. PROBLEMAS APROXIMADOS

Si tomamos como funcién test
Q= (u —u )+ — Uy = Ups1  SEUR > Uy,
no Tl 0 siu, <u,q,

en ambos problemas y restamos, llegamos a que

+\ _ fn _ fn+1 _ +
J-QM(x)V(”n_”n+1)v((”n_”n+l) )—J;) (un+%)y (un+1+n+1) (ty = tps1)”™

Ahora bien, estudiando el caso u,, > u,,,1, pues en caso contrario la funcion test es
nula, y teniendo en cuenta que f, < f,;1, deducimos que

fn _ fn+1 fn+1 _ fn+1

<
1y - 1Y 1
un-f‘z un+1+n+1 Mn-l—m l/ln+1+m

Con esta desigualdad y teniendo en cuenta (1.1), obtenemos que

Aty = 1V Wy )= ¢ [ 190000 0,00) 0P < | MOV, 09000, 1))

1\
+Z) (u”+1+n+1)

Asi, concluimos que (u, — u,,1)" = 0y, por tanto, u, < u,,; c.t.p. en Q) para todo
neN.

Por la Proposiciéon 2.1, u; pertenece a L*(Q). Teniendo en cuenta que f; < 1, existe
una constante C (véase Teorema 4.2 en [13]), que solo depende de QQ y de N tal que

lu1ll=) < Cllfillzo@) < C.

= f fn - fus1 (U —tyi1)" <0.
Q (un

Gracias a esta desigualdad, se tiene que

, __h h f
B TR TP

_h

Como C1yy €suna funcién no idénticamente nula, el Principio del Maximo Fuer-

te [7] la propiedad (2.1) se verifica para u; (c, solo depende de w, N, f; y 7). Como
u, > uy paratodo n € N, la propiedad (2.1) se tiene para todo n con la misma constan-
te que aporta u; y que, por tanto, no depende de n.

[ |

Observacion 2.1. Como {u,},cy es creciente, podemos definir u como el limite puntual de
u,. Como u > u,, la propiedad (2.1) también se tiene para u.

Uniendo estos dos resultados, instantaneamente obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.0.1. Gracias a la Proposicion 2.1 y a la Proposicion 2.2 El problema (P,) tiene
solucion tinica en el sentido de (2.2) para todo n € N.

16



Estudio en funcion de y

Hasta ahora, los resultados obtenidos para los problemas aproximados no han de-
pendido de y. Sin embargo, el estudio de la solucién de (P) si que dependera del valor
de este parametro. Principalmente, estudiando de menor a mayor dificultad, distin-
guimos tres casos: y =1,y <lyy>1.

Para cada uno de estos casos, el objetivo es probar la existencia y regularidad de
la solucion. Ademas, también estudiaremos la sumabilidad de la misma, que ira en
funcién del espacio de Lebesgue al que pertenezca la funcion f.

Por altimo, recordar que esta seccion refleja los resultados principales de Boccardo
y Orsina en [2]. Mas adelante, en el Capitulo 4 mostramos los resultados del articulo [4]
que mejoran los resultados de [2] para el caso 0 <y < 1.

3.1 Casoy=1

Primero, obtendremos una estima a priori de la sucesion de soluciones de los pro-
blemas aproximados. En este caso, obtenemos el resultado mas favorable, conseguimos
la acotacion en Hé (Q) estando la funcién f en L}(Q).

Lema 3.1. Sea u,, la solucién de (P,) con y = 1, y supongamos que f pertenece a L'(Q).
Entonces, la sucesion {u,},cN estd acotada en H&(Q).

Demostracion:

Para ello, tomamos 1, como funcién test en (2.2). Ademas, teniendo en cuen-
ta(1.1), 2 <1y 0< f, < f,setiene que

" u,+d

il =a [ Wl < [ MV, = [ 2% < [ £ <[ 7
H,(Q) Q Q Ql/ln'i'% Q Q

Asi, tenemos que {u,},cy esta acotada en H&(Q) como queriamos demostrar.

Gracias a la estima a priori, resulta muy sencillo tomar limite en la formulacion
variacional de los problemas aproximados y podemos obtener el siguiente teorema.

Teorema 3.1. Sea y = 1 y sea f una funcién no negativa y no idénticamente cero de L' (Q).
Entonces existe una solucion u perteneciente a H&(Q) de (P).

Demostracion:

Por un lado, combinando el Lema 3.1 y la Proposicién 1.7, la sucesién {u,},cn ad-
mite una parcial, que seguiremos denotando por {u,},cn, tal que u,, — u débilmente
en H&(Q)

Ahora bien, si para cada ¢ € HS(Q) definimos el funcional F: H&(Q) — R de la
forma

F(v) = L M(x)VoVe, VYveH;(Q),
17



3. ESTUDIO EN FUNCION DE )

que, claramente, es lineal y continuo, por la convergencia débil en H&(Q) deducimos
que

lim | M(x)Vu,Ve = lim F(u,) = F(u) = J M(x)VuVe, Y@ eHy(Q).
—00 Q

n—-o00 Q

Por otra parte, teniendo en cuenta que u, satisface (2.1) y que 0 < f, < f, para
toda @ € H&(Q), se tiene que
fu®

1
Mn-f-z

< flqol,

Co

0<

donde ¢, = {x € Q : ¢(x) = 0}. Ademas, como u, converge a u c.t.p. en (, llegamos a

que
fu fo

- — — c.tp.en Q.
un+g u

Por tanto, aplicando el Teorema de la Convergencia Dominada 1.2 obtenemos que

n—-oo Qun_f_%

T (7L L e HI(Q).
u
De esta forma, tomando limite en (2.2), concluimos que u satisface (1.3). Por alti-
mo, por la Observacién 2.1, u satisface la condiciéon (1.2) y asi, u es solucién de (P).
[
Por altimo, veamos como la sumabilidad de la solucién u depende de la sumabili-
dad de la funcion f.

Teorema 3.2. Sea y =1 y sea f una funcion no negativa perteneciente a L (€)) con m > 1.
Entonces, la solucion u de (P) dada por el Teorema 3.1 cumple que

(1) sim> %, entonces u pertenece a L= (Q));

: N s _ 2Nm
(2) sil<m< =, entonces u pertenece a L (Q) con s = g

Demostracion:
Para probar (1), dado k > 1, definimos la funcién

Gk(s)

e\ s—k sis>k, )

Si tomamos Gy (u,) como funcién test en (2.2), tenemos que

fnGk(un

)
anWGk(un)FsjﬂM(acWGk(un)vc;k(un): s szkawn),
8
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3.1. Casoy =1

donde hemos usado (1.1), que un+% >k > 1 en el conjunto {u, >k}, que VGi(u,,) = Vu,,

y que
fnGk(un) — j fnGk(“n) +J fnGk(“n).
0 upty  Juwz wty e watg
Ahora bien, gracias a la desigualdad podemos aplicar nuevamente el Teorema 4.2
de [13] para obtener la existencia de una constante C, no dependiente de 1, tal que

lunllio@) < ClifllLmq)-

Por tanto, la sucesiéon {u,},cy esta acotada en L*(Q)) y, con lo cual, u también
pertenece a L*(Q).

Para probar (2), nétese que si m = 1 entonces s = 1\2,—_]\]2 =2y ueL¥Q) por la
Proposiciéon 1.5.

Paraelcasol <m < %, si tomamos 0 > 1, entonces podemos tomar u,%é_l como
funcién test en (2.2) porque u, € L*(Q) y 26 —1 > 1. Ademas, aplicando (1.1) y la
Desigualdad de Holder 1.1, se tiene que

fatt®!

aj VunVuﬁ‘s_l =a(26- 1)J |Vun|2u,%‘5_2 < | —/—
Q Q

@) Izln'l'ﬁ

1

- 26—\’ m’

SJ fupt?< ”f”L’”(Q)(J- u} )m) :
0 0

Ahora bien, si aplicamos la Desigualdad de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev 1.4, ob-
tenemos que

2

012 7%
2. 25-2 5-112 [Vug| S 25
J;) |Vun| un = J;) |vunun | = o 6; > ? o un )

donde S es la constante del embebimiento de Sobolev. Multiplicando por las constan-
tes adecuadas para enlazar las desigualdades, deducimos que

1
7

2
Sa(26 -1 s\Z s 26-2)m’ \™
I [ wre) <aeo-n [ WunPud? <l [ )"
o 0 0 0

De esta forma, reordenando constantes, tenemos la desigualdad

2 1

s\ o2 25-2)m’ \"™’
AL [ e — m (20-2)m") 3.1
a(Lun ) < sms =t (@)(Lun (3.1)

Una vez obtenida esta desigualdad, pasamos a tomar el parametro 6 de la forma
5 m(N —2)

- N-2m’
Para comprobar que esta eleccién es acorde con lo impuesto inicialmente a este

parametro, tenemos que comprobar que 0 > 1. Teniendo en cuenta que 1 < m < %,
tenemos las siguientes equivalencias

m(N —2)
N -2m

Una vez comprobado que 6 > 1, vamos a comprobar una serie de igualdades.

>leoeNm-2m>N-2ms Nm>N o m>1.
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3. ESTUDIO EN FUNCION DE )

m 2% =
s — 2N m(N-2) 2Nm
"N-2N-2m N-2m
» (20-2)m’ =
(26 - 2)m 2m(N—2)_ m :2mN—4m—2N+4m m
N -2m m-—1 N -2m m-—1
2N(m—-1) m 2Nm
N-2m m-1 N-2m
. 2_1_2
2% m s

2 1 2(N-2) m-1_ mN=-2)-N(m-1) N-2m 2

25w’ 2N m Nm Nm

Teniendo en cuenta estas igualdades y agrupando constantes, la desigualdad (3.1)
queda de la forma

(fuﬂ < Cllfllimor
Q

donde C solo depende de N y de m.
Por tanto, tenemos que la sucesiéon {u,},cy esta acotada en L¥(Q)) y concluimos
que u € L*(Q)).
[ |

3.2 Casoy>1

En este caso, la estima a priori la obtendremos en Hllo (Q), no tan favorable como
en el caso anterior. Sin embargo, si podremos demostrar que una sucesiéon de potencias
de las soluciones de los problemas aproximados esta acotada en H&(Q).

Lema 3.2. Sea u,, la solucién de (P,) con y > 1 y supongamos que f pertenece a L'(Q).
y+1

Entonces, la sucesion {u,” },cy estd acotada en H&(Q), la sucesion {u,},cN estd acotada en
H! (Q)yen L5(Q), cons= %_21)

loc
Demostracion:

Tomando u;, como funcién test en (2.2) y teniendo en cuenta (1.1) y que

ul
(uat2)”

obtenemos que

day o _ 4day 2o _ 2
ol e = e ) Ve P=ar |

SJ ﬁny_fﬂ ff

r+
2

Asi, tenemos que la sucesién {u,* },cn esta acotada en H&(Q)

20



3.2. Casoy >1

Para probar que {u,},cN esta acotada en L*(Q)), nétese que
N(y+1) 2N(y+1) _ y+1
N-2  (N-2)2 2

y+1

Por tanto, aplicando la Proposicién 1.5 al estar {u,,* },cy acotada en H&(Q), tam-

bién esta acotada en L% (QQ). Deducimos pues que {u, },,cy esta acotada en
2*L+1

T (Q) = L(Q).

Veamos por ultimo la acotacién en Hlloc(Q). Sea ¢ una funcién perteneciente a

C(l)(Q) y sea w = {¢ # 0}. Ahora, tomando u,@? como funcién test en (2.2) y teniendo
en cuenta (1.1) y la Proposicién 2.2, llegamos a que

af VunV(un(pz) = aj |Vu,1|2(p2 + Zaj Vu,Vou,p
Q Q Q

< aJ IVu,|>p? + ZJ M(x)Vu,Vou,p

SL(Z P ylff;ﬂp

Por otro lado, haciendo uso de la DeS|gualdad de Cauchy-Schwarz 1.1 y la Des-
igualdad de Young 1.2, obtenemos que

2 J;) Vu,Vou,p < 2B J;) |Vu,Vou,p| <28 J;) [V, |[Velu,lpl

= ﬁ a 2,2 %2 2.2
_\/E\/ajg |Vun||V(P|un|(P|S 5 J;)IVunl (O p Qquol u;,.

Combinando las desigualdades obtenidas, llegamos a que

aj IVu,|> @ + 2J M(x)Vu,Vou,p + Zﬁj Vu,Vou,p
o) Q 0

a 2p2
el IR N I
Q Q a Jo

Ahora bien, por (1.1), tenemos que

ZJ M(x)Vu,Vou,p + Zﬁf Vu,Vou,p > 0.
0 @)

Por tanto, podemos eliminar esos términos en la desigualdad, simplificar y obtener

que
! 1 2p2
EJ Vi[> s—y_lf fup?+ 2L f Vel u,.
Q c, JO a Jo

Finalmente, haciendo uso de la Proposicién 1.2 tenemos la acotacién

o 2 2 1 2 252 2.2
- < -~
| e _Ctyu_lfgfn(p o | Wl

IpllZe ) 26?
<2 | £+ 2Bl <K p),
ch Q

L
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3. ESTUDIO EN FUNCION DE )

lo que nos confirma la acotacién de {u,},cy en Hlloc(Q)'
[
Gracias a las estimas obtenidas, podemos tomar limite en la formulacion variacio-
nal de los problemas aproximados y obtener el siguiente resultado.

Teorema 3.3. Sea y > 1 y sea f una funcién no negativa perteneciente a L*(Q) no idén-

. . .y , r+l
ticamente cero. Entonces, existe una solucion en Hlloc(Q) del problema (P). Ademds, u 2
pertenece a H& Q).

Observacion 3.1. La demostracion de este teorema es idéntica al Teorema 3.1 &ambiando
r+i
el espacio H&(Q) por Hlloc(Q)' Una vez obtenido el limite, como la sucesion {u,” },cN estd

1
acotada en Hé(Q) por el Lema 3.2, concluimos que u'zT pertenece a Hé(Q).

Por altimo, obtenemos resultados sobre la sumabilidad de u en funcion de la su-
mabilidad de la funcion f.

Teorema 3.4. Sea y > 1 y sea f perteneciente a L™(Q)), con m > 1. Entonces la solucion u
de (P) dada por el Teorema 3.3 cumple que:

(1) sim> %, entonces u pertenece a L= (Q);

Nm(y+1)

(2) sil<m< %, entonces u pertenece a L*(C)), donde s = N

Observacion 3.2. La demostracion del apartado (1) es idéntica al apartado (1) del Teo-
rema 3.2. Sobre el apartado (2), téngase en cuenta la demostracion del Teorema 3.2 pues
bastard realizar ciertos cambios para poder demostrar este caso.

Demostracion:

N(y+1) Ly+1 vil 1
Ny—z =2 7/7 Como u 7 pertenece a H,,(€)) por el Teore-

y+1 *
ma 3.3; entonces, por la Proposicién 1.5, u 2 pertenece a L? (Q)), esto es

re1\2 vl
u 2 = u 2 < +4o00.
Q Q

Por lo tanto, llegamos a que u pertenece a L°(Q)).

Sim =1, entonces s =

. +1 _
Paraelcasol <m< %, si tomamos o > VT, entonces podemos tomar u%é I como

funcién test en (2.2) porque u, € L*(Q)y 20 —1 > 1. Asi, podemos realizar la misma
argumentacién que en el Teorema 3.2, obteniendo la desigualdad

2 1

. c 2% 52 C 1 P\ m’
25)" < . (20-1-y)m 3.9
a(Lun ) ——5(26_1)||f||L (Q)(J;)”n : (3.2)

Una vez obtenida esta desigualdad, pasamos a tomar el parametro 6 de la forma
somy+l) (N-2m(y+1)
C2m'-2 2N -4m

Podemos tomar este valor pues efectivamente se cumple que 6 > 7T+1 dado que

m’(v +1 +1 2m’

94 ) > 4 S m >2
2m’ — 2% 2 2m’ —2*

Ademas, se verifican las siguientes consecuencias.
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3.3. Casoy <1

» 2°0=(20-1-y)m’.

m’()/+1) m’(—y—l) * ’ ’ * ’
= 5 0=—"——"=0(2"-2m") = -1- 2°0=(20—-1- .
=2 0= gy =0 m2m)=m(-1-y)= ( y)m
= 2°0 =s.
s — 2N (N—2)m(7/+1)_Nm(7/+1)_5
" N-2 2N-4m  N-2m
. %>%.Teniendoencuentaque%:¥y%ZmT_l,deducimosque
N-2 m-1

N
_— > N-2)>N(n-1 -2m>-N & —>m,
N - < m( ) (n-1)o-2m © o >m

e 2 o1
luego se verifica que %= > 5.

Asi, usando estas propiedades y agrupando constantes, la desigualdad (3.2) queda

de la forma ,

2
o
(J ”;51) < Cllfllzm@)
Q

donde C solo depende de N y de m.
Por tanto, tenemos que la sucesiéon {u,},cy esta acotada en L°(Q)) y concluimos
que u € L¥(Q).
|

3.3 Casoy<l

En este caso, imponiendo mas regularidad sobre la funcion f, podemos obtener la
estima a priori en HOI(Q).

Lema 3.3. Sea u, la solucion de (P,) con y <1, y supongamos que f pertenece a L™ (Q2) con

— 2N _ (2
= ez = (5

i
NTZp(N=3) = ) . Entonces, la sucesion {u,},cn estd acotada en Hé(Q).

Demostracion:
Comenzamos tomando u,, como funcién test en (2.2). Usando (1.1), la Desigualdad
de Hoélder 1.1y que f, < f, se tiene que

1

u 1— 1— s\ m’

CKJ‘ |Vun|2 < J‘ fn—rlly SJ fun 4 < ”f”Lm(Q)(_[ u1(1 y)m ) .
Q Q (un+g) Q Q

2y 2
m) , entonces m" = T)/

Ahora bien, como m = ( i
y)m’ = 2*. Con lo cual, aplicando la Proposicién 1.5 llegamos a que

. Con lo cual, tenemos que (1 —

1

2
A\ A
aS( [ u,z) Saf|wn|2s||f||m<m(f uﬁ) -
Q Q Q

Ademas, se cumple que
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3. ESTUDIO EN FUNCION DE )

Por tanto, deducimos que

+1

Y
* 2*
aS(J- u,zl) = aS||u,|”
Q

y asi tenemos que la sucesion {u,),cy esta acotada en L2 (Q)).
Gracias a esta cota, podemos demostrar que

Lz* ) S fllemo

a||un||,§5(m:afg|wn|2s||f||Lm(Q>(Lu3") = I lmlinlly o < I oy K27,

donde K es la cota de {u,,} ey en L? (Q). Por tanto, concluimos que {u,} ey esta aco-
tada en Hé(Q).
[ |
Analogamente a los casos anteriores, usando la cota obtenida podemos demostrar
el siguiente resultado.

Teorema 3.5. Sea y <1y sea f una funcion no negativa y no idénticamente cero de L™ (())
2N _( 2

Conm = NgoN-2) — \1y

’

) . Entonces existe una solucion u de (P) perteneciente a H&(Q).
Observacion 3.3. Una vez obtenida la acotacion de la sucesion {u,},cN en Hé(Q), la de-
mostracion es idéntica al Teorema 3.1 cuando y = 1. Nétese que para haber obtenido la
misma informacion sobre la sucesion {u,},cn, para este caso, hemos tenido que imponer mds
regularidad a la funcion f.

Nuevamente, mostramos la sumabilidad que podemos obtener de la funcién u se-
gun sea la sumabilidad de la funcién f.

Teorema 3.6. Sea y <1 y sea f perteneciente a L™(()), con m > WI\(N—z) Entonces la
solucion u de (P) dada por el Teorema 3.5 cumple que:

(1) sim>X, entonces u pertenece a L*(Q));

(2) si WI\(N_Z) <m< %, entonces u pertenece a L*(Q), donde s = Nﬁg:nl).

Observacion 3.4. La demostracion del apartado (1) es idéntica al apartado (1) del Teo-
rema 3.2. Sobre el apartado (2), téngase en cuenta la demostracion del Teorema 3.2 pues
bastard realizar ciertos cambios para poder demostrar este caso.

Demostracion:

Sim= %, se deduce que
2N 2N2(y+1)
S_Nm(y+1)_Nm(7+l)_ N+25)(N=2)
- N-2m — 52N T N(N+2+y(N-2)-4N
" N 2N+2+7(N—2) N+2+y(N-2)
2N(y +1) _ 2N(y+1) _ 2N(y+1) _ 2N

=2

“TN+2+7(N-2)-4 N-2+y(N-2) (N-2)(y+1) N-2
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3.3. Casoy <1

De esta forma, como u pertenece a Hé(Q) por el Teorema 3.5; entonces, por la
Proposicion 1.5, u pertenece a L? (QQ) = L5(Q)).
2N
Para el caso NT217(N=2)
como funcién test en (2.2) porque u, € L*(Q)y 20— 1 > 1. Realizando la misma argu-
mentacién que en el Teorema 3.2, obtenemos la desigualdad

* 52 1
s)\* . ) <2é—1—y>m')m'

Una vez obtenida esta desigualdad, pasamos a tomar el parametro o de la forma

<m< %, si tomamos 0 > 1, entonces podemos tomar u,%‘s_l

_m'(y+1) (N-2)m(y+1)
Co2m’ =2 2N —4m

Veamos que efectivamente, podemos tomar este valor. Primero, como m < %, se

tiene que 4m < 2N y asi 2N —4m > 0. De esta manera, podemos deducir que

(N =2)m(y +1)

0= 2N —4m

>1 (N-2)m(y+1)>2N —4m

4+ (N-2)(y+1))m>2N
s 2N _ 2N
4+Ny+N-2y-2 N+2+y(N-2)

<o m

De forma analoga al Teorema 3.4, se tienen las consecuencias
" 2°0=(20-1-y)m/,

» 2°0 =5,

= 2>1

Asi, usando estas propiedades y agrupando constantes, la desigualdad (3.3) queda

de la forma
2 1

A
U u;i) < Cllfllom,
Q

donde C solo depende de N y de m.
Por tanto, tenemos que la sucesiéon {u,},cy esta acotada en L°(Q)) y concluimos
que u € L¥(Q).
[
Hasta ahora, hemos visto que u pertenece a H}(Q) si f pertenece al espacio de

% ’
Lebesgue L™((2) con m = (12—?) . Por altimo, mostramos el espacio de Sobolev al que
pertenece la funcién u si f tiene menos regularidad.

Teorema 3.7. Sea y <1 y sea f perteneciente a L"™(Q)) con 1 <m < 2N j- Entonces,

N+2+y(N-2

. » . 1,
existe una solucion u de (P) perteneciente a W, Q) con q= %
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3. ESTUDIO EN FUNCION DE )

Demostracion:

1} P . .
Para poder demostrar que u pertenece a W, q(Q) sera suficiente con demostrar
.. . 1, P
que la sucesién {u,},cy esta acotada en W, q(Q). De esa forma, pasando al limite de
. 1,
la misma forma que en el Teorema 3.1 obtendremos que u pertenece a W, q(Q).

. . . 2 _ 1
Para obtener esta estima, lo ideal seria tomar la funcion test u%‘s Lcon % <o<1.
Sin embargo, no podemos admitir esta funcién test, pues

Vu,%é_l =(20- 1)u%5_2Vun,

que presenta una singularidad cuando u, = 0.
Con lo cual, para n fijo, tomamos 0 < € < % y tomamos como funcién test

)21 _ g20-1

(u,+¢
en (2.2). De esta forma, usando (1.1), obtenemos que

0((25 — 1)'[\0 |Vun|2(un + 8)26_2 < J;) fn((un

1 g)20-1 _ g20-1)

7
(u,ﬁ%)

Ademas, teniendo en cuenta que f, < fye< %, llegamos a que

a (26 - ”L IV, |2 (1, + €)°72 < JQf(un T (3.4)

Por otro lado, usando de la Desigualdad de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev 1.4, de-
ducimos que

. V(11 + ) —d)? _ S T
| R e et | O

De esta forma, combinando las dos desigualdades anteriores tenemos que

Q(JQ((M”+E)5_56)2*)? < S(%Z_l)jgf(un+€)za—1—y_

Esta dltima desigualdad la hemos obtenido para todo ¢ < % Por tanto, tendiendo ¢
a 0, llegamos a la desigualdad

2

rs|” &2 20-1-y
a(J;) u, ) < m Jqun . (3.5)

Una vez obtenidas estas desigualdades, pasamos a demostrar que {u,},cn esta

acotada en L*(Q)), donde s = %
Sim =1, entonces s = % = 2*77”. Por tanto, si tomamos 6 = 7T+1, la desigual-

dad (3.5) queda de la forma

2
*

(o) = L
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3.3. Casoy <1

Con lo cual, {u,},cN esta acotada en L(Q).

Sil<m< %, en la desigualdad (3.5) podemos aplicar el mismo razona-
miento que en el Lema 3.4 y obtener que {u,},cn esta acotada en L°(Q)).

Habiendo obtenido la cota en L*(Q)), pasamos a obtener la acotacién en Wol’q(Q).
Para ello, tomamos o de forma que se cumpla la igualdad

(2-20)q
ET I
que, teniendo en cuenta el valor de g y de s, tenemos que
(y+1)m(N —-2)
2N —4m
Ahora bien, debido a este valor de 0, se tiene que
(y +1)m(N -2)

o=

20-1-y= N —om -1-y
_(y+1)m(N-2)-N+2m-yN +2ym
- N -2m

_ Nm(y+1) N(y+1)
" N-2m  N-2m
N(y+1)
 N-2m’
Cracias a esta igualdad y usando la cota en L(Q)), podemos mejorar la acotacién
de la desigualdad (3.4) para obtener que

+1)

a(20-1) | WP+ 7 < [ fu e e < | pl )R

SLﬂw+WSK

donde K representa la cota resultante tras haber usado la cota en L*(Q).
De esta forma, tenemos la existencia de una constante C de tal forma que

Vu 2
Q

Finalmente, usando esta altima cota, la cota en L°(Q)) y la Desigualdad de Hol-
der 1.1 parap = 7Y p' = , concluimos que

|Vu |q L
Iunllq f Viuy|® = J m(%ﬁ)“ o
n

|Vi,|? : N z
) (JQ (1, +€)2‘2") (Jg(un +e) )

2—q

U5%+aﬂ2s@

donde Q representa la cota resultante tras haber aplicado la cota en L*(Q).

N

<C

. . 1,
Concluimos pues que {u,},cy estd acotada en W, 1(Q) y, consecuentemente, la

solucién u de (P) pertenece a Wol’q(Q).
[ |
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Variacion del caso y <1

Hasta ahora, el trabajo ha consistido en la explicacion detallada de los resultados
mas importantes de [2]. En este capitulo, mostramos una mejora para los resultados

obtenidos en el caso 0 < ¥ < 1. Esto es, obtenemos la solucién en H& (Q)) estando el dato
fen LY(Q).

4.1 Problema con término de orden inferior

En estudio de EDPs en los que aparecen términos de potencias singulares, es cono-
cido que cuando el parametro esta entre 0y 1, el comportamiento del problema puede
complicarse. Por tanto, siguiendo las ideas de [1], aplicamos un efecto regularizante al
problema (P); esto es, anadimos un término de orden inferior que nos ayude a controlar
el comportamiento del problema.

Definicion del problema

Sea Q C RN (N > 2) un conjunto abierto y acotado y 0 <y < 1. Ademas, considera-

remos la matriz M: Q — RN" medible y satisfaciendo las condiciones de elipticidad
y acotacion. También, consideraremos la funcién g: R — R continua, estrictamente
creciente, impar y verificando que lim,_,,, g(s) = +co. Por altimo, supondremos que

0<a(x), f(x) e LY{Q) (4.1)

y que existe Q > 0 tal que
f(x) < Qa(x). (42)

Con todos estos datos, definimos el problema

{ _div(M(x)Vu) + a(x)gu) = L2 en
u=0 en dQ),

Definicion de solucion

Gracias a la adicion del término de orden inferior, obtenemos mas control sobre
la funcién f. Sin embargo, todavia tenemos que lidiar con la singularidad. Para ello,
siguiendo las ideas de [6], redefinimos el concepto de solucion.

Definicion 4.1. Consideramos solucion de (Q) a aquella funcion u que verifique:
CRRTS Hé(Q).

= u>0ctp. en (.

] meas{er:u(x):Oy



4. VARIACION DEL caso y <1

V(peH ) con @ >0, se tiene que

f f—(p<+oo,
f(x)
J;)M x VuV(p+JQ a(x)ue = 5 L

Observacion 4.1. En teoria variacional de EDPs es muy comiin el uso de esta técnica. Se
permite que la funcion que diverge pueda tomar el valor +oo pero, imponiendo la integrabili-

dad del término %(p, al final estds considerando que la solucion obtenida no provoque

problemas dada su singularidad.

Una vez definido el nuevo problema, el objetivo de este capitulo sera probar el
siguiente teorema.

Teorema 4.1. []. Carmona, P. ]. Martinez-Aparicio, A. ]J. Martinez-Aparicio, M. M-T] El
problema (Q) tiene una tinica solucion débil u no negativa perteneciente a H&(Q) N L®(Q)).

Por simplicidad, procederemos paso a paso a obtener resultados y propiedades para
llegar a obtener el Teorema 4.1.

La forma inicial de abordar este problema es similar al trabajo ya hecho. Es decir,
consideramos problemas aproximados que eviten la singularidad para, posteriormen-
te, tomar limite.

4.2 Problemas aproximados

En las condiciones del problema (Q), para cada n € N definimos los problemas
aproximados

—div(M(x)Vu,) + a(x)g(u,) = L)y en (),
(Iual + 1) (Qu)
u,=0 en dQ,
A modo de esquema, vamos a probar los siguientes resultados:
1. Existencia de la solucion u,, € Hol(Q) N L*®(Q)) para todo n € N.
2. No negatividad de la solucion u,, para todo n € N.
3. Unicidad de solucién de u,, para todo n € N.
4. Acotacion en L*(Q)) de u,, para todo n € N.
5. Acotacion de la sucesion {u,},cy en Hé(Q)
Paso 1. Existencia de la solucion u,, € H&(Q) N L*(Q)) para todo n € N.
Para n € N fijjo, la funciéon

F(x,s) = ﬂ YV (x,5) e Q xR,
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4.2. Problemas aproximados

cumple que
|F(x,s)| <n?|f(x)| <n”Qa(x), VY (x,s)eQxRyVYy>0.

Por tanto, por Teorema 2.1 de [1], existe u, € Hj (Q) N L®(Q) solucién débil de (Q,,).
Aqui es donde se utiliza que lim,_,,,, g(s) = +oo, pues para cada n € N debe existir

g (17Q).
Paso 2. No negatividad de la solucién u,, para todo n € N.
Tomando ¢ = u,;, se tiene que

_ _ ) _
J;) M(x)Vu,Vu, + L) a(x)g(u,)u, = JQ (lufl(—f%)yun.

Usando (1.1), se tiene que

- - flx)
a J;) Vu,Vu, + J;) a(x)g(u,)u, < J;) Wun.

Por tanto, deducimos que

0< a||u1;||12{é(g) =a J;) Vu,Vu, < J;) [L — a(x)g(un)]un.

(Jual + 1)

x
f(—)l)/ > 0. Por
(Ial + 1)
otro lado, como g es creciente e impar, g(u,) < 0 para todo u, < 0; que a su vez, hace

que —a(x)g(u,) > 0 para todo u,, < 0. De esta manera, llegamos a que

f(x) .
J;) [W - “(x)g(un)]un <0.

Debido a la doble desigualdad, obtenemos que ||u;||H3(Q) =0 c.t.p. en Q. Finalmen-

Ahora bien, por un lado tenemos que, claramente, el término

te, concluimos que u, > 0 c.t.p. en Q.

Paso 3.Unicidad de solucion de u,, para todo n e N.

Para n fijo, sean u y v dos soluciones del problema (Q,). Tomando la funcién test
@ = (u—v)~ y sustituyendo en ambas ecuaciones satisfechas por u y v respectivamente,
obtenemos que

JQM(X)VuV(u -v) + JQ a(x)g(u)(u—-v)” = JQ (u N %)y (u—v)~

J;) M(x)VvV(u—-v)” + L a(x)g(v)(u—-v)” = j@ (v N %)y (u—v)".

Si restamos ambas ecuaciones y despejamos, llegamos a que

- 1 B 1 B B -
|| Meov v —L[f(x)[( i)y] a(x)(g(w) g(v))](u oy




4. VARIACION DEL caso y <1

Usando (1.1) tenemos que

0<all(u —U)_”Hé(Q) < JQ [f(x)[(u 4_11)7/ - (v +1l)7,]a(x)(g(u) g(v))](u -v)".

Por la definicion de (4 —v)~, solo nos interesa estudiar el signo en el que u < v. Por
un lado, tenemos que

1 < 1 - 1 B 1 50
(v+%)y (u+%)y (u+%)y (v+%)y .

Por otro lado, como g es creciente, tenemos que 0 < g(v)—g(u). Por tanto, para u <v,
deducimos que

1 1 _
L [f(x)[<u N %)y - (o %)y]—a(x)@(u)—g(v))](u -v)” <0.

Con lo cual, ||(u _v)_”Hé(Q) = 0 y obtenemos la desigualdad u# > v c.t.p. en Q. Analo-

gamente, si tomamos la funcién test ¢ = (v—u)~ y realizamos la misma argumentacion,
obtenemos la desigualdad contraria y concluimos que u = v c.t.p. en Q.

Paso 4. Acotacion en L*(Q)) de u,, para todo n € N. Tomamos como funcién test

¢ = Gi(u,) donde

0, sils| <k,
Gr(s)={ s—k, sis>k,
s+k, sis<-—k,
y k > méx{1,¢g"1(Q)}. De esta forma, tenemos que

| Meave 96y + | atgtin)Gutn = | —56ytw),

Q (un+%)

Como k > 1, se tiene que u, +% > 1 en {u, > k}. Usando ademas (1.1), deducimos
que

a L VG () + fQ 8(x)g (1) Gel1) < L Qa(x)ﬁ < L Qa(x)Gy(1t,)

Asi, obtenemos la desigualdad

fQ IV G (11, +J

Q

a(x)(g(un) - Q)Gk(un) <0.

Como k > ¢7'(Q), ambos sumandos son positivos. Concluimos pues que
Gk (g (@) = 0 = lual <k = llugllLoio) < k.

Por tanto, tenemos la acotacion

llunllreo () < k (4.3)
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4.3. Existencia de solucion de (Q)

. ., 1
Paso 5. Acotacion de la sucesion {u,},ey en Hy(Q).
Tomando como funcién test ¢ = u,, tenemos que

2 _ f(x)un
[ mewar+ [ aognn= | P

Tirando el término positivo, usando (1.1), (4.2) y (4.3) podemos realizar las acota-
ciones

a J;) IVu,|* < J;) (f(xi”y < &3;)% = J;) a(x)Quy " < J a(x)Qk=7.

ug+ 1) Jo Q

Como la sucesion {u,},cy esta acotada en H&(Q) N L*(Q)), existe una parcial, que
seguiremos denotando por {u,},cN y cierto u € HS(Q) NL*(Q) tal que

u, — u débilmente en H&(Q) NL®(QY), (4.4)

u, — u c.t.p.en Q. (4.5)

Ademas, tomando limite en (4.3), tenemos que

lull= ) < k. (4.6)

4.3 Existencia de solucion de (Q)

Primero, para poder obtener el resultado sobre existencia de solucion, recordamos
un resultado clasico conocido como el Lema de Fatou.

Lema 4.1 (Fatou). Sea {f,},cn una sucesion de funciones de L'(Q) tal que

» f,>0ct.p. en () paratodoneN.

= SUP,ey J fu < +eo.

Para casi todo x € ), definimos f(x) = liminf, _,o, f,(x) < +oco. Entonces f € L1(Q) y

L f< 1igglffﬂ Fulx).

Como hemos podido observar en el transcurso del Capitulo 3, obtener las cotas
a priori facilita enormemente el calculo del limite. Sin embargo, para este problema,
debemos usar estrategias distintas para poder salvar la singularidad. Las ideas son las
usadas en [6] donde, una de ellas es la funcion Zs(s) dada por

1 si0<s<$ 1 \ Zs(8)
Zs(s)=3 —5+2 sid<s<20 |
0 s120<s !

o 20
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4. VARIACION DEL caso y <1

La funcién Zs(u,,) no es admisible como funcién test, ya que en la frontera de Q vale
1. Sin embargo, podemos tomar como funcion test Zs(u,,)¢ donde ¢ € Hé (Q)NL=®(Q).
Con este término, la idea es tomar limite primero en n y luego en 6 tendiendo a 0. Con
estas ideas, y siguiendo el esquema de la seccion anterior, probaremos lo siguiente:

6. Limite de J. L)y({) cuando 1 — +oo y cuando 0 — 0.
{u, <o} (Mn + %)

fx)
7. J{\MZO} 7(!) =0

8. Limite de f L

z ¢ cuando n — +oo y cuando 6 — 0.
(>3} (1 +3,)7

Paso 6. Limite de f L)yqb cuando n — +co y cuando 0 — 0.
(1,<0) (14 + 1)

Tomando como funcién test ¢ = Zs(u, ), donde ¢ > 0 con ¢ € H&(Q) N L*(Q)),
tenemos que

JQ M(x)VunV(pzé(unHJ;)a(x)g(u,, Zs(uy,)p M n|2 f f

{6<u, <26}

Como el primer término del segundo miembro es positivo, podemos eliminarlo y
obtener la desigualdad

0= f{um} ( o yPs L M(x)Vu,NoZs(u,)+ L a(x)g (1) Zs (1) p.

un+%)

Teniendo en cuenta (4.4), que g y Zs son continuas. Tomando limite en #n, para todo
0> 0, llegamos a que

0 <limsup Lunsé} %(p < J;) M(x)VuVeZs(u)+ JQ a(x)g(u)Zs(u)ep.

n—+oo U, +

Notese que, cuando o tiende a 0, Zs(u) — X (u=0}- Ademas, por un lado, como g es
impar, g(0) = 0. Por otro lado, como u € H&(Q), Vu =0 c.t.p. en {u = 0}. Asi, concluimos

que
lim supj L)y(p — 0 cuando 6 — 0.
{3

n—+00

Paso 7. f{u:O} %({) =0

Observemos que

X X
J Ll)y)({unsa}ﬁoﬁf f(—zy(p, YV o>0.
(u=0} (1, + 1) (un<o) (10 + 1)

n
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4.3. Existencia de solucion de (Q)

Usando (4.5), se tiene que x{,, <5} = X{u<s) C-t.p. en {u # 6} para todo 6 > 0. Ademas,
nuevamente por (4.5), tenemos que

f6)f)

v
(un+l) u?

n

c.t.p. en Q.

Aplicando el Lema de Fatou 4.1 a la integral, obtenemos que

J M(pslimsupj L)y(p, V6 >0.
(u=0) u” {unsé}( 1)

n—+oo un + z

Gracias al Paso 6 concluimos que

.
LZO} =0

Paso 8. Limite de J sz({) cuando n — +co y cuando 0 — 0.
{1, >5) (Un + ;)y

Primero, podemos usar la igualdad
f(x) J' f(x)
A . EACIR '
J;u,pé} (u,, + %)74) 0 (1y +1)7 {,>8)P

o S

- 1
(un + E)y

Observemos que
(%)
X{u,>8)P < fé—yﬁﬂ eL'(Q),

debido a que ¢ € L*(Q) c.t.p. en {u = o} para todo o > 0.
Ademas, se tiene que

fx) f)

Y
(un+l) u?

n

Y X{u,>5) = X{uss) C-t-p.en{u =06} Vo>0.

Como C = {0 > 0: meas{u = o} > 0} es como mucho numerable, tomando ¢ ¢ C, por
el Teorema de la Convergencia Dominada 1.2

f Ll)?/@_) Jljf)(pcuandon—>+oo YoeC
{11,>5) (Mn + ﬁ) {u>sy U
y
\J‘ M(p_) M(p cuando 6 - 0 con 6 ¢ C.
{u>6} u? fu>0) U

Finalmente, gracias al Paso 7, concluimos que

f(x) f(x)
o @07 S

Observacion 4.2. Hemos estudiado la convergencia del término de la derecha de (Q,) ya
que, gracias al Teorema de la Convergencia Dominada 1.2, resulta inmediato obtener el
limite de los términos de la izquierda.

Finalmente, uniendo los resultados obtenidos en estas dos secciones, obtenemos
una mejora del articulo [2] pues tenemos demostrado el Teorema 4.1 del articulo [4].
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Conclusiones

En lo que al contenido matematico se refiere, es claro que las conclusiones mas
relevantes son los teoremas de existencia y regularidad obtenidos en cada una de las
secciones de los Capitulos 3 y 4. Sin embargo, de este trabajo me llevo mucho mas que
los resultados y demostraciones expuestas.

Es cierto que, para poder entender los resultados de este trabajo, ha hecho falta un
duro estudio sobre EDPs, espacios de Lebesgue y espacios de Sobolev. No obstante, el
orden en el que este estudio y este trabajo llegd a mi no es el usual.

Por suerte, al terminar el Grado en Matematicas en la Universidad de Almeria pu-
de realizar mi TFG [12] sobre homogeneizacion de ecuaciones en derivadas parciales,
trabajo que me asent6 bases sobre la teoria expuesta en este texto. Ademas, en octubre
del 2021 pude empezar a trabajar como investigador asociado a proyecto en la Univer-
sidad de Granada, donde empecé a estudiar articulos sobre existencia y regularidad de
soluciones de problemas como el que se estudia en este trabajo.

A partir de ahi, tras algunos meses de investigacion, pudimos obtener mejores re-
sultados como los que presentamos en el Capitulo 4. Estos, y mas resultados en [4],
estan pendientes de publicar. Sin embargo, esta investigacion me han permitido dar
charlas en eventos oficiales, siendo un primer destino el Workshop de Analisis Fun-
cional y Ecuaciones en Derivadas Parciales celebrado en junio de 2022 en Mojacar y
también Zaragoza en julio de 2022 al XXVII CEDYA - XVII CMA.

Esto no hubiese sido posible y aprovecho para agradecer enormemente a mis tu-
tores, José Carmona Tapia y Pedro J. Martinez Aparicio por haberme ayudado en todo
momento y haberme ofrecido todas estas oportunidades que son mas que amplias para
poder comenzar una labor investigadora, meta personal que tengo para mi futuro.

Finalmente, concluir que este trabajo refleja el articulo [2], el cual ha sido para mi
una chispa que me ha producido grandes oportunidades para poder comenzar el oficio
como investigador. Por mi parte, no quedan mas que ganas de poder seguir investigan-
do y estudiando esta rama de las Matematicas.
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