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Capitulo 1

Introduccion

En este Trabajo Fin de Master desarrollamos varias ideas que nos han
parecido interesantes y que se enmarcan dentro de la teoria del Algebra Ho-
moldgica Relativa. Pero, ;jqué es el Algebra Homolégica Relativa y por qué
se estudia? Comencemos dando una breve exposicién sobre la evolucion del
Algebra Homolégica que acabara demostrando la necesidad generalizar esta
teoria y que conduce inevitablemente a la introduccion del Algebra Homolo6gi-
ca Relativa.

El origen del Algebra Homoldgica se encuentra en la teorfa cldsica de la
Topologia Algebraica, en donde, a partir de espacios topolégicos, y debido
a la pobre estructura de éstos, se construyen grupos y homomorfismos de
grupos que los conectan, que permiten descubrir mucha informaciéon sobre
los espacios topoldgicos originales.

Desde el punto de vista algebraico, el Algebra Homolégica resultd bas-
tante impopular durante sus inicios porque era dificil llegar a comprenderla
y, una vez que se conseguia, no parecia ser demasiado util.

Pero todo esto cambi6 cuando Jean Pierre Serre utilizo el Algebra Ho-

moldgica para caracterizar determinados tipos de anillos. Ademas, el libro



escrito por Henri Cartan y Samuel Eilenberg “Homological Algebra” ([4]), en
el que unificaron todos los conceptos relativos a este area que se encontraban
dispersos en las ramas de teoria de grupos, algebras de Lie y &lgebras asocia-
tivas, desperté el interés de muchos matematicos que comenzaron a estudiar
esta teoria tan productiva. De hecho, Cartan y Eilenberg pueden ser consi-
derados como los fundadores del Algebra Homolégica Moderna, y el método
que utilizaron fue el uso sistematico de resoluciones utilizando médulos in-
yectivos y proyectivos, que son sucesiones exactas con términos proyectivos

o inyectivos, que se construyen a partir de un determinado médulo.

La razon por la que las resoluciones proyectivas e inyectivas funcionan no
es otra que las propiedades que definen a los médulos proyectivos e inyectivos:
los funtores Hom(P, —) y Hom(—, F) son exactos cuando P es proyectivoy E
es inyectivo. El problema radica en que a partir de un determinado moédulo se
pueden elegir muchas (infinitas) resoluciones proyectivas e inyectivas. Cada
una de ellas dard lugar a unos grupos de (co)homologia que, en principio,
no tienen por qué ser los mismos. Sin embargo, la exactitud de los funtores
Hom(P, —) cuando P es proyectivo, permite relacionar todas estas resolu-
ciones mediante homomorfismos de complejos. Y lo més importante es que
resulta que todos estos homomorfismos son homotépicos (Teorema de Com-
paracion), lo cual se traduce en el hecho de que los grupos de (co)homologia
del mismo grado que se obtienen mediante resoluciones proyectivas diferentes
son todos isomorfos. Esto da total consistencia a la teoria.

Por supuesto, si en lugar de elegir resoluciones proyectivas elegimos reso-
luciones inyectivas, el resultado sigue siendo el mismo. Todas las resoluciones
que elijamos del mismo médulo son homotépicas (Teorema de Compara-

cién), y por lo tanto todas dan (salvo isomorfismos) los mismos grupos de
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(co)homologia.

Ligado al concepto de de resolucién proyectiva (o inyectiva) aparece in-

mediatamente el de dimension: si P es un médulo proyectivo,
o =>0=20—=>P=P—=0

es una resolucion proyectiva de P. Si M es un modulo que admite una sucesion
exacta 0 - P, - Py -+ M — 0 con P; proyectivos, y N es un médulo cuya
“menor” resolucion proyectiva es del tipo 0 —- P, - P, - Py —- N — 0,
entonces las propiedades homoldgicas de M y N van a ser evidentemente dis-
tintas (por ejemplo las propiedades de anulacién de Ext" (M, —) y Ext"(N, —)
seran distintas).

Asi, se dice que la dimensién proyectiva de M es menor igual que n > 0,

proj.dim M < n si existe una sucesion exacta
0O—+PFP, = =>P—>F—->M=0

en la que todos los P; son proyectivos. Diremos que proj.dim M =n si n es
el menor natural para el que existe una sucesion como la anterior.
De manera dual, la dimensién inyectiva de M es n si n es el menor natural

para el que existe una sucesién exacta
O—=M—FEy—F —-—FE, =0

en la que todos los F; son inyectivos.
El estudio de estas dimensiones homoldgicas que acabamos de definir pro-
porciona, como ya hemos indicado y no podia ser de otra manera, informacion

valiosa sobre el médulo en si, pero ademas, también sobre el anillo sobre el



que se construyen los médulos. Por ejemplo, un anillo es quasi-Frébenius si

y s6lo si todo R-mddulo M verifica: proj.dim M = 0 < inj.dim M = 0.

En este momento surge una pregunta natural: ;por qué restringirse al
uso de resoluciones proyectivas e inyectivas? ;Por qué no elegir otras clases
de moédulos que nos proporcionen unos grupos de (co)homologia diferentes
y por lo tanto una informacién nueva? Sobre todo teniendo en cuenta que
existen clases de médulos homolégicamente muy importantes, como es la de
los modulos planos, que también caracterizan anillos tan importantes como
los regulares: un anillo es regular si y solo si todo médulo es plano. De esta
forma, durante los ultimos afios el estudio de la (co)homologia relativa a
diferentes clases de modulos ha sido una rama del algebra plenamente activa
y a la que se han dedicado muchos matematicos.

Como clases especialmente relevantes sobre las que se ha realizado una
cantidad ingente de articulos de investigacion estan la de los médulos Go-
renstein proyectivos y de los médulos Gorenstein inyectivos. Estas clases de
modulos fueron introducidas por Edgar Enochs y Overtoun Jenda en [8] y
probablemente sean, junto a la de los proyectivos, inyectivos y planos, las
clases de médulos més estudiadas en el d&mbito homoldgico, sobre todo en
términos de calcular (pre)cubiertas, (pre)envolventes, y las dimensiones re-
lativas que inducen. Resulta dificil dar una lista significativa de los articulos
mas relevantes publicados sobre estas clases sin dejar de citar alguno de
ellos e incluso alguna de las teorias que en ellos se estudian, pero por hacer
una tentativa, lejana a la realidad por la poca cantidad de citas que pode-
mos dar aqui, mencionamos los estudios de Enochs sobre la existencia de
(pre)cubiertas y (pre)envolventes [10], [11], [12], etc., o los relativos a las

dimensiones Gorenstein [7], [14], [15], [5], [3], [1], etc.
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Tan relevante ha sido el estudio de las clases de médulos Gorenstein pro-
yectivos y Gorenstein inyectivos en el desarrollo del Algebra Homolégica que
han surgido multitud de generalizaciones de este tipo de médulos. Asi, Henrik
Holm y J@rgensen estudiaron en [16] las dimensiones homoldgicas inducidas
por la clase de los moédulos G¢ proyectivos, Ge-inyectivos y Ge-planos, es
decir, las llamadas dimensiones G¢-proyectiva (o C-Gorenstein proyectiva),
Ge-inyectivas (o C-Gorenstein inyectiva) y Ge-planas (o C-Gorenstein pla-
na), cuando C' es un moédulo semidualizante y Diana White publicé ([21])
otros resultados sobre la dimensién Gg-proyectiva cuando C' es semidualizan-
te. También Liu, Huang y Xu realizaron investigaciones de estas dimensiones
en [17].

No obstante, las propiedades de los médulos semidualizantes son bastan-
te restrictivas a la hora de estudiar dimensiones homoldgicas relativas a C,
ya que la condiciéon Endg(C') = R hace que C' esté cerca de ser un médulo
proyectivo. Por eso Driss Bennis, J.R. Garcia Rozas y Luis Oyonarte inves-
tigaron en [2| cémo debilitar las condiciones de C' sin mermar el interés de
los resultados que se pueden obtener. A los médulos que verificaban estas
propiedades los llamaron débilmente Wakamatsu tilting porque ademas la
clase de todos estos moédulos contiene propiamente a la de los Wakamatsu

tilting.

Ademas existe otro factor importante que refuerza seriamente la idea de
plantearse la investigacién del Algebra Homolégica relativa a otras clases de
modulos que no sean los inyectivos o los proyectivos; como hemos menciona-
do al principio de esta introduccion, el inicio del Algebra Homolégica no se
sitia en un ambito propio del algebra, y ademas, ya dentro de la rama de

algebra, tiene aplicaciones en muy diversas teorias, como la de la Geometria
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Algebraica, en la que el estudio de categorias diferentes a las de mddulos
(como por ejemplo las de haces) es fundamental. Por tanto el paso l6gico en
la evolucion del Algebra Homolégica es su desarrollo en el ambito categorico.
Pero no todas las categorias sobre las que construir homologia tenga sentido
(categorias abelianas con algunas propiedades adicionales) poseen suficientes
objetos proyectivos o inyectivos (por ejemplo las categorias de haces no tie-
nen suficientes proyectivos). Asi, estudiar Algebra Homoldgica relativa otras
clases relevantes de objetos (como pueden ser los planos en las categorias de
modulos o de haces) adquiere una relevancia significativa. Este es el comienzo

del Algebra Homolégica Relativa.

Existen otras generalizaciones de los conceptos de mdédulo Gorenstein
proyectivo y de médulo Gorenstein inyectivo, y cuando decimos generaliza-
ciones no nos referimos soélo a generalizaciones dentro de las categorias de
modulos, sino extensiones a otras categorias mas generales que aquéllas. De
entre todos estos nuevos conceptos el mas interesante quizas sea el de obje-
tos & -Gorenstein en una categoria abeliana .27, siendo 2" una subcategoria
plena de 7. Este concepto fue dado por Sather-Wagstaff, Sharif y Whi-
te en [19] en donde, entre otras cosas, buscan las condiciones que tiene que
verificar la categoria 2" para que 4(2°)? = 4(2"), es decir, para que la sub-
categoria consistente en todos los nicleos de sucesiones completas exactas,
Hom(¥ (%), —)-exactas y Hom(—, ¥ (2"))-exactas de objetos 2 -Gorenstein
coincida con la subcategoria de los objetos 2 -Gorenstein. Posteriormente
Geng y Ding estudiaron las dimensiones homoldgicas relativas a estos nuevos
objetos ([13]).

Nuestro interés en este trabajo es dar un concepto que generalice a la

vez aquéllos de objeto 2 -Gorenstein proyectivo, de objeto 2 -Gorenstein
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inyectivo, de médulo Gg-proyectivo y de médulo Ge-inyectivo, siendo C' un
médulo débilmente Wakamatsu tilting (y por lo tanto no necesariamente
semidualizante), y ademés que este nuevo concepto tenga sentido y resulte
de utilidad en categorias abelianas, no sélo en las categorias de médulos.
Con este propésito consideraremos dos subcategorias plenas 2" e % de
una categoria abeliana &7, y a estos nuevos objetos que definiremos los lla-
maremos objetos (27, % )-Gorenstein. Nuestro objetivo principal sera inves-
tigar la subcategoria (27, % )-Gorenstein de o7, es decir, aquella subcate-
goria plena de &/ cuyos objetos son todos los objetos (27, %#)-Gorenstein de
&7, y hacer un estudio exhaustivo de las dimensiones homoldgicas inducidas
por esta nueva subcategoria: hablamos de la dimensién 4 (2", %)-proyectiva
(o dimensién (27, #')-Gorenstein proyectiva) y de la dimensién 4 (.27, #%)-
inyectiva de los objetos de &7 (o dimensién (2", #')-Gorenstein inyectiva).
Asi, nuestro camino sera en primer lugar caracterizar cuando un objeto
de la categoria &7 estd en la subcategoria 4(2°,%) y cuando esta subca-
tegoria verifica las propiedades habituales que permiten desarrollar satis-
factoriamente una teoria de la dimensiéon homologia que induce, es decir,
cuando esta subcategoria es cerrada para extensiones, nticleos de epimorfis-
mos, conucleos de monomorfismos y sumandos directos. Ademas indagaremos
sobre qué condiciones deben satisfacer las subcategorias 2 e % para estar
dentro de ¥ (2", %'). Este hecho es de gran importancia porque cuando esto
suceda la 9 (2", % )-dimensién proyectiva de cualquier objeto serd siempre
menor que la % -dimensién proyectiva y que la %-dimensiéon proyectiva, e
igualmente ocurre con las dimensiones inyectivas. Dicho de otra forma, las
9 (2, % )-dimensiones (tanto proyectiva como inyectiva) dan medidas més

precisas que las 2 -dimensiones y que las #'-dimensiones. También descu-
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briremos cuando ¥ (Y(Z, %)) =9(Z,%).

Finalmente estudiaremos las dimensiones homoldgicas inducidas por las
subcategorias ¥ (2", %). Estas dimensiones se definen como longitudes de
sucesiones exactas con términos en ¢(Z2°, %) y nosotros probaremos que
las podemos calcular a partir de 4 (2", %')-(co)resoluciones exactas. Ademés
veremos que la dimensién de un objeto se puede calcular a partir de cual-
quier sucesion (o (co)resolucién) exacta de objetos en ¥ (2", %) cuyo tltimo
conticleo (primer nicleo) sea el objeto del que queremos calcular la dimen-
sién. Y por supuesto probaremos que la herramienta clasica de calculo de
las dimensiones también funciona para nuestra subcategoria: demostraremos
serd que las 4 (2", % )-dimensiones las podemos calcular a partir de los fun-

tores Ext” (la dimensién serd el menor n tal que Ext® = 0 Vk > n 4 1).
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Capitulo 2

Preliminares

El ambito en el que se desarrollara este trabajo es el de las categorias abe-
lianas, por lo que en muchas ocasiones, cuando nos refiramos a una categoria,
no indicaremos que la suponemos abeliana. No obstante, la categoria siempre
sera abeliana. Mencion a parte requieren las subcategorias. Haremos un uso
sistematico de subcategorias de estas categorias abelianas, pero por supuesto
no necesitaran ser abelianas también. Sin embargo supondremos que verifi-
caran unas condiciones a parte de las que se especifiquen en cada enunciado,
y que seran: la subcategoria sera siempre plena, cerrada para isomorfismos y
contendra al objeto cero.

Muchos de los resultados que aparecen en esta seccién son ampliamen-
te conocidos, tanto su enunciado como su demostracién. Esto significa que
pueden ser encontrados facilmente en la literatura (de hecho aparecen en
cualquier libro que trate la homologia en el ambito categorico, y de estos
libros hay suficientes referencias en el bibliografia que aparece al final de este
trabajo, por ejemplo [9] o [18]) y que ademé&s no es facil determinar dénde
exactamente aparecieron por primera vez. Por tanto, si escribimos la demos-

tracién de alguno de estos resultados, no daremos referencias explicitas. Si
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las daremos en los que casos en que las demostraciones no sean incluidas
(sélo incluiremos este tipo de demostraciones cuando sean significativamente
interesantes o den alguna idea clave para nuestro posterior desarrollo de la

teoria).

2.1. Nociones basicas sobre el Algebra Ho-
moldégica Clasica

En esta seccién presentaremos algunas nociones basicas del Algebra Ho-
mologica. Seguiremos el camino que la evolucion de esta teoria ha ido cons-
truyendo. Por supuesto se han ido descubriendo muchisimas cosas relativas
a la Teoria de Homologia a lo largo de todos sus anos de desarrollo, y sus
aplicaciones en las distintas ramas del Algebra son enormes. Pero no es nues-
tra intencién ni nuestro cometido hacer un curso intensivo del Algebra Ho-
molégica, sino llegar a uno de los puntos en los que se encuentra activa la
investigacion en este momento, y por lo tanto, de la enorme cantidad de bi-
furcaciones que se pueden elegir al recorrer este largo camino, elegiremos las
mas apropiadas para conseguir llegar al punto de investigacion activa al que
nos referimos en este parrafo.

Comenzaremos recordando lo que se entiende por un complejo en una

categoria abeliana y por los objetos de homologia asociados a dicho complejo.

Definicién 2.1.1. Un complejo en una categoria abeliana es una sucesion

de objetos y morfismos
Moo My B3 M S My S M —

de forma que la composicion de cualesquiera dos morfismos consecutivos es

cero. En otras palabras, la tmagen de cualquiera de los morfismos es siempre

14



un subobjeto del nicleo del siguiente, es decir, siempre hay un monomorfismo
Imd; — kerd;,_1. A los nicleos de 9o, se les suele llamar objetos de ciclos,

kerd,, = Z,(M), y a las imdgenes objetos de bordes, Im d,11 = B,(M).

Un morfismo entre dos complejos --- — My — My — My — M_1 — - --
y--»—> Ny — Ny — Ny — N_; — --- es una sucesion de morfismos en la

categoria, M; — N;, de forma que el diagrama

M2 Ml MQ M_14>"'

L

N2 M1 M(] M_1*>"'

es conmutativo.

Es facil darse cuenta de que la categoria de complejos construidos so-
bre una categoria abeliana <7 vuelve a ser una categoria abeliana. A esta

categoria de complejos la denotaremos como C(&7).

Definicién 2.1.2. El n-ésimo objeto de homologia de un complejo
C: "'%MQ%MlgMOgM_l—)"'

en una categoria abeliana se define como H,(C) = coker (Im(d,+1 — kerd,)).

Como Im 6,11 — ker d,, es un monomorfismo, denotaremos al conicleo ante-

rior como H,(C) = kerd,/Imé,.1 = Z,(C)/B.(C).

Observamos entonces que, intuitivamente, la homologia de un complejo
da en cierta forma una medida de lo que le falta al complejo para ser exacto.
Ademas, cuando dos complejos estan relacionados mediante un homomorfis-
mo de complejos, los grupos de homologia de ambos complejos también estan

relacionados por un morfismo: supongamos que
M oo My 53055 My % M e
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6/ 6/ 6/
N: "'%NgiNléNQ#N_lé“'
son dos complejos y que « : M — N es un homomorfismo de complejos,

i+1
s z+114>M4>M714>"'

O¢i+1i ail Oéill

- —_— Z_’_lﬁ-NT-N_lH...
+1 i

Consideremos el diagrama

NI

z—i—l

@it Imd;4 4 i coker 0;,1
5,
H—l
!
Imd; coker 0;

Como w041 = m;0; ciy1 = 0, las propiedades del conticleo propor-
cionan un tnico morfismo ¢; : cokerd;;; — cokerd;,, tal que ¢;m; = .
Pero entonces m.o; A = ¢;mA = 0, y las propiedades del nicleo garantizan la
existencia de un tnico morfismo fq : Im ;11 — Imd;; tal que auA = X' f; 1.

Si factorizamos A como la composiciéon de las dos inyecciones candnicas

q:Imd; 1 — kerd; v k : ker §; — M;, hacemos lo mismo con ), y tenemos
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en cuenta ahora el diagrama conmutativo

z+1
z+1 Mi—l
k /
Qi+l Im 5Z+1 *> ker (5 Qi—1
fit1
! 8!
i+1 i
Ny N; N

)\/
& i1 K

/ !

observamos que d.o;k = «;_16;k = 0, por lo que existe, segun la Propiedad
Universal del Nicleo, un unico homomorfismo g; : kerd; — kerd, tal que

k'g; = a;k. Componiendo con ¢ obtenemos
K'giq = aibqg = ash = N fix1 = K¢ fira.

Como k' es un monomorfismo concluimos que g;q = ¢ fi,1, es decir, el dia-
grama
Im 6; 41 —— ker §; — H;(M)

fi+1l Qil

Im(s;+1 Tkerég H}[’L(./\[)

es conmutativo. Por tanto, si aplicamos de nuevo la Propiedad Universal del
Contcleo encontramos el morfismo que andabamos buscando y que llamare-
mos H,(«a).

Un hecho fundamental en la definicion de estos morfismos entre las homo-
logias es que tienen caracter funtorial, es decir, si «, # son dos morfismos de
complejos, entonces H;(af) = H;(a)H;(B) Vi, y H;(id) = id Vi. La razén de

este cardcter funtorial se debe a la unicidad de todos los morfismos (a causa
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de que provienen de propiedades universales) que intervienen en la obten-
cién del morfismo entre las homologias que hemos explicado en los parrafos
anteriores. Esta unicidad hace ademas que los funtores H,, sean aditivos, es
decir, H,(f +g) = H,(f) + Ha(9).

Por otro lado, existe una manera de relacionar los morfismos de complejos
en funciéon de como se comportan los morfismos inducidos por éstos en los

objetos de homologia. Hablamos de la relacion de homotopfia.
Definicién 2.1.3. Si

C: ~~-—>C’220154005#C,1—>-~

SR IREI e A o B Yo/ R Wo A R

son dos complejos y a, 8 : C — C' son dos morfismos de complejos, se dice
que o y B son homotdpicos si para cada entero n existe un morfismo s, :

Cn — C) 4 tal que oy, — By, = 6,150 + Sp—10p.

Proposicién 2.1.4. Si f,g : C — C' son dos morfismos homotdpicos de

complejos, entonces para todo entero n se tiene que H,(f) = H,(g).

Demostracion. Partimos de la situacion

62 01 do

02 C11 CO O -1

I

! ! ! /
C’2 C’1 5 0 CVl

’ / —
1 60

3
con fn — gn = 0,1 15p + Sp—10, Vn.

Entonces H,(f — g) = H,n(0,,,15n + Sp—105), €l morfismo inducido en la
homologia por §), s, + sp—10, : kerd, — kerd,,. Pero s,_10,|ker(d,) = 0 e

Im(9,,,15,) < Im(d},), asi que H, (9,15 + Sp—16n) = 0.
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Por tanto H,(f) — Hn,(9) = H.(f —g) =0 n

En el desarrollo del dlgebra homoldgica existen varias herramientas que
resultan totalmente fundamentales. Destacamos dos de estas herramientas,
que vamos a presentar a continuacién: el Lema de la Serpiente y la sucesién

exacta larga de homologia.

Proposicién 2.1.5. (Lema de la Serpiente)

Asociado a cualquier diagrama conmutativo

en el que las filas son exactas, existe una sucesion exacta
ker a — ker b — ker ¢ — coker a — coker b — coker c.

Si ademds f es un monomorfismo entonces ker a — ker b también lo es, y si

g es un epimorfismo entonces coker b — coker ¢ también lo es.

Demostraciéon. Si k; : K; — A eselnicleode ay kg : Ko — B es el ntcleo
de b, como bfk, = f'ak; = 0, existe un unico morfismo 7 . K1 — K5 tal que

kof = fki. Repetimos el mismo argumento con K, y K3 y el argumento dual
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para los conticleos, y conseguimos el diagrama conmutativo

0 0 0
KK, — 7 K,
k1 ko k3
Al.p 2.0 0
’ b .
0 A B = "
q1 q2 q3
Ql - Q2 - Qs
0 0 0

Comprobemos que la fila superior del diagrama es exacta.

Evidentemente ksgf = gfk, = 0, y como ks es un monomorfismo con-
cluimos que Im f < kerg.

El reciproco resulta algo méas complicado. Consideramos los ntcleos X' :
kerg — Ky y A : kerg — B. Como la segunda fila del diagrama es exacta
vemos que f factoriza a través de A, es decir, f = Afo (fo: A = Im f =
ker g). Ahora, gkoN = ksg\' = 0, por lo que obtenemos un tunico morfismo
h : kerg — kerg tal que ko' = Ah. Vemos pues que h es de hecho un
monomorfismo. Si calculamos el pullback de h y fy obtenemos un diagrama
conmutativo

0 0
.
P—Lkerg 0
|
A i ker g 0
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Entonces fm = Afom = Ahl = ko NI, con lo cual, f'am = bfm = bko Nl =
0, asi que am = 0 ya que f’ es un monomorfismo. Pero entonces m factoriza
por kera = K, es decir, existe s : P — K tal que k;s = m. El morfismo fs :
P — K, verifica que kg?S = fk1s = fm = k1N, y ko es un monomorfismo,
por lo tanto fs = M.

La conclusién es que Im fs = Im X1. Pero [ es un epimorfismo asi que
tenemos Im Xl = Im ) = kerg. Ahora, no es dificil ver que Im fs es un
subobjeto de Im f, asf que llegamos, como querfamos, a que kerg < Im f, y

por tanto a que la primera fila del diagrama es exacta.

Mediante argumentos completamente duales probaremos ahora la exacti-

tud de la tultima fila del diagrama.

~7 _ T =) o~ ~ ~
o e |} 5 =0= ] <kt

Para probar el reciproco consideramos la descomposicién épico-moénica de
g', que dado que la tercera fila del diagrama es exacta, resulta ser

!

B’ . C’

coker f’

Ademas tenemos el diagrama conmutativo

Ql f QQ J QS

SNoA

coker J/C\

en el que \ existe por las propiedades del conticleo.

Entonces, pgaf = ﬁfql = 0, y asi existe h : coker f’ — cokerftal que
hp' = pgo.
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Construimos ahora el pushout de A y h, obteniendo el diagrama conmu-
tativo
0 — coker f’ .ol
Tk
0 —— coker fl—> P

|

0 0
Tenemos: mg’ = mAp' = lhp' = Ipga = mcg = mg'b = Ipgb = 0. De
nuevo, como ¢ es un epimorfismo concluimos que mec = 0 y por lo tanto que
existe un morfismo s : Q3 — P tal que sq3 = m.

Consideramos entonces sg : Qo — P:
5992 = sq3g' = mg' = Ipgs = sg = Ip = ker sg = ker [p.

Pero | es un monomorfismo asi que kerlp = kerp = Imf. En definitiva,

Im f: ker sg, y por supuesto ker g < ker sg.

., 5
Construyamos ahora el morfismo de conexién K3 — ()1, y para ello con-

sideremos el pullback y el pushout de los morfismos k3 y g,y f' v ¢ respec-
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tivamente. Obtenemos el diagrama conmutativo

0 0

0 E—<-p-t. K, 0
q \Lkg
B——>(C——=0

0—>@Q——~T——=D—=0
0 0

en el que, como p es épica, es el conticleo de su nticleo, es decir, p = cokere,
y de forma dual t = kerd.

Si probaramos que rbge = 0 entonces la Propiedad Universal del Contcleo
proporcionaria un uinico morfismo ¢, : K3 — T tal que rbg = d,p. Si ademas
supiéramos que drbg = 0 entonces dd;p = 0 y como p es un epimorfismo
dd; = 0. Por la Propiedad Universal del Nicleo existiria un tinico ¢ : K3 — ()1
tal que td = 6, y por lo tanto tdp = d1p = rbq.

En definitiva tendriamos un morfismo § : K3 — (@1 que conectaria la
sucesion de nucleos y la de conticleos. ¢ seria el candidato a morfismo de
conexién. Pero para que todo esto funcione todavia necesitamos demostrar
que rbge = 0 y que drbg = 0.

En primer lugar observamos que gge = kspe = 0, asi que ge factoriza a
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través de ker g. Entonces no es dificil comprobar que los pullbacks

L-'-F
m qge

L——F

e

A*f>kerg

son realmente el mismo. Por lo tanto, ya que ker g = Im f, obtenemos que [
es un epimorfismo.

Ahora, como rbgel = rbfm = rf'am = tquam = 0, y esto significa, ya
que [ es un epimorfismo, que rbge = 0.

De forma totalmente dual se prueba que también drbq = 0.

Para comprobar que la sucesion
Jj g 7 g
Ky = Ky = K3 = Q1= Q2 = Q3

es exacta sélo necesitamos comprobar la exactitud en los puntos K3 y @1,
pues el resto ya lo hemos hecho.

Al igual que cuando probamos la exactitud en K5 y en (02, la demostracion
de la exactitud en ()1 es completamente dual a la de la exactitud en K3, por

lo que sdlo expondremos ésta ultima.

ker § <Im7g) Llamemos h : K3 — H al conucleo de g y construyamos el
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pushout de k3 y h:
0 0

L,

Ky~ H—+0

C—M—>0

Después construimos el pushout

B M

S

m

BIH/'N

@

Como pgks = mhg = 0 obtenemos que g factoriza por coker ks:

B il M
N

coker ko

Entonces es facil observar que el ultimo pushout construido y

coker ko M

| |

B’ N

/

@

son realmente el mismo pushout (b = bpy, es la factorizaciéon épico-ménica de
b). Por tanto vemos que m’ es un monomorfismo.

Ahora, ¢'f'a = 'bf =m'pgf =0, con lo cual ¢’ f’ factoriza por coker a:

A 2 N

coker ko
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Cuando definimos ¢ construimos el pushout

A/ fH/ B/

J )

Ql?T

y ahora tenemos dos morfismos n : Q1 — N y ¢’ : B’ — N tales que
ng; = ¢’ f'. Las propiedades del conticleo dicen que existe un tinico morfismo
E:T—> Ntalquelt=nyér=¢.

Recordemos ademas que ¢ es tal que top = rbq, luego nop = Etop =
&rbg = ©'bq = m'ogq = m’ pksp = m'mhp. Pero p es un epimorfismo, asi que
nd = m'mh.

Por lo tanto ker nd = ker m'mh. Ahora bien, como m’ y m son monomor-
fismos, ker m'mh = ker h, y por otro lado ker § < ker nd. Ademaés, h = coker g

por lo que ker h = Img. Es decir, acabamos de probar que kerd < Im7g.

Img < kerd) Al definir 6 construimos el pullback

P K,

q ik‘g

B——C
y desde el principio sabemos que g : Ky — K3y ky : Ko — B verifican
gko = k3g. Por tanto existe un tnico u : Ky — P tal que ks = qu y pu=7.
Entonces

g =pu= 6g = opu = tdg = topu = rbqu = rbks = 0.

Como t es un monomorfismo vemos que dg = 0.

La ultima parte de la demostracién es inmediata: si f es un monomorfismo

(¢ es un epimorfismo) entonces fk; = kof es un monomorfismo (g9’ =
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gq2 es un epimorfismo), por lo que el primer morfismo, es decir, f es un

monomorfismo (el segundo morfismo, es decir g es un epimorfismo). ]

Teorema 2.1.6. 510 — A N VEEN C — 0 es una sucesion exacta corta
de complejos en la categoria C(<f), entonces existe una sucesion exacta en
o Ho(A) ™0 g ooy ™9 g0y 2 om, o A) " gy T
H, 1(C) en la que los morfismos §,, se llaman morfismos de conezion. A la

sucesion exacta
s H(A) Y o) Y o) 2 Hy (A Y H () -

se le llama sucesion exacta larga de homologia.

Demostracion. Dado cualquier complejo X, la conmutatividad del diagra-

ma
0 0
00— B,(X) 2> Z,(X)
kn
X, X,
Pn Tn
X, X,
B, (X) Zn(X)
0 0

(en donde «, y k;, son las inclusiones y p, y 7, las proyecciones) permite

aplicar la Propiedad Universal del Conticleo y asi encontrar un tnico morfis-

X X
mo vy, : "~ _ que completa el diagrama de forma conmutativa.

Bu(X)  Zn(X)

Ademads, como 7,id es un epimorfismo, -, también lo es.
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Por otro lado, como la categoria &7 es abeliana, tenemos un isomorfismo
Xn

Zn(X)

B, 1(X) — Z,_1(X) obtenemos otro morfismo

= B,,—1(X), por lo que componiendo 7, con el monomorfismo «,,_ :

B.(X) — Zn1(X) cuyo

ntcleo coincide con el de 7,.

Ahora bien, el Primer Teorema de Isomorfia de Noether prueba que

Xo/By(X)  Xa

Zn(X)/Bu(X) — Zn(X)’

asi que siempre disponemos del siguiente diagrama conmutativo con filas y

columnas exactas:

Xn

Tn

Xn Xn
Zn(X) Zn(X)

b

que demuestra que el nicleo de 7,, y por tanto de o, 17,, es H,(X) —
Xn

B (X)

. De esta forma hemos encontrado una sucesion exacta

X

0— H,(X) — B.(X) —"Z,

Pero Im(a,,—17,) = Im(c,,—1) porque 7, es épica, asi que coker(a,_17,) =
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Zn—l (X)
Im(a,—1)

H,_1(X). Por tanto la siguiente sucesion es exacta:

0— Hy(X) >

B.(X) — Zn1(X) = H,1(X) — 0.

Ahora, dado que
0=ALMESC0

es una sucesion exacta de complejos, para todo entero n existe un diagrama

conmutativo con filas exactas

0 A I o 0

o e e

0—=Ap 1 ——>M,_ Ch1 0
fn 1

1 In—1

El Lema de la Serpiente proporciona entonces una sucesion exacta

0= Z,(A) I3 Z,(M) B 7,(C)

que permite construir el siguiente diagrama con filas y columnas exactas:
0 0 0

|

| |
A4) H, (M) H,(C)
| |

Hn
B.(4) B,(M) B.(C)
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Si lograramos construir una sucesién exacta

A, M, C,
Bo(A)  Bu(M)  B,(C)

— 0, (2.1)
el Lema de la Serpiente proporcionaria la sucesién exacta
H,(A) - H,(M) - H,(C) - H,-1(A) - H,_1(M) — H,_1(C)

que buscabamos.

Para construir la sucesién 2.1 tendremos en cuenta que coker(éfﬂ) =

3 84) Vn, y lo mismo ocurre con M y C', por lo que disponemos del siguiente

diagrama conmutativo con filas y columnas exactas:

0 Anta fnis My 1 SLLALI Cpy1 —0
s:fﬂl mll lao
0 A, — I onm, ., 0
P pM l pS
A, M, C,
B.(A)  B.M) B0

(
S

Mg §SA  _  MgSM _ , : ‘s
Ahora, py’ [0 = Py Ont1fasr = 0, asi que existe un tnico morfismo

M
b 5 84) 5 (]7\‘4) tal que hnp, = py' fo (va que p; = coker(d;},)).

Por la misma razoén existen un tinico morfismo t,, :

M,
B,(M) = B,(C)
que t,pM = pg,.

Ademss, como pCg, es un epimorfismo, t,, también lo es.

Por lo tanto ya tenemos la sucesion

Av hy My W G
Bu(4) " Bu(M) " Bu(C)
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y sélo resta demostrar la exactitud en . Probaremos pues que t, =

B, ()

coker(hy,).
Supongamos pues la situacion
0 An+1 In1 Mn+1 In+1 Cn+1 O
o | Js%
fn gn
0 A, M, Ch 0
P o ps
An hn Mn On 0
B,.(A) B, (M) fn B,(C)
LT
0 0 X 0

oh, = 0= opMf, = ph,p? = 0. Como g,, = coker(f,) existe un tnico

£:C, — X tal que &g, = gopnM. Entonces fégﬂgnﬂ = é“gné%rl = cppf‘féﬁl =

0, y como g, es un epimorfismo obtenemos que £6¢ 1 = 0. Pero p¢ =
B,(C)
cual ¢pSg, = £gn = epM v ademds ¢pSg, = ¢t,pM. En definitiva ¢t,p? =

coker(69, ;) asi que existe un tinico ¢ : — X tal que ¢p¢ = £, con lo

opM | es decir, ¢t,, = o porque pM es un epimorfismo. [ ]

2.2. Introduccién al Algebra Homolégica Re-
lativa

Una de las herramientas que utilizaron Cartan y Eilenbergh para el desa-
rrollo de la teoria de (co)homologia en las categorias de mddulos fue el uso
de las resoluciones proyectivas e inyectivas, y la razéon por la que éstas son
utiles es que hacen que se verifique le Teorema de Comparacién. En nuestras
categorias no tenemos estas herramientas porque en general no tenemos ob-

jetos proyectivos ni objetos inyectivos. Por tanto se hace necesario encontrar
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na generalizacion de estos conceptos que no posean las propiedades de los
proyectivos y de los inyectivos. El primero que observé este hecho y que dio
la generalizacién pertinente fue Edgar Enochs en 1981 ([6]). Hablamos de las

Z -resoluciones.

Definicién 2.2.1. Sea 2 wuna subcategoria de una categoria abeliana <,

diremos que un complejo
e A Ay AY A —

en o/ es Hom(Z , —)-exacto (Hom(—, Z")-exacto) si para todo X € X el

complejo
-+ — Hom(X, A1) — Hom(X, Ag) — Hom(X, A°) — Hom(X, A') — ---

(---— Hom(A', X) — Hom(A°, X) — Hom(Ag, X) — Hom(A;, X) — ---)

es una sucesion exacta de grupos abelianos.

Si X es un objeto de una subcategoria 2, el hecho de la sucesién X —
A — 0 sea Hom(Z, —)-exacta significa, ni méas ni menos, que X — A es
una X-precubierta en el sentido de Enochs ([6]). Las precubiertas son cons-
trucciones que emulan en cierto modo las propiedades que tienen los objetos
proyectivos, que tan escasos son en el ambito categorico. El concepto dual es
el de preenvolvente, que hace lo propio respecto a los objetos inyectivos.

Pero existen ademés las cubiertas y las envolventes (también aparecieron
en [6]), que no son sino precubiertas o preenvolventes con una propiedad adi-
cional. Estos conceptos generalizan los ya existentes en la homologia clésica
en las categorias de moédulos de cubierta proyectiva y envolvente inyectiva.

Demos pues estos conceptos de los que estamos hablando.
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Definicién 2.2.2. Si 2 es una subcategoria de o/ y A es un objeto de <,
una A -precubierta de A es un morfismo f: X — A con X en Z, de forma
que la sucesion X LA 50 es Hom (X%, —)-exacta. En otras palabras, para

cada objeto X' de X~ y cada morfismo X' — A, el diagrama

puede ser completado de manera conmutativa.
f:X — A es una X -cubierta de A si ademds de ser una precubierta
verifica la siguiente propiedad: cualquier morfismo que complete conmutati-

vamente el diagrama
X

f
k*>A
X 7

s
v
Ve

es un automorfismo.
Los conceptos duales son los de (pre)envolvente.

Definicién 2.2.3. Si 2" es una subcategoria de o/ y A es un objeto de <,
una A -preenvolvente de A es un morfismo f : A — X con X en 2, de
forma que la sucesion 0 — A L X es Hom(—, 2, )-ezacta, o lo que es lo

mismo, el diagrama

A*f>

"
X/
puede ser completado conmutativa para todo objeto X' de 2™ y todo morfismo

A— X,
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f es una 2 -envolvente ademdas cualquier morfismo que complete conmu-
tativamente el diagrama
A-1ox
7/
e

¥

X

es un automorfismo.

Si A es un objeto de o/ que posee una Z -precubierta fy : Xg = Ay
llamamos K, = ker fy, la sucesiéon 0 — Ky — Xg — A — 0 es Hom(Z", —)-
exacta. Si Ky también posee una % -precubierta f; : X; — Ky y llamamos
K, = ker fi, obtenemos otra sucesion Hom (2", —)-exacta 0 — K; — X; —
Ky — 0. Pegando ambas sucesiones obtenemos otra sucesion, 0 — K; —
X; = Xo = A — 0 que también es Hom(Z", —)-exacta.

Si pudiéramos continuar este proceso (porque todos los nicleos que vamos

calculando tuvieran 2 -precubiertas) obtendriamos una sucesion
Xy =Xy =2 X1 2 Xg > A= 0

que serfa Hom(.Z", —)-exacta y no necesariamente exacta (salvo que las 2Z'-
precubiertas fueran epimorfismos).

Estas sucesiones Hom (2", —)-exactas son las que cumplen el ingrediente
que se necesita para que se verifique el Teorema de Comparacién, como ve-
remos a continuacion, y que basicamente dice que si elegimos dos sucesiones
Hom(.Z", —)-exactas de un mismo objeto A, ambas sucesiones son homotépi-
cas y por lo tanto la cohomologia que resulta de ellas es la misma.

Por supuesto, si en lugar de precubiertas construimos preenvolventes ob-
tenemos sucesiones Hom(—, 2")-exactas que van hacia la derecha y que tam-

bién verifican el Teorema de Comparacion.
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Antes de demostrar el Teorema de Comparacién daremos nombre a este

tipo de sucesiones Hom-exactas.

Definicién 2.2.4. Sea 2 wuna subcategoria de una categoria abeliana <7 .

Una Z -resolucion de un objeto A de o es un complejo Hom(Z , —)-exacto
= X =2 X2 A—0

(no necesariamente exacto) con X; € 2. Si el complejo es exacto, diremos
que es una X -resolucion exacta de A.

Una Z -corresolucion de un objeto A de </ es un complejo Hom(—, Z7)-
exacto

0—A—X"— X! — ...

(no necesariamente exacto) con X" € Z . Si el complejo es exacto, diremos
que es una A -corresolucion exacta de A.

Al complejo obtenido a partir de una resolucion (corresolucion) eliminan-
do el ultimo (primer) término de la sucesion se le llama complejo reducido.

En nuestro caso, el complejo reducido de la X -resolucion de A es
= Xy = Xg— 0,

y el de la X -corresolucion de A es
0— X% = X ...

A la subcategoria plena formada por todos los objetos de &7 que admitan
2 -resoluciones (2 -corresoluciones) la llamaremos res(.2") (cores(:Z")) y no-
taremos por tes(2) (cores(27)) a la subcategorfa plena formada por todos
los objetos de &7 que admitan 2 -resoluciones exactas (£ -corresoluciones

exactas).
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Teorema 2.2.5. (Teorema de Comparacién)
Sz'---—>X1f#XogA%Oy---%X{g#X()g#A%Osondos
2 -resoluciones de A entonces existe un homomorfismo entre los complejos
reducidos que es unico salvo homotopia.

Dualmente, si0 —+ A — X° =+ X! ... g0 =+ A — X0 5 X1 - ...
son dos A -corresoluciones de A entonces existe un homomorfismo entre los

complejos reducidos que es unico salvo homotopia.

Demostracion. Los argumentos para demostrar los dos enunciados el teo-
rema son totalmente duales, por lo que sélo demostraremos uno de ellos.

Partimos pues el diagrama

X, f2 X, fi X, fo A 0
Xy == X1 5> Xy 5= A—=0

La Hom(Z", —)-exactitud del complejo inferior proporciona un morfismo

ap : Py = P} que hace conmutativo el diagrama

X, f2 X, fi X, fo A 0
[
Xé g2 X{ g1 X(/J g0 A 0

Ahora, el complejo Hom(X7, X}) & Hom(X,, X}) %% Hom(X,, A) — 0
vuelve a ser exacto, y apfi € Hom (X7, X{) es tal que go.(aof1) = goofi =
fofi =0, por lo que existe oy € Hom(X7, X7) tal que apf; = g1y, es decir,

completamos conmutativamente otro cuadrado del diagrama anterior:

X, f2 X, fi X, fo A 0
of e
Xé g2 X{ g1 X(/J g0 A 0
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Repetimos este proceso para cada n y obtenemos el homomorfismo de
complejos que buscabamos.

Si tenemos dos homomorfismos de complejos, por ejemplo a y £, podemos
hacer lo siguiente: goag = fo = gofo = go(co — Bo) = 0. Por tanto tenemos
ap — By € Hom(Xp, X)) de forma que go.(cg — Bp) = 0. Como el complejo
Hom (X, X}) & Hom(Xo, X§) 2% Hom(X,, A) — 0 es exacto, encontramos
so : Xo — X tal que g1 = ap — By y tenemos la primera parte de la

homotopia.

s
az—ﬁzl a1—51i SO/ g J/QO_BO

2
X} X! X} 0

g2 91

Ahora, oy — 81 — sof1 € Hom(X7, X7) es tal que

gi(an — B —s0f1) = aof1 — Bofi — g180f1 = aofi — Bofr — (a0 — Bo) f1 = 0,
asi que otra vez existe s; € Hom(Xy, X}) tal que g2s1 = oy — 1 — Sof1, €s
decir, oy — 81 = g251 — Sof1, v tenemos la segunda parte de la homotopia

f2 f1

Xo X4 Xo 0
S1 4 S0 Va d
ar—B2| ol P ao—PBo
¥ »
X} =X 1 a7 X} 0

Repitiendo este argumento obtenemos todas las partes de la homotopia.

Corolario 2.2.6. Sz’X:-~-—>X1f$Xof4A—>OyX’:--~—>X{ QX(’)Q#
A — 0 son dos X -resoluciones de A entonces los objetos de cohomologia de

ambas son isomorfos..
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Dualmente, si0 — A — X° - X' ... y0 - A — X0 - Xt -
- son dos 2 -corresoluciones de A entonces los objetos de cohomologia de

ambas son isomorfos.

Demostracion. El Teorema de Comparacién proporciona dos morfismos de
complejos o : X — X'y f: X' — X y también asegura que af e idxs son
morfismos homotépicos. Por tanto podemos aplicar la Proposicién 2.1.4 y
obtenemos que H,(a)H,(8) = H,(aB) = H,(idx = idg, x1).-

Por el mismo argumento H,(3)H, (o) = H,(Ba) = H,(idx) = idm, x),
con lo cual H,(8) = H,(a)™L. n

Definicién 2.2.7. Sea 2" una subcategoria de una categoria abeliana 7. La
subcategoria ortogonal a derecha (a izquierda) de 2, que notaremos por 2™+
(), es la subcategoria plena formada por todos los objetos Y de o tales
que Ext'(X,Y) =0 (Ext'(Y, X) = 0) para todo X € 2 y todo i > 0.

Diremos que 2 es auto-ortogonal si Ext'(X, X") = 0 para todo X, X' €
2 ytodoi >0, 0lo que es lo mismo, si X+ =2 =% .

Si 2 e % son dos subcategorfas de o/ que verifican que 2~ C %,
entonces Ext=!(X,Y) =0VX € 2°,VY € %, es decir, % C 2 +. Por tanto

vemos que la condiciéon 2~ C +% es equivalente a la condicién % C 2.

Los siguientes cuatro resultados hacen en parte referencia a unas pro-
piedades bien conocidas de los pushouts y de los pullbacks que permiten la
construccién de unos diagramas conmutativos con filas y columnas exactas
que se especifican en los correspondientes enunciados. Decimos que hacen re-
ferencia en parte a estas conocidas propiedades porque nosotros probaremos
ademas que si las sucesiones de partida son Hom-exactas entonces las filas

y columnas resultantes en el diagrama conmutativo también lo son, hecho
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que necesitaremos mas adelante en nuestro trabajo. No conocemos que esta
ultima parte haya sido comentada con anterioridad en la literatura y por eso

damos la demostracién completa de los resultados.

Lema 2.2.8. Sean 0 - A - B - (C - 0y0 - B - D - EF —
0 sucesiones exactas en una categoria abeliana <. Entonces, tomando el
pushout ' € Ob(«/) de B — C y B — D, se puede construir el siguiente

diagrama conmutativo con filas y columnas exactas

0 0 (2.2)

Ademds, si " es una una subcategoria de o7 tal que) — A — B — C' —
0y0—B— D — E — 0 son Hom(—, Z")-ezactas (Hom(Z", —)-ezactas),
se tiene que todas las filas y columnas del diagrama son Hom(—, Z")-ezactas

(Hom(Z, —)-exactas).

Demostracién. Dadas las sucesiones exactas 0 — A & B % ¢ — 0 y

39



0-B3DEES0en </, tomamos el pushout de g y «a, (F, k1, K2):

0
f g
0 A B C 0
|
« | K1
Y
D-->F
K2
B
FE
0

Las propiedades del pushout (véase por ejemplo [20, Proposition 5.1 y
pégina 92]) nos dicen que como « es monomorfismo entonces k; es mono-
morfismo, que como g es epimorfismo entonces ko es epimorfismo y que como
g es el contucleo de f, entonces ks es el conticleo de af.

Si tomamos el morfismo 0 : C' — E, tenemos que 0 = 0g = S« y entonces

existe una unica A : F' — E tal que Ak; = 0y Aky = f3, es decir,

0 0 (2.3)
0 A-Ll.p 9. ¢ 0
0 A D F 0
af K2
B A
EF———F
0

es un diagrama conmutativo con las dos filas y la columna central exactas.

Ademas, como [ = Aks es un epimorfismo, A es epimorfismo.
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Falta ver que A es el conticleo de ;.

Si ¢ : FF — G es tal que ¢k = 0 entonces ¢r1g = ¢roax = 0, con
lo cual (ya que ( es el conicleo de «) existe un tnico ¢ : F — G tal
que ¢ry = B = YAKg, luego ¢ = A por ser ko epimorfismo. Es decir,
A = coker(ky).

Ahora, si 2" es una subcategoria de &7 tal que las sucesiones exactas
0—>A—-B—-C—-0y0—B—D— E — 0son Hom(—, Z")-exactas,
tomamos X € 2"y aplicamos Hom(—, X)) al diagrama (2.2), y nos queda el

siguiente diagrama conmutativo con filas y columnas exactas:

Hom(FE, X) =—=Hom(F, X)

0 — Hom(F, X) — Hom(D, X) — Hom(A4, X)

0 —— Hom(C, X) —— Hom(B, X) —= Hom(A4, X) —=0

0

Hom(D, X) — Hom(A, X) es un epimorfismo porque es composicién de
epimorfismos, y aplicando el Lema de la Serpiente se tiene que Hom(F, X) —
Hom(C, X)) tiene contcleo cero, es decir, es epimorfismo.

Por 1ltimo, si 2" es una subcategoria de &7 tal que las sucesiones exactas
0>A—-B—-C—-0y0—B—D— E — 0son Hom(2", —)-exactas,
tomamos X € 2 y aplicamos Hom(X, —) al diagrama (2.2), y nos queda el
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siguiente diagrama conmutativo con filas y columnas exactas:

0 —— Hom(X, A) —*~ Hom(

0 — Hom(X, A) ——= Hom

(aef)s
B

Hom(

(X, D) T%> Hom(

X,0) —=0
R1x

X, F)

X, FE)=—=Hom(X, F)

0

Como [, = Aika. es epimorfismo

entonces A, es epimorfismo. Para ver

que Koy es epimorfismo tomamos C’ el conticleo de ko, v aplicamos el Lema

de la Serpiente al diagrama

0
Hom(
X, B) — Hom(

0 — Hom(

0 — Hom(X, C') — Hom(

0

Obtenemos la sucesién exacta

X, A

X, D

Y

) — Hom(X,E) —0

X, F)——=Hom(X, E)

C’/

0 — Hom(X,A) - Hom(X,4) - 0—->0—=C"—0

que demuestra que C' = 0 y por tanto que Ko, €s un epimorfismo.

4
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Lema 2.2.9. Sean 0 - A - B - C - 0y0 > A - D — E = 0
sucesiones exactas en una categoria abeliana <. Tomando el pushout F de

A — By A— D se puede construir el siguiente diagrama conmutativo con

filas y columnas exactas

0 0 (2.4)

Ademds, si 2 es una subcategoria de </ tal que )0 - A — B — C — 0
y0—> A — D — E — 0 son Hom(Z", —)-ezactas (Hom(—, Z")-exactas),

entonces todas las filas y columnas del diagrama son Hom(Z, —)-exactas

(Hom(—, Z")-exactas).

Demostracién. Dadas las sucesiones exactas 0 — A & B % ¢ = 0 y
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0-A3DAE S 0en </, tomamos el pushout de f y a, (F, k1, K2):

0
f g
0 A B C 0
|
[ | K1
Y
D_/$_2>F
B
E
0

Como f es monomorfismo entonces ko es monomorfismo y como « es mono-
morfismo entonces k; es monomorfismo (véase [20, Proposition 5.1 and page
92]). Ahora tomamos 0 : D — C'y como 0 = 0w = gf entonces existe una
Unica A : F' — C tal que Ako = 0 y Ak; = ¢g. De la misma forma tomamos
0: B — Eycomo 0f = fa existe una unica v : F' — E tal que vk; =0y

vko = 3. Es decir, tenemos el siguiente diagrama conmutativo.

0 0 (2.5)
0 A-L.p*. ¢ 0
0 D F C 0
K2 A
B v
E—F
0 0

Como g = Ak es epimorfismo entonces A es epimorfismo y como = vks

es epimorfismo entonces v es epimorfismo. Sélo resta demostrar que v es
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el conucleo de k1 y que A es el contcleo de ky. Ambas demostraciones se
hacen de la misma forma por lo que solo haremos la prueba de la primera

afirmacién. Para ello sea pu: F' — L tal que ux; =0

0 0

Tenemos pues que 0 = puryf = prear y por tanto que existe un tnico
p: E — L tal que ¢ = uks ya que 8 = coker a.

Por otro lado observamos que pfSa = 0 = 0f, asi que, por las propiedades
del pushout, existe un tnico ¢ : F' — L tal que ¢ = ¢ry vy 0 = ¢ry. Pero
wv: F — Lyp:F — Lson dos morfismos que, al igual que ¢, verifican

que:

vy = pff piky =
{gpwﬂle yque{lmlzo

Por tanto, la unicidad de ¢ garantiza que ¢ = pv = pu.

Si existiera otro ¢’ : ' — L tal que ¢'v = p entonces ¢'vky = pko. Pero
ke = @B, asi que tendriamos que @' = uky, y por tanto que ¢’ = ¢
porque ¢ era el unico morfismo tal que B = uke. Deducimos pues que
v = coker K.

Supongamos ahora que 2~ es una subcategoria de 7 tal que las sucesiones

exactas 0 > A - B > C -0y0— A —> D — FE — 0 son también
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Hom(Z", —)-exactas, tomamos X € 2" y aplicamos Hom(X, —) al diagrama
(2.4). Obtenemos el siguiente diagrama conmutativo con filas y columnas

exactas:

0 — Hom(X, A) —*~ Hom(X, B) —%~ Hom(X, C') —=0
0 —Hom(X, D) - Hom(X, F') —— Hom(X, C)
B. ve

Hom(X, F) ——= Hom(X, E)

0

Como g, = A k1, es epimorfismo entonces A, es epimorfismo. Con el mismo
razonamiento se prueba que v, es epimorfismo.

Por 1ltimo, si 2" es una subcategoria de &7 tal que las sucesiones exactas
0—>A—-B—-C—-0y0—A— D — FE — 0son Hom(—, Z")-exactas,

tomamos X € 2 y aplicamos Hom(—, X) al diagrama (2.4), obtenemos el
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siguiente diagrama conmutativo con filas y columnas exactas:

Hom(E, X) == Hom(E, X)
v* B*

0 — Hom(C, X) 2> Hom(F, X) —2> Hom(D, X)

*
K1 a*

0 — Hom(C, X) ?Hom(B,X) ?Hom(A,X) —0

0

Veamos que k] es epimorfismo (que k3 es epimorfismo se comprueba de la
misma forma). Si h € Hom(B, X) entonces f*(h) = hf € Hom(A, X). Como
a* es epimorfismo existe m € Hom(D, X) tal que a*(m) = ma = hf, y como
F es el pushout de o y f existe un tnico p : FF — X (pu € Hom(F, X)) tal
que puky = h'y pry = m. En definitiva tenemos que existe u € Hom(F, X)

tal que k§(u) = h, es decir, K} es un epimorfismo. n

Los dos resultados que acabamos de demostrar tienen sus correspondien-
tes duales relativos a los pullbacks. A continuacién daremos tales dualiza-
ciones sin entrar en las demostraciones toda vez que, como decimos, son

totalmente duales.

Lema 2.2.10. Sean 0 = A —- B —-C —-0y0—-D —- FE —- B — 0 su-
cesiones exactas en una categoria abeliana <f . Entonces tomando el pullback

F de A— B y E — B se puede construir el siguiente diagrama conmutativo
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con filas y columnas exactas

0 0
Ademds, si 2 es una una subcategoria de < tal que 0 > A — B — C — 0
y0— D — E — B — 0 son Hom(—, Z")-ezactas (Hom(Z", —)-exactas),
entonces todas las filas y columnas del diagrama anterior son Hom(—, Z")-

ezactas (Hom (2", —)-ezactas).

Lema 2.2.11. Sean 0 = A —-B —>C —>0y0—-D - E — C — 0 su-
cesiones exactas en una categoria abeliana <7 . Entonces tomando el pullback
F de B— C yE — C se puede construir el siguiente diagrama conmutativo

con filas y columnas exactas




Ademds, si & es una una subcategoria tal que 0 - A — B — C — 0
y0— D — E — C — 0 son Hom(Z", —)-ezactas (Hom(—, Z")-exactas),

entonces todas las filas y columnas del diagrama son Hom (2, —)-exactas

(Hom(—, Z")-exactas).

Lema 2.2.12. Supongamos que el diagrama

0 0 0
A ... Ay A, A, e
Jnt1 Jn fn—1
/ /
B: ... Ban"“ B, dn By —---
In+1 gn In—1
" 1"
C: T Cn+1 s Cn i Cn—l -

0 0 0

es conmutativo, tiene las columnas exactas y las filas son complejos. Si A y

C son exactos entonces B es exacto.

,U//

° 2 (2 v ug
Demostraciéon. Sean A, 3 K, =% A, 1y C, =3 M, = C,_1 las des-
composiciones épico-moénicas de d,, y d! respectivamente, y u! : B, — L, el
’ 12 7 72 _ . ’ . /.
conticleo de d;, ;. Como d;,d;, ; = 0 entonces existe un nico v,, : L, — Bj,_;
tal que v, ul, = d. Ademés, como 0 = d,_1d, = d,_1v,ul, y u,, es epi-

morfismo se tiene que d,_1v,, = 0. Es decir, tenemos el siguiente diagrama
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conmutativo

T An+1 A

. —> Bn+1 BTL Bn—l Bn_g —_ ...

n

) STo | Cijn \ Cnfl Cn72 e
J » o |
0 0" .7\471/L 0 0

Si probamos que v}, es un monomorfismo habremos terminado porque en
ese caso ker d/, = ker(v),u),) = keru/, = Imd],_ ;.

Pero antes de probar que v/, es un monomorfismo necesitamos hacer al-
gunos célculos.

Como u,, fodyi1 = u,d,, i fnr1 = 0 entonces (u, es el contcleo de dy,41)
existe un tunico v, : K, — L, tal que v,u, = v, f,, y como f,_1d, = d, f,
entonces f,_1v,U, = VLU, frn = UL Ynln, luego fn_1v, = vy, (por ser w,
epimorfismo).

De la misma forma, como w,gnd;, ., = und!_  gn+1 = 0 entonces (u, es el
conticleo de d,, , ;) existe una tnica v, : L,, — M, tal que vy, u), = ugn, y como

"

U 1 A " "nar.,,1 !/ "
gn—1d,, = d, g, entonces g, _1v,u, = viu, G, = V.Y, U, luego g,_1v, = vhy,

(por ser u/, epimorfismo).
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Tenemos pues que el siguiente diagrama es conmutativo:

0 0 0 0
J J ! J
T An+1 An An—l An—2 =
un\& vn,
Kn/
|
T Bn+1 B, B Bn_o—
PN
Ly,
%/
= Up4l Cijn \ Cnfl Oan =
| A |
0 0" .7\4n/L 0 0

Ademas, 7/, es un epimorfismo porque 7/, u,, = ! g, que es un epimorfismo,
¥ Yo €s un monomorfismo porque vy, = fn,_1v, que es un monomorfismo.

Veamos que 7/, es el contcleo de 7, es decir, que la sucesion
0— K, 3L, M, —0

es exacta.
Sea u : L, — X tal que wy, = 0. Componiendo con u,, obtenemos que
0 que jry p q
0 = puyau, = pul, fn, asi que como g, es el conucleo de f, existe un tunico
Y Cp, — X tal que vg, = pu;,. Componiendo ahora con d;,_ | obtenemos que
pu,,d, =0, luego 0 = Ygnd;,,, = Yd)  gns1, y cOMO gy es epimorfismo,

d’” ., = 0. Entonces (como u” es el conticleo de d” existe un tnico A :
n+1 n

n+1
M, — X tal que \u!! = . De esta forma uu), = g, = A\ul'g, = M ul,, v
por ser u/, epimorfismo, p = \v),.

Para probar la unicidad de A supongamos que tenemos \ : M, — X tal

que X7y = p. Entonces N ul = pu!, = g, = Ml g, = My, ul,. Pero u, es
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un epimorfismo asi que Ny, = A/, = p. Como A era el tnico morfismo con
esta propiedad deducimos que A = X' y por tanto que 7/, es el contcleo de
Tn-

Con todo lo que acabamos de ver obtenemos un diagrama conmutativo

0 0 0
Un, dn—l
0—— Kn - Anfl - Anf2 -
Tn fnfl fn72
U;z d;Lfl
Ln > Bn—l > Bn 2 >
’Y;L In—1 In—2
vy, s

0 0 0
en el que todas las columnas son exactas, la primera y la tercera filas son
exactas, y la segunda fila es un complejo.

Probemos, ahora si, que v/, es monomorfismo y, como ya explicamos antes,
tendremos que la segunda fila también es exacta.

Sea ¢ : X — L, un morfismo tal que v],¢ = 0. Entonces 0 = g,,_1v},¢ =
vyl @, y como v/ es monomorfismo necesariamente 7/,¢ = 0. Ahora, 7, es
el nicleo de v/, asi que existe un tnico ¢ : X — K, tal que v, = ¢, y
componiendo con v/, tenemos que 0 = v,¢ = v, v, = fn_10np. Por ser f,_4

y v, monomorfismos obtenemos que ¢ = 0, luego ¢ = v, = 0. ]

Lema 2.2.13. Supongamos que el diagrama

0—— An g n—1 T Al o AO 0
lfn ifnl lfl J{fo
OHBnTn'Bn_l ce Bl d BO 0
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es conmutativo y tiene las filas exactas. Consideramos ademdas las inclusiones
Ka, + Ai = Big1 ® Ay y kB, @ Bixn — Biy1 © A; y las proyecciones my, :
Bigjnw® A — Ay y e, @ Biyi @ Ay — Biy. Entonces se verifican las

siguientes afirmaciones.

1. Si f, es un isomorfismo entonces la siguiente sucesion es exacta
® Ap—1 Ay
O-)Anfl—)anl@An,Q—>"‘—>Bl@A0—>BO—>O,

en donde
Y= _kAn_Q(Snfl + an_hfnfl
A; = (_/iAi_z(Sifl + /iBi_lfi,I)ﬂ'Ai_l + /iBi_ldiﬂ'Bi Vi, 1<i<n
Al - fOTrAO + dlﬂ-Bl
2. Si fo es un isomorfismo entonces la siguiente sucesion es exacta

0= A, 28 B @A, 1 2% ... 5 By A 25 B, — 0,

en donde
AnJrl = _HAn,lén + /iann
A; son los del punto anterior Vi, 2 <i<n
p = fima, + do7p,
Demostraciéon. Veamos en primer lugar que la sucesion

X: O%AnﬁBn@An_li—)Bl@AoiBoﬁo

es exacta.

Que es un complejo no tiene mayor dificultad:
Ai—lAi - ((_K/Ai—l(gi + K;Bifi)ﬂ-Ai + ﬁBidi+17TBi+1)

((_HAi(S'H‘l + KB4 fi+1)7rAi+1 + K:Bi+1di+27TBi+2) =
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= K4, 10i0i+1T A, — KB, fi0iy1Ta,, + 0+ 0+
+hpdit1 fir1ma,, + KB div1divaTp,, =
O - HBifi5i+17TAi+1 + K’Bl'fi(si+17TAi+1 + O = O

para todo i € {3,...,n}, y de igual forma se comprueba que A, A, ;1 =0y
que AlAQ =0.

Probemos ahora que para cada ¢ € {1,...,n} la sucesién
KB, (71)2._171-141'_
O —_— BZ i> Bz D Ai—l lAz‘_l O
es exacta.

Sean: B;®A;,_1 — X tal que nrp, = 0 y consideremos ¢ : A;_; — X
dado por ¥ = n(—1)"'k4, ,. Veamos que ¥(—1)"1ma,_, = n:

w(_l)i_lﬂAifl = 77(_1>i_1l{Ai—1(_1)2._17-‘-141'71 =NRA T A =

=NKA_ TA;_, T KB TB, = T’(K;Ai—lTrAi—l + K/Biﬂ-Bi) =
=1lBea,_, =1
Como (—1)""1m4, | es un epimorfismo (es basicamente la proyeccién) 1 es
el tnico que verifica 1(—1)""1m,._, = n. Por tanto (—1)""'m4,_, = coker kp,
y la sucesién es exacta.

El siguiente diagrama tiene pues las dos columnas y la primera y tercera
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filas exactas, y la segunda fila es un complejo:

FBitq kB
A
=B @A ——Bi®A 1 ——-
(_l)iﬂAi (_1)i717rAi,1

A

0 0

Probemos que ademas es conmutativo.

Ai+1/ﬁ;Bi+1 = ((_HAZ',lai + HB»Lf’L>7TAZ + HBidi+17TBi+1)"<‘:Bi+1 = ’K‘:Bid’H»l
asi que el cuadrado superior es conmutativo. Ahora,
(_1)2'717TA¢,1A1'+1 = (_1)i717TAi71((_“A¢716i + K:Bifi)ﬂ-Ai + HBidi+17TBi+1) =

(_1)i71 (_5i)7TAi = 5i(_1>i7rz4i

y por tanto el cuadrado inferior también es conmutativo.

Ahora estamos en condiciones de aplicar el Lema 2.2.12 y asi obtenemos
que X es una sucesién exacta.

Probemos ya las dos afirmaciones del enunciado. Demostraremos sélo el
primer punto, pues el segundo totalmente analogo.

En primer lugar, como f,, es isomorfismo existe f,!. Veamos que el mor-

fismo ¢ : B, ® A,_1 — A,_; dado por ¢ = 6, f, 'mp, + 74, , es el conticleo

n—1
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de An+1:

Ahora, sea h : B, ® A,_1 — Z tal que hA, ;1 = 0. Entonces —hky, 0, +
hkg, frn =0, luego hka, 0, = hkp, f,. Tomando el morfismo 7: A, 1 = Z

dado por 7 = hk 4, , tenemos que

Tgb = hl{An_1 (5nfn_17TBn + 7TAn_1) = h/ﬁjAn_ldnfn_lﬂ'Bn + hI{An_lﬂ'An_l =
= hK/annfTL_len + hK/Anflﬂ—Anfl = h’(K;Bnﬂ-Bn + K/Anflﬂ—Anfl) -

= h]‘Bn@An—l = h

Para probar la unicidad de 7 consideramos 7’ : A,, — Z tal que 7'¢) = h.
Componiendo con k4, , tenemos por un lado que 7'¢k,4, , = 7'y por otro
/ — —
que T'PpKA, , = hKa, , =T.
Ahora, como X es una sucesion exacta tenemos que A, | = coker A, =
ker A,,_1, pongamos que mediante un isomorfismo p. Entonces, llamando

0 =kp (k:kerA, 1 = B,_1® A, es la inclusién) la sucesion

0— Anfl & anl s> An72 AL>_1 Bn72 s> An73 —

es exacta.

Ademas podemos determinar que ¢ = —Ka, ,0n—1+ KB, _, fn—1 DUES
(_I{An—Qén_l_{_/{Bn—lfn_l)gb = (_HAn—QCSn_l+/{Bn—1fn_1)(5nfn_17TBn+7TAn—l) =

-1
- _K;An725n_15nfn 7TBn _K/An726n_17TAn71+
~~

0

—‘I_HBn—lfn—l(snfn_l?TBn + I{Bn_l fn—lﬂ—An_l -

56



-1
= _H’:An—Q(Sn_lﬂ-An—l + K:Bn—ldnfnfn ﬂ-Bn + RBn—lfn_lﬂ-An—l =
- (_ﬂAn725n_1 + K/Bn—lfn_l)ﬂ-Anfl + K;anldnﬂ-Bn - An
|

Es conveniente destacar que, segiin la demostracion del resultado anterior,

incluso si las filas del diagrama conmutativo

0—— An g n—1 T Al o AO 0
lfn ifn1 lfl J{fo
OHBnTn'Bn_l ce B1 d B() 0

no son exactas sino que son simplemente complejos, entonces la sucesion
A An A
X: 0—>An—+;BnEBAn,1—>—>Bl€BAoﬁlBO—>O

sigue siendo un complejo (aunque no exacto). Este hecho se puede generalizar
a cualquier morfismo de complejos: si

Ont1 1) On-1
4>An+1n4>14n4n> n71L>"'

fn+1l lfn J/fnl

v+ ——= By By~ By —
dn+1 dn

es un morfismo de complejos, entonces siempre se puede construir otro com-
plejo de la forma

"'_>Bn+2@An+1AL>HBn+1@AnAL)HBn@An—lﬁ)Bn—l@An—Z_)"'

en el que A, = kg, _,d,p, + (—Ka, ,0n-1 + KB, _fn-1)Ta,_, (Ka, : A, —
Boi1® A, vy kp, : B, = B, ® A,_1 siguen siendo las inclusiones y 74, :
B,1®A, = A,y 7g,,, : But1®A, — B,y siguen siendo las proyecciones).
Este complejo juega un papel muy importante a la hora de hacer calculos he

el algebra homoldgica, y recibe el nombre de mapping cone de f.
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Definicién 2.2.14. Si f es un morfismo de complejos

6n+1 6n énfl
e Ay T 4, g, T

fn-Hl lfn J/fn—l

s Byt = By = By ——

dn+1 dn
al complejo

"'_>Bn+2@An+1AL>+QBn+1@AnAn—>+1Bn@An—lﬂ)Bn—l@An—2_>"'

en el que A, = kg, ,d,mB, + (—Ka, 0n1+ KB, | fn1)Ta,_, V0 (con ka, y
kg, las inclusiones y ma, y mp, las proyecciones) se le llama mapping cone

de f y se denota por M(f). Asi M(f), = B, ® An_1.

Como ya vimos en el resultado anterior y acabamos de comentar, si los

dos complejos son exactos entonces el mapping cone es exacto.

Definicién 2.2.15. Dado un complejo A, se llama suspension n-ésima de
A, y se denota por Aln], al complejo definido como Aln]; = Anis, sAm —

(—1)" 0.

Proposicién 2.2.16. 5i f : A — B es un morfismo de complejos entonces

siempre exriste una sucesion exacta de complejos

0—B— M(f)— A[-1] =0

dada por
KB; TA; 1
0—B,—=DB,® A1 A 0
Demostracién. Véase la demostracion del Lema 2.2.13. ]
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Lema 2.2.17 (Lema de la Herradura). Sea 2 wuna subcategoria de una
categoria abeliana <7, cerrada bajo sumas directas finitas. Si M' y M" tienen
Z -resoluciones exactas y 0 — M' — M — M" — 0 es una sucesion exacta

y Hom (2", —)-exacta, entonces M tiene una 2 -resolucion exacta.

Demostracién. Como M', M" € tes(Z") existen las sucesiones exactas y

Hom(Z, —)-exactas
o X XM =0
= X! = X > M =0

con X/, X! € 2. Considerando K| ;| = Im(X] —» X/ ;) y K", = Im(X/ —

"
X" ,) tenemos

0 0
K} K}
a) af
X Xy
ds Sar
/ s "
0 M 7 M 7 M 0
0 0

en donde A existe de forma que g\ = djj porque la sucesién 0 — M’ — M —
M" — 0 es Hom (%", —)-exacta.

Consideramos entonces la sucesién exacta corta 0 — X} = X, @ X[ 53
X{ — 0y por la Propiedad Universal del Coproducto encontramos un tinico
morfismo dy @ Xy @ X — M tal que doty = fdj y dota = A. Pero como

1171 + 197y = id vemos que
gdo = gdo(i1m1 + i1m2) = gdoirm + gdotams = g fdymi + gdoiams = gdoiams.
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Por tanto gdy = gdyiamy = gAme = djms. Es decir, el diagrama

/ "
KO KO
1"

!
Qo Qo

0—=X) —5 X o X! s Xl —>0

dj) do l / dy

es conmutativo.

Ademaés, como 2  es cerrada bajo sumas directas finitas sabemos que
Xje XleZ.
Ahora llamamos K, = Kerdy y C = Coker dy y consideramos el siguiente

diagrama conmutativo con filas y columnas exactas

0 0 0
K} Ko KY
o) Qg of

d do &
0 M 7 M 7 M" 0
0 C 0
0
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Aplicando el Lema de la Serpiente obtenemos que C' = 0 y que el siguiente

diagrama es conmutativo con filas y columnas exactas

Falta ver que 0 = Ko =+ X( @ X] = M - 0y 0 —= Kj — Ky - K =0
son Hom(.Z", —)-exactas. Para ello, como las sucesiones exactas 0 — K{j —
XM —-0,0K =X ->M —-0y0—X|—>XjeX] > X[ —=0
son Hom(.Z", —)-exactas (ésta ultima por ser escindida), dado un X € 2~
aplicamos Hom (X, —) y tenemos el siguiente diagrama conmutativo con filas

y columnas exactas:

0 — Hom(X, K) Hom(X, Ky) Hom(X, K{J)

0 — Hom(X, X}) — Hom(X, X}, ® X!) — Hom(X, X!) —=0

0 — Hom(X, M") Hom(X, M) Hom(X, M") —0
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Aplicando otra vez el Lema de la Serpiente obtenemos que Hom(X, Kj) —
Hom(X, KJ) y Hom(X, Xj & X{) — Hom(X, M) son epimorfismos como
queriamos.

Pero como la sucesién 0 — K — Ky — Kj — 0 es Hom(%Z", —) exacta
v K|, K € 1es(Z") podemos repetir el argumento e ir construyendo la 2" -

resolucién exacta de M. ]

Por supuesto el dual del Lema de la Herradura también se verifica y su
prueba no requiere ninguna técnica distinta. Por tanto lo enunciamos sin dar

su demostracion.

Lema 2.2.18. Sea % una subcategoria de una categoria abeliana <7, cerrada
bajo sumas directas finitas. St M' y M" tienen % -corresoluciones exactas y
0—> M — M — M" — 0 es una sucesion exacta y Hom(—, % )-ezacta,

entonces M tiene una % -corresolucion ezacta.

Observacién. El Lema de la Herradura se verifica también cuando en lugar
de resoluciones exactas de M’ y M” se tienen simplemente resoluciones de
ambos. Por supuesto la resolucién que se obtiene de M en este caso no sera
tampoco exacta. Una demostracion de esta version del Lema de la Herradura

se puede encontrar por ejemplo en [9, Lemma 8.2.1].

Lema 2.2.19. Sean 2" e % subcategorias de una categoria abeliana </ tales

que % C+2 . Dada la sucesion exacta
0—-A—-X, 1= —=>X1—>Xg—>B—=0
se tiene Ext* (Y, B) = Ext*™(Y, A) para todo Y € ¥

Demostracién. Si K; = Im(X; — X, ;) tenemos la sucesién exacta corta

0>A—=>X,.1 > K, 1 —0,ydado Y € & calculamos la sucesién exacta
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larga asociada a ella por el funtor Hom(Y, —):
0 — Hom(Y, A) — Hom(Y, X,,_;) — Hom(Y, K,,_;) — Ext'(Y, A) —

— Ext™(Y, X,_1) = Ext' (Y, K,_1) — Ext*(Y, A) — Ext*(Y, X,_1) — -
0 —0’_/
o= ExtR(Y, X)) = ExtF(Y, K1) — Ext"(Y, A) —
—_—
— Ext"(Y, X,,_1) = Ext*" N (Y, K, ;) — ---

J

-~

0
luego Ext*(Y, K,_1) = Ext*t}(Y, A) Vk > 1.
Ahora, para cada i, 1 < i < n — 2, tomando la sucesién 0 — K;;; —

X; — K; — 0 hacemos lo mismo y tenemos:
0 — Hom(Y, K;11) — Hom(Y, X;) — Hom(Y, K;) — Ext'(Y, K;\1) —

— BExt' (Y, X;) — Ext!(Y, K;) — Ext*(Y, Kiy1) — Ext*(Y, X;) — - -
T T

o= ExtF(Y, X;) — BExt*(Y, K;) = Ext* (Y, K;yy) —
0

— BExt(Y, X;) = Ext"(Y, K;) — -
N’
0

Entonces
Ext®(Y, K;) = Ext"™ (Y, K;y1) & Ext*™ 7Y, K,_,) = ExtF™7 (Y, A).

Por 1ultimo, calculando la sucesion exacta larga asociada a 0 — K; —

Xy — B — 0 obtenemos
0 — Hom(Y, K1) — Hom(Y, X) — Hom(Y, B) — Ext'(Y, K;) —

— Ext'(Y, Xy) — Ext'(Y, B) — Ext*(Y, K1) — Ext*(Y, Xo) — - -
e e e

0 0
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o= BExt®(Y, Xo) — Extf(Y, B) — Ext*™ (Y, K)) — Ext*™ (Y, X)) — -
0 0
Por tanto

Ext®(Y, B) = Ext"(Y, K}) = Ext*™(Y, A).

Dualmente obtenemos.

Lema 2.2.20. Sean Z e % subcategorias de una categoria abeliana <7 tales

que % C 2°+. Dada la sucesion exacta
0—-A—-X, 1= —=>X1—>Xg—>B—=0

se tiene Ext*™™(B,Y) = Ext*(A,Y) para todo Y € % .

Teorema 2.2.21. Sea 2 una subcategoria de una categoria abeliana <f tal
que Z  es auto-ortogonal, cerrada bajo sumas directas finitas y cerrada bajo

niucleos de epimorfismos. Dadas las siguientes sucesiones exactas

0—-A,—-X 19— =X =>Xg—>M—=>0

0B, - X, ==X >X—>M=0
con X;, X! € X para todo i € {0,1,...,n— 1} se tiene,
A, e & B,eZ.

Demostracion. En primer lugar ponemos nombres a los morfismos

f1 fo

0 A, I x . X, M 0

Xo

0 B, -2~ X! | X2 xp LM 0

64



y llamamos A; = Ker f;_1, B; = Ker g;_1.
Si A, € 2, por el Lema 2.2.19 tenemos que

ExtF(X, A;) =2 Ext"™ (X, A,) =0VX € 2, Vk > 0.
Entonces la sucesién exacta
0—-A,-X 1= —=>Xi—=>Xg—>M—=0

es Hom(Z", —)-exacta. Por tanto existe hg : X}, — X tal que go = foho, es

decir, tenemos el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas;

X! % XM —0
BQ Bl ho
/
All/
L oM 0

. X, X,
\
/ \\ /
2 v1 * ul
Ay A,

Como 0 = gou = fohou y Ay es el nicleo de fy, existe un inico Ay : By — A,
tal que u;\; = houy. Por tanto, como Ext!(X/, Ay) = 0, existe hy : X| — X
tal que vih; = A\jv] y entonces fihy = uvihy = ug Ay = houlv] = hogy, es

decir, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

/ 92 /
X2 Xl
By hi

g1 X(/) g0 M 0

ho

f1 fo

Xo M 0

X, f2 X,
A,
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Repetimos este argumento hasta llegar al siguiente diagrama conmutativo

con filas exactas:

0— B, — X/ _, X M 0
OHAnHanl XO M O

Aplicando ahora el Lema 2.2.13 obtenemos la siguiente sucesion exacta:
0B, A4,0X, =X, 10X, = - =>X1®X,—>Xo—0

en la que todos los objetos salvo B, estan en 2. Como 2 es cerrada bajo
ntcleos de epimorfismos, ker(X; & X — Xy) € 2" y asi también se tiene que

ker(Xo® X| — X189 X() € 2 pues es precisamente el nicleo del epimorfismo
Xo ® X — ker(X; @ X, — Xo).

Repitiendo este argumento vemos que todos los nicleos ker(X; & X! | —
Xi1® X[_,)) € Z para todo i € {2,...,n — 1}. Por tanto también B, =
ker(A, ® X, | > X,.1® X, ,) e Z. n

Dualmente se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.2.22. Sea 2 una subcategoria de una categoria abeliana < tal
que Z  es auto-ortogonal, cerrada bajo sumas directas finitas y cerrada bajo

contcleos de monomorfismos. Dadas las siguientes sucesiones exactas

O-M-=>Xo—=>X; == X,.1 > A4,—0

0>M-—->X,—-X{ ==X |, —B,—0
con X;, X! € 2 para todo i € {0,1,...,n— 1}, se tiene

A, e & B,e 2.
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Capitulo 3

Categorias (2, % )-Gorenstein

En este capitulo es donde vamos a desarrollar las ideas nuevas y propias
que dan lugar a este Trabajo Fin de Master. Muchas de las demostraciones
de los preliminares no han sido obtenidas de ninguna referencia bibliogréfica,
sino que han sido elaboradas por el autor de este Trabajo Din de Méster, pero
todas corresponden a hechos conocidos en el ambito del Algebra Homolégica
y por eso han sido incluidas en la seccion de preliminares. Sin embargo,l
trabajo que se desarrollara a partir de este punto corresponde a ideas que
nos han surgido a nosotros y que sirven para extender algunas construcciones
y teorias que se han venido estudiando en la literatura durante los tltimos

anos por numerosos investigadores.

3.1. Subcategorias (2, % )-Gorenstein

Dedicaremos esta seccién a dar la definicién y las primeras propiedades
de los objetos (27, #)-Gorenstein. Caracterizaremos la “estructura”’de los
objetos (2, % )-Gorenstein y veremos cuando la subcategoria formada por
todos los objetos (2", #)-Gorenstein es cerrada para extensiones, nicleos de

epimorfismos, contcleos de monomorfismos y sumandos directos. También
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estudiaremos cuando las subcategorias 2~ e % estan dentro de ¥ (2", %).
Como se indicé en la introduccion, este hecho es de gran importancia porque
significa que la 9( 2", #')-dimensién siempre serd menor que la 2 -dimensién
y que la #-dimensién y por tanto las 4 (2", #')-dimensiones medirdn mejor

que las 2 -dimensiones y que las %/-dimensiones.

Definicién 3.1.1. Dada una categoria abeliana </ y dos subcategorias X e
%, diremos que un objeto M de o7 es (2", % )-Gorenstein si existe una suce-
sion exacta, Hom (2", —)-ezacta y Hom(—, % )-exacta en <7, de la siguiente
forma

e X Xy oYl syt
con X; € X eY' € X parai >0, tal que M = Im(Xy — Y0).
A la subcategoria plena que contiene los objetos (27, %)-Gorenstein la
notaremos ¥ (2", %).

Si suponemos que las categorias 2 e % contienen al objeto cero enton-
ces Y( 2, %) contiene al objeto cero. Ademds, la subcategoria ¢ (.27, %) es

cerrada bajo isomorfismos.

De la definicion, abusando del lenguaje, se tiene:

L. 2N CYX,Y)

2. (Tes(Z)N#)U (X Necores(%)) CY( X, %)
Esta subcategoria generaliza a muchas ya conocidas:

1. 9(Proj(«), Proj(«/)) = GProj(</) es la subcategoria de los objetos
Gorenstein proyectivos y 4(Znj(«/),Inj(«/)) = GInj(</) es la sub-

categoria de los objetos Gorenstein inyectivos, estudiadas por ejemplo
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en [8]. Més generalmente, dada una subcategoria 2", la subcategoria
G (") se define como la de todos los objetos que son el nicleo de algu-

na diferencial de una 2 -resolucién completa (véase por ejemplo [19]),

coincide con ¥ (2", Z).

2. En la categoria R-Mod, tenemos que la categoria de los médulos Ge-

proyectivos, estudiada por ejemplo en [2], es 4 (Proj(R), Addg(C)).

Proposicién 3.1.2. Sean X e ¥ subcategorias de una categoria abeliana
o tales que 2 C +%. Si M es (2°,%)-Gorenstein entonces, para i > 0,

se tiene
Im(Y' =Y e2t Im(Xiw—X)etw Mc2tn'w
Si ademds X~ e % son auto-ortogonales se tiene
Im(Y" = V) Im(X;1 — X;) € Z4ntw

Demostracién. Como M es (2", % )-Gorenstein entonces existe una suce-

sién exacta, Hom(2", —)-exacta y Hom(—, #')-exacta
e X Xy =Yl syt

con X; € Z eY' € % parai > 0, tal que M = Im(X, — Y"). Llamando
Mi = Im(Xl — Xifl) y M = Im(Y},l — Yl) y MO = M° = M, tene-
mos que las siguientes sucesiones exactas cortas son Hom(.2", —)-exactas y

Hom(—, #)-exactas
0= M —X;— M, —0 0> M Y - M™ 50

Dado X € 27, veamos por ejemplo que Ext™(X, M%) = 0 para i > 0 (de

forma andloga obtendriamos Ext™(M;,Y) = 0 VY € &), consideramos la
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sucesién exacta larga que nos proporciona el funtor Hom(X, —) aplicado a la
sucesion 0 — M* — Y* — Mt — 0
0 — Hom(X, M*) — Hom(X,Y") — Hom(X, M"™) —
— Ext’(X, M") = Ext'(X,Y") — ---
Como 2 C 1+ se tiene que Ext*(X,Y?) = 0y alser 0 - M* = Y —
M+t — 0 Hom(Z, —)-exacta, obtenemos Ext'(X, M?) = 0 para todo i > 0.

Por otro lado, considerando términos superiores de la sucesion anterior,

para 7 > 0;

o= BExt/ (X, Y?) — Ext? (X, M) — Ext/ (X, M") —
0

— Ext/TH(X, V") — Ext/TH X, M) — -
~——_———
0
tenemos que Ext/™' (X, M?) = Ext?(X, M), luego Ext/(X, M?) = 0 para

todot >0y j>1

Para la segunda parte, supongamos que % es auto-ortogonal, entonces
dado Y € &, volviendo a usar el razonamiento anterior aplicando el funtor
Hom(—,Y) a la sucesién 0 — M' — Y — M — 0, tendriamos que

Ext’ (M, Y) = 0. m

Proposicién 3.1.3. Sean & e ¥ subcategorias de una categoria abeliana
o tales que & C T . M es (2 ,%)-Gorenstein si, y solamente si M
admite una Z -resolucion exacta, M admite una % -corresolucion exacta y
MeZ+tntw.

Demostracién. Si M € ¥(2Z,%) entonces por la proposicién anterior
M€ Z+ N1 y es claro que admite una 2 -resolucién exacta y una %-

corresolucién exacta.
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Supongamos ahora que M € 2+ N+%, que admite una 2 -resolucién

exacta y una % -corresolucion exacta. Sea una 2 -resolucién exacta de M
= Xy =2 Xgo> M =0 (3.1)

Veamos que esta 2 -resolucién exacta es Hom(—, % )-exacta (de forma dual
podemos ver que una % -corresolucién exacta de M es Hom( 2", —)-exacta).

Para ello, dado Y € %/, usamos el lema 2.2.20 y tenemos que
Ext!(Ker(X; — X;1),Y) & Ext™™(M,Y) =0,

entonces la 2 -resoluciéon de M dada en (3.1) es Hom(—, #')-exacta. Y por
tanto M es (27, % )-Gorenstein. u

Proposiciéon 3.1.4. Sean & e % subcategorias de una categoria abeliana <f
tales que 2 e % son auto-ortogonales y X C % . Si X e % son cerradas

bajo sumas directas finitas entonces G(Z , %) es cerrada bajo extensiones.

Demostracién. Sea la sucesién exacta corta 0 — M’ — M — M" — 0
donde M"y M" son (2, % )-Gorenstein.

En primer lugar veamos que M € +% (M € 2+ es andlogo), para ello,
dado Y € %, consideramos la sucesion exacta larga asociada a la sucesion

0— M — M — M" — 0 dada por el funtor Hom(—,Y);
0 — Hom(M",Y) — Hom(M,Y) — Hom(M',Y) —

— BExt'(M")Y) — Ext'(M,Y) — Ext'(M",Y) — -

v v
o Bxt'(M")Y) — Ext'(M,Y) — Ext'(M')Y) — - -
ﬁ),—/ T
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entonces Ext='(M,Y) = 0, es decir, M’ € *% . Asi, M € 2+ N+%.
Veamos que M tiene una 2 -resolucién exacta y una % -corresolucion
exacta. Como M’ € 2™+ entonces la sucesién exacta 0 — M’ — M — M" —
0 es Hom(2", —)-exacta y como M’ M" tienen £ -resoluciones exactas, por
el lema de la herradura (lema 2.2.17), tenemos que M tiene una 2 -resolucién
exacta. De forma dual, como M"” € +% entonces la sucesién anterior también
es Hom(—, % )-exacta y como M’, M" tienen % -corresoluciones exactas por
el lema dual de la herradura (lema 2.2.18), M tiene una % -corresolucion

exacta. De esta forma, por la proposicién 3.1.3, M € 4(Z", %). [

Proposicién 3.1.5. Sean X e ¥ subcategorias de una categoria abeliana
o tales que X e % son auto-ortogonales y 2 C +% . Entonces 4( X, Y)

es cerrada bajo sumandos directos.

Demostracién. Sea G € 9 (2 ,%) tal que G = A @ B, entonces 0 =
ExtF(G,Y) =2 ExtF(A,Y) ® Ext*(B,Y) para todo Y € % y para todo k > 0,
luego A, B € *% . De la misma forma A, B € 2.

Veamos que B tiene una 2 -resolucién exacta (andlogamente se comprue-
ba que tiene una % -corresolucién exacta). Como G € ¥(Z", %) entonces
existe la sucesién exacta y Hom (2", —)-exacta 0 — Ky — Xo — G — 0 con
Xo€ Xy Ko € Z+Ntes(2), junto con la sucesién exacta escindida (y por
tanto Hom (2", —)-exacta) 0 - A — G — B — 0, consideramos el siguiente

diagrama pullback con filas y columnas exactas y Hom(Z", —)-exactas que
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nos da el lema 2.2.10

0 0
Ky—K,
04>P0——> 04>B4>O
‘
\
0 A G B 0
0 0

considerando ahora la sucesién exacta y Hom(Z', —)-exacta 0 — Ky —
Py — A — 0 y la sucesion exacta escindida 0 - B — G — A — 0, tomamos
el siguiente diagrama pullback con filas y columnas exactas y Hom (2", —)-

exactas que nos da el lema 2.2.11

-
|

0—=Ky—=Dy-->G——=0

0 K A 0

o< J<--

0

si observamos la sucesién exacta 0 — Ky — Dy — G — 0, como Ky, G € 2™+
tenemos que Dy € 2+ y podemos aplicar el lema de la herradura y por

tanto, Dy € 1es(Z"). Entonces existe la sucesiéon exacta y Hom (2, —)-exacta
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0= K — X, >Dy—0con X, € ZyK € Z+tntes(2) que junto
con la sucesion 0 — B — Dy — Py — 0 consideramos el siguiente diagrama

pullback con filas y columnas exactas y Hom (2", —)-exactas que nos da el

lema 2.2.10

0 0
Ky=—=K,
0—=P-->X,—>P——>0
|
'
N
0 B Do P, 0
0 0

Ahora componiendo 0 - P, - X1 - Fp >0y 00— F — Xo—- B — 0

tenemos la sucesion exacta y Hom (2", —)-exacta
0—->P—>X1—>Xg—>B—0.

Continuariamos considerando el diagrama pullback dado por las sucesiones
0K P —-B—>0y0—>A— G — B — 0y siguiendo el mismo
proceso hasta obtener una 2 -resolucién exacta de B.

De forma dual tendriamos que B admite una %/ -corresolucién exacta, y

por tanto B € 4(Z,%). u

Proposicién 3.1.6. Sean X" e % subcategorias de una categoria abeliana </
tales que & e % son auto-ortogonales y & C +% . Si X e % son cerradas
bajo sumas directas finitas y X es cerrada bajo nicleos de epimorfismos,

entonces G( X, %) es cerrada bajo nicleos de epimorfismos.
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Demostracién. Sea la sucesién exacta 0 — M’ — M — M"” — 0 con
M,M" € 9(Z,%). Dado Y € # y considerando la sucesién exacta larga
asociada al funtor Hom(—,Y'), tenemos que M’ € +% si, dado X € %,
consideramos la sucesién exacta larga asociada al funtor Hom (X, —) tenemos
que Ext”™' (X, M') = 0.

Veamos ahora que M’ tiene una % -corresolucién exacta, para ello sea
0—-M-—=Y' Yy — ...

una % -corresolucién exacta de M con C° = Im(Y" — Y1), entonces, como
0—M —M-—->M —-0y0—M—Y"— C°— 0 son Hom(—,%)-
exactas, consideramos el siguiente diagrama pushout que tiene filas y colum-

nas exactas y Hom(—, #')-exactas que nos da el lema 2.2.9

0 0
0 M’ M M 0
|
'
A
0— M —Y'- - >P——>0
OO CO
0 0

como la sucesiéon 0 — M” — P — C° — 0 es Hom(—, % )-exacta y M",C° €
cores(%) por el dual del lema de la herradura (lema de 2.2.18) tenemos que
P € cores(%)

0P YT Y?2 ...
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y, como 0 — M’ —Y? — P — 0 es Hom(—, % )-exacta, se obtiene

YO\ /Y’l

una % -corresolucion exacta de M.

0 M’

Por otro lado, como M" € 4(2°, %), podemos tomar 0 — K| — X —
M" —0con X € 2y Kj € Z+N+% Ntes(2), por la proposicién 3.1.2.
Consideramos entonces el diagrama pullback con filas y columnas exactas

que nos da el lema 2.2.10

0 0
Kj — K

0 M’ P——>X6/4>O

l

0 M’ M M" 0

|
v
|
0 0
De la sucesion exacta y Hom(Z2", —)-exacta 0 — K{j — P — M — 0, como
Kj,M € Z+Nn+% Nntes(2) (tomando las sucesiones exactas largas que
nos dan los funtores Hom(X, —) y Hom(—,Y") para cualesquiera X € 2 e
Y € %), tenemos que P € 2+ N1% y por el lema de la herradura (lema

de 2.2.17) tenemos que P € res(Z"). Entonces existe la sucesién exacta

0— K — X, — P —0con K € Z+Ntes(2") y consideramos el siguiente
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diagrama pullback con filas y columnas exactas que nos da el lema 2.2.11

0 0
K} —— K]}
0—=P-->X)—>X!—>0
I
*
A
0——> M P X! —>0
0 0

Como Z es cerrada bajo niucleos de epimorfismos, por la segunda fila, P’ €
2. Y por la primera columna tenemos que M’ € 2+, ademds, juntando
una 2 -resolucién exacta de K| con esta sucesion exacta corta, se tiene que
M’ eres(Z).

Asi, M' € 9(Z°, %) por la proposicién 3.1.3. |

El resultado dual.

Proposiciéon 3.1.7. Sean Z e % subcategorias de una categoria abeliana <f
tales que & e % son auto-ortogonales y X C +% . Si X e ¥ son cerradas
bajo sumas directas finitas y Z es cerrada bajo conicleos de monomorfismos,

entonces G( 2, %) es cerrada bajo conicleos de monomorfismos.
Proposiciéon 3.1.8. Sean Z e % subcategorias de una categoria abeliana <f

tales que 2" e % son auto-ortogonales y 2 C +% . Entonces 2 C cores(#)
si, y solamente si " C G (X, Y).
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Demostracién. =) Dado X € 2 es claro que X € 2+ N+% y que
X €1e3(Z) (basta tomar 0 — X — X — 0) y, por hipétesis X € cores(#),
luego X € 9( 2, %).

<) Basta usar que 4(2°, %) C cores(%). n

El resultado dual.

Proposicién 3.1.9. Sean Z e % subcategorias de una categoria abeliana <f
tales que 2 e % son auto-ortogonales y & C +% . Entonces % C res(Z)
si, y solamente st % C G (X, Y).

Definicién 3.1.10. Sean 2" e % subcategorias de una categoria abeliana
o . Diremos que el par (Z°,%) es G-compatible a izquierda st & e % son
auto-ortogonales y cerradas bajo sumas directas finitas, X C *% y X C
)

Dualmente, diremos que el par (Z°,%) es G-compatible a derecha si
e % son auto-ortogonales y cerradas bajo sumas directas finitas, & C +%
e W Cres(2).

Y diremos que el par (2, %) es G-compatible si lo es a derecha e izquier-

da.

Proposicién 3.1.11. Sean 2 e % subcategorias de una categoria abeliana
o tales que (2, %) es G-compatible a izquierda. Entonces todos los nicleos

de las Z -resoluciones exactas de M son objetos (2", % )-Gorenstein.

Demostracion. Sea --- — X; — Xg — M — 0 una % -resolucién exacta
de M. Llamando K, = Ker(Xy, — M), tenemos la sucesién exacta 0 — Ky —

Xo— M — 0.Dados X € Z" eY € % y considerando las sucesiones exactas
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largas asociadas a la sucesiéon anterior dadas por los funtores Hom(X, —) y
Hom(—,Y) se comprueba que Ky € 2+ N+%.

Veamos para acabar que K, tiene una % -corresolucién exacta. Como
2 CY(X,¥%) podemos tomar 0 — Xg — Y] - C; - 0conY; € ¥y
C, € Z+N+w Ncores(#) y consideramos el siguiente diagrama pushout

con filas exactas y Hom(—, #')-exactas que nos da el lema 2.2.8

O (j
0 Ko Xo M 0
*
Y
0—>Ky——=Yi—--=P——>0
¢, ——C
0 0

como 0 - M — P — C} — 0 es una sucesién exacta y Hom(—, #)-exacta,
por el dual del lema de la herradura (lema de 2.2.18) tenemos P € cores(%).
Entonces componiendo una % -corresoluciéon exacta de P con 0 — Ky —
Y7 — P — 0 tenemos una % -corresolucion exacta de K.

Por tanto Ky € 9(2°,%). u

Notemos que en la proposicién anterior no necesitamos que 2 sea cerrada

bajo ntcleos de epimorfismos, que en tal caso seria evidente.

El resultado dual.

Proposicién 3.1.12. Sean 2 e % subcategorias de una categoria abeliana

o tales que (2", %) es G-compatible a derecha. Entonces todos los conticleos
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de las % -corresoluciones exactas de M son objetos (2, % )-Gorenstein.

No es extrano darse cuenta de que si un objeto es Gorenstein proyectivo
y X es la resoluciéon proyectiva completa cuyo nicleo de la diferencial de
grado 0 es M, entonces los niicleos de todas las diferenciales de X son obje-
tos Gorenstein proyectivos. No obstante este hecho no parece igual de claro
en el caso de los objetos (27, % )-Gorenstein. Sin embargo, a partir de las

proposiciones 3.1.11 y 3.1.12 resulta inmediato que esto es asi, es decir, si
e X Xy =Y sy

es una sucesion exacta, Hom(Z2 , —)-exacta y Hom(—, % )-exacta, entonces
todos los nticleos de X, ;1 — X, los de Y™ — Y™ y ker(Xy; — Y°) son
objetos (2", #)-Gorenstein.

En el siguiente resultado demostramos que, cuando el par (27, %) es G-
compatible, el proceso de iteracién de la construccién de los objetos (27, %)-
Gorenstein estabiliza en el segundo paso. Es decir, podemos construir los
objetos Gorenstein relativos a dos clases 2" e %, pero al construir los objetos
Gorenstein relativos respecto a 4(2°, %) no obtenemos nada nuevo. Esto

generaliza lo que Sather-Wagstaff y otros probaron en [19, Corollary 4.10].

Teorema 3.1.13. Sean Z e % subcategorias de una categoria abeliana < .

Si el par (2, %) es G-compatible entonces (G (X, %)) =G (2, %).

Demostracién. ¥ (2°,%) C 9(9(2°,%)). Dado M € 9(Z, %) basta
tomar la sucesién

0——M=—M—-0

G(X, ) DYG(YG (X ,%)). Dado M € G(Y(Z ,%)) existe una sucesion
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exacta Hom(¥4 (2", %), —)-exacta y Hom(—, ¥ (2", %))-exacta
Gy Go /GO\ /Gl
M,y M M!
(3.2)

con G;,G" € Y( X, %), M; = Im(G; — G;1), M' = Im(G"! - G") y
M =Im(Gy — G°).

Como 2~ C cores(#%) tenemos que 2 C 4(2,%), y como la suce-
sién (3.2) es Hom(¥ (2", %), —)-exacta entonces también es Hom (2", —)-

exacta. Con el razonamiento andlogo tenemos que la sucesién (3.2) es también
Hom(—, % )-exacta. De esta forma tenemos que M € 2+ N+,

Veamos que M € tes(2) (M € cores(?) es andlogo). Como Gy €
G (X, %) existe la sucesion exacta 0 — Ky — Xg — Gog = 0con Xg € &'y
Koy € 9(Z,%) (por la proposicién 3.1.8), junto con la sucesién 0 — M; —
Gy — M — 0 construimos el diagrama pullback con filas y columnas exactas

y Hom(2Z", —)-exactas que nos da el lema 2.2.10

(j 0
Ky=— Ky

ya tenemos el primer eslabén 0 — Py — Xo — M — 0 de la 2 -resolucion

exacta de M. Tomando las sucesion 0 - Ky — Fy — M; — 0 y la sucesion
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0 — My, — G1 — M; — 0 consideramos el siguiente diagrama pullback con

filas y columnas exactas y Hom(2", —)-exactas que nos da el lema 2.2.11

0 0
My —— M,
0—>Ko—> Dy~ — =Gy —0
*
\i
0— Ky —> Py—— M, —>0
0 0

Como Gy, Ky € 9(Z,%), por la proposicién 3.1.4, se tiene que Dy €
G(Z,%), entonces existe 0 — K| — X| — Dy — 0 exacta con X| €
2y Kl € 9(Z,%). Junto con la sucesién exacta y Hom (2", —)-exacta
0 — My — Dy — Py — 0 consideramos el siguiente diagrama pullback con

filas y columnas exactas y Hom (2", —)-exactas que nos da el lema 2.2.10

j 0
K| ——K],
0— =P -->X})—>P—>0

|
0 M, Dy Py 0

|

0 0
La sucesién exacta y Hom(Z, —)-exacta 0 — P, — X§j — Py — 0 es el

segundo eslabén de la 2 -resolucion de M, continuando con las sucesiones
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exactas 0 - K — P, - My - 0y 0 — M3 — Gy — My — 0, y repitiendo

el proceso indefinidamente obtendriamos la 2 -resolucién exacta de M. m

Hasta ahora entendemos los objetos (27, % )-Gorenstein como aquéllos

que se obtienen como nicleos de sucesiones
e Xy XY sy

que son exactas, Hom(Z , —)-exactas y Hom(—,# )-exactas, y tales que
X, € &, Y € % Vi. En el siguiente teorema probamos que bajo ciertas
condiciones sobre las clases 2" e %, tanto la posicién de los X; v los Y co-
mo la cantidad de unos y de otros presentes en la sucesion resulta totalmente
irrelevante, hasta el punto de que no importa si en la sucesion ni siquiera hay
objetos de una de las dos clases. Esto resulta de gran utilidad a la hora de

hacer un tratamiento de los objetos (27, #)-Gorenstein.

Teorema 3.1.14. Sean Z e % subcategorias de una categoria abeliana <f
tales que X" e % son auto-ortogonales, cerradas bajo sumas directas finitas

y X C L% . Entonces son equivalentes
1. & Ccores(%) e W Cres(2)

2. M eG(X,%) si, y solo si, existe una sucesion exacta, Hom( 2", —)-

exacta y Hom(—, #%)-exacta
i A Ag A= A
con Aj, AV € ZUY y M =TIm(A; — AY).

Demostracién. 1.=2. En este caso tendremos que probar que dada una

sucesién exacta Hom (2", —)-exacta y Hom(—, %')-exacta
e Al Ay 5 A A
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con Aj, AV € ZU% y M =Im(Ay — AY), entonces M € G(2", % ).

En primer lugar, como 2~ C 1% y ambas son auto-ortogonales, tenemos
que M ¢ Z+tntw.

Veamos que M € tes(2") (de forma dual se prueba que M € cores(%)).
Notando M; = Im(A4; — A1) parai > 0y My = M tenemos las sucesiones
exactas y Hom(Z", —) exactas 0 — M; — A,y — M;_1 — 0.

Como 2" € cores(#) e # € tes(Z") tenemos que 2 U¥ € G (2, %),
y como Ay € ZUX, existe 0 — Ky — Xg = Ag — 0 con Xg € &
y Ko € 9(Z,%) (por la proposicién 3.1.11). Con la sucesién anterior y
0— My - Ay — M — 0 consideramos el siguiente diagrama pullback con

filas y columnas exactas y Hom (2", —)-exactas que nos da el lema 2.2.10

0 0
Ky=—= K,
0—=Py——>Xg—>M—>0

'
Y

0 M, Ao M 0
0

Asi 0 - Py — Xo — M — 0 es una sucesién exacta y Hom(.2", —)-exacta

0

(que serd el primer eslabén de la 2 -resolucién exacta de M).
Tomando las sucesiones exactas y Hom(Z2", —)-exactas 0 — Ky — Py —
My -0y 0— My - Ay — M; — 0 consideramos el siguiente diagrama

pullback con filas y columnas exactas y Hom(Z , —)-exactas que nos da el
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lema 2.2.11

(j 0
My —= M,
OHK()*)DO— - >A1*>0

I
‘
Y

0 Ky B M,y 0

|

0 0
Como Ay, Ky € 9(Z,%), por la proposicién 3.1.4, se tiene que D, €

G(Z,%), entonces existe la sucesién exacta y Hom(Z", —)-exacta 0 —
K, — Xy - Dy —-0con Xy € 'y Kje YL ¢), junto con la su-
cesion 0 - My — Dy — Py — 0 tomamos el diagrama pullback con filas y

columnas exactas y Hom(.Z", —)-exactas que nos da el lema 2.2.10

0 0
Ky —— K
0—>P - X, —>Py—>0

ya tenemos el segundo eslabén 0 — P, — X — Py — 0, es decir, la sucesion
exacta y Hom( 2", —)-exacta 0 — P, - X; — Xy — M — 0. Continuando

con las sucesiones exactas y Hom(Z2", —)-exactas 0 — K| — P, — My —
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0y 0 — My — Ay — My — 0, y repitiendo el proceso indefinidamente
obtendriamos la 2 -resolucién exacta de M. De esta forma M € 4(2°,%).

2.=1. Dado X € 2, la sucesion 0 ——= X ——= X ——0 es exacta,
Hom(2", —)-exacta y Hom(—, #')-exacta, entonces 2" C 4 (2", %) y por la
proposicién 3.1.8 tenemos que 2~ C cores(#). De igual forma obtendremos

W Cres(Z). n

Lema 3.1.15. Sean Z e % subcategorias de una categoria abeliana <7 tales

que (2, %) es G-compatible a izquierda. Dada la sucesion exacta
0—-A4,—-G-1—>-—>G —-Gy—M—=0

conG; € (X, %) para todoi € {0,1,...,n—1} entonces existen la sucesion
exacta

0—-K, - X1 = —=X1=>Xo—>M—=0

con X; € Z y el morfismo de complejos

0 K, X1 X4 Xo M 0
0 A, Gp-1 G, Gy M 0

Demostracién. Dada la sucesion exacta
0—=A4, —-+G1——=G =G —M—=0

llamamos A; = Im(G; — G;—1) paratodoi € {1,2,--- ,n—1} y consideramos
la sucesién exacta 0 — A1 — Go — M — 0. Como Gy € Y (2, %) existe la
sucesion exacta 0 — G = Xg = Gog — 0con Xg € 2"y Gy, € 9(X,¥9).
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Con estas sucesiones exactas consideramos el siguiente diagrama pullback

con filas y columnas exactas que nos da el lema 2.2.10

(j 0
Gp—G

|

0— =P --=Xg—>M—=0

I

\
Al G() M 0
0

es decir, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

0

Xg—= M ——0
!
Pl
Gy Go M 0
NP
Ay

Ahora consideramos las sucesiones exactas 0 — G{, — P, - A; — 0y

0 - Ay - G; — Ay — 0 y el siguiente diagrama pullback con filas y
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columnas exactas que nos da el lema 2.2.11

1) 0
Gy —— G,

|

0*>A2*>D1——>P1*>0

1 Al 0

\
\

v
G
0

como Y (2, %) es cerrada bajo extensiones entonces Dy € 4 (%2, %), por

0

tanto existe la sucesién exacta0 - G7 — X7 — D; - 0con X; € 2 y G €
G(Z,%). Con esta sucesién y la sucesién exacta 0 — Ay — Dy — P, — 0

consideramos el siguiente diagrama pullback que nos da el lema 2.2.10

(j 0
G —a,

2 D1 P1 O
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entonces, el siguiente diagrama es conmutativo

PQHX1*>P1

L

Ay— Dy —— P

L

Ay —— G —= A4

y por tanto, el diagrama siguiente también conmuta

X Xo M 0

/

P,

G2 J G1 Go M 0
A

2

considerando ahora las sucesiones exactas 0 — G} — P, — Ay — 0y

0 — A3 — G9 — Ay — 0 continuariamos hasta hasta el paso n. [

El resultado dual.

Lema 3.1.16. Sean 2" e % subcategorias de una categoria abeliana <f tales

que (Z°, %) es G-compatible a derecha. Dada la sucesion exacta
0—-M—->Gy—G —-—G1 = A, —0

conG; € 9(Z, %) para todoi € {0,1,...,n—1} entonces existen la sucesion

exacta

O—-M-—=Yy—Y1—-- =Y, 1= K,—0
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con'Y; € % y el morfismo de complejos

0 M GO Gl Gn_1 *>An*>0
0 M Yo Y, Y1 K, 0

Teorema 3.1.17. Sean Z e % subcategorias de una categoria abeliana <f
tales que (2, %) es G-compatible a izquierda y 2 es cerrada bajo nicleos

de epimorfismos. Entonces, dadas las sucesiones exactas

0—=A4, —-+G1—- =G =G —M—=0

0O—+B,—H,.1—--—H —Hy—M—=0
con Gi, H; € 9(Z, %) para todo i € {0,...,n— 1}, se tiene
A, €92, %) & B,e9(Z,%).

Demostracién. Supongamos que A, € 4(2,%) entonces A, € 2+,
llamando A; = Im(G; — G;_1) y como G; € (2, %), se tiene que dado
X € 2 Ext'(X, 4;) = Ext"""7(X, A,) = 0, luego la sucesién

dy do

M 0

0 A G . el Go

es Hom (2", —)-exacta.
Por otro lado, aplicando el lema anterior (3.1.15), existe el diagrama con-

mutativo con filas exactas

0Ky Xy —— o —— X, T Xy oM ——~0 (3.3)
OHBnHanl H1 Ho M O
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con X; € Z paratodoi=0,1,...,n—1.
Ahora, llamando K; = Im(X; — X;_1), vamos a construir un morfismo
de complejos partiendo de las siguientes sucesiones exactas

X, h X,
R %
K

In

0 K, X, 4 fo_ 0

Y M 0

G & Go
Ay

como la sucesién inferior es Hom(.Z", —)-exacta, tenemos que la sucesién
0— A — Xg— M — 0 es Hom(Z", —)-exacta (en particular Hom (X, —)-
exacta), luego tenemos que existe hy : Xog — Gp tal que dohg = fo. Como
0 = fovg = dohovy v ko es el niicleo de dy entonces existe un tnico Ay : K| —

Ay tal que hgvg = kg1, es decir, el siguiente diagrama es conmutativo

0 K, x| X, h X, M 0
K, ho
A1
0 A G el h Gy M 0
A
Ay

Si continuamos razonando que 0 — Ay — G; — A; — 0 es Hom(X,, —)-

exacta y asi sucesivamente obtendremos el morfismo de complejos deseado,
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es decir,

f n fl

0 K, X, , X, X, M 0
[ "
0 A G Gy Gy - M 0

Ahora, aplicando el lema 2.2.13 a este morfismo de complejos, tenemos la

siguiente sucesion exacta
0—->K,—A,dX,1— =G DdXy— Gy— 0.

Como 2 estaen Y( 2, %)y (L, %) es cerrada bajo nucleos de epimor-
fismos tenemos, que K, € 4(2°,%).
Por tltimo, si aplicamos el lema 2.2.13 en el morfismo de complejos (3.3),

tenemos la siguiente sucesion exacta
0O—-K,—B,X,.1—-—H &Xy— Hy— 0.

En esta sucesion todos los objetos son (£, #)-Gorenstein salvo B, ® X,,_1,
tomando los nicleos posteriores, como ¥(Z,%) es cerrada bajo ntcleos
de epimorfismos, son (£, #)-Gorenstein. Asi, tenemos la siguiente sucesién

exacta para algin G € 4(2", %)
0—-K,—B,®X,.1—>G—=0

al ser 4( 2, %) cerrada bajo extensiones B,, & X,,_1 € (2, %), y por ser
cerrada bajo sumandos directos B,, € 4(Z",%). [

El resultado dual.

Teorema 3.1.18. Sean Z e % subcategorias de una categoria abeliana <f

tales que (2, %) es G-compatible a derecha e % es cerrada bajo coniicleos
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de monomorfismos. Entonces, dadas las sucesiones exactas

0O=-M-—=>G —-G — - —=>G1 > A, —0

O—+M-—-Hy—-H —---—H,1—B,—0

con Gi, H; € 9(Z, %) para todo i € {0,...,n— 1}, se tiene

A €Y (X, W) = B, eY(X.Y).

3.2. Dimensién (2, % )-Gorenstein proyecti-
va

En esta seccion trataremos la dimensiones proyectiva inducida por las
subcategorias ¢ (2", %/ ). Probaremos que ¥ (2", #')-dimension proyectiva de
un objeto (que tenga dimensién finita) quedard totalmente determinada por
el minimo grado del funtor Ext a partir del cual todos son cero, es decir,
serd el menor natural n tal que Ext® = 0 Vk > n + 1. También estudiaremos

bajo qué condiciones la dimension 2 -proyectiva coincide con la dimension

G (X, % )-proyectiva.

Definicién 3.2.1. Sean X e % subcategorias de una categoria abeliana
o . Diremos que la G(Z", % )-dimension proyectiva de un objeto M € of
es menor o igual que n, y notaremos Y(Z ,%)-pd(M) < n, si existe una

sucesion exacta
0—-G, -G 14— —>G —-Gy—>M—=0

con G; € G(Z, %) para todo i € {0,1,...,n}. Sin es el menor entero no

negativo por el que existe esta sucesion entonces G(Z, % )-pd(M) = n.
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Proposicién 3.2.2. Sean Z e % subcategorias de una categoria abelia-
na o tales que (Z°,%) es G-compatible a izquierda. Dado M de <, si
G( X, )-pd(M) es finita entonces M admite una 2 -resolucion exacta.
Ademds se tiene que M € Z+.

Demostracion. Por definicién existe la sucesion exacta
0—-G,—-—Gy—>M—=0

con G; € 9(Z',%) para todo i = 0,1,...,n. Aplicando el lema 3.1.15 tene-

mos que existe la sucesion exacta
0O—-K,— X, 41— —=>Xg—>M—=0

con X; € Z CY(Z,%) para todo i = 0,1,...,n — 1, ahora aplicando el
teorema 3.1.17, tenemos que K, es (2", % )-Gorenstein. Ademas, esta suce-
sién es Hom( 2", —)-exacta ya que si llamamos K; = Im(X; — X;_1) tenemos

que Ext*(X, K;) = Ext""™"(X, K,,) = 0 para todo X € 2 .

Por ultimo basta unir esta sucesién exacta y Hom(.2", —)-exacta con una

Z -resolucién exacta de K, y obtendriamos una 2 -resolucion exacta de M.

Para ver que M € 2+, basta usar el lema 2.2.19 y tenemos Ext"(X, M) =
Ext*™(X,G,) = 0 para todo k > 0 y todo X € 2. u

Definicién 3.2.3. Sean 2 e & subcategorias de una categoria abeliana <,
diremos que el par (2", %) es G-perfecto a izquierda (derecha) si (2", %) es
G-compatible y Z es cerrada bajo nicleos de epimorfismos (% es cerrada

bajo conticleos de monomorfismos).
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Proposicién 3.2.4. Sean 2 e ¥ subcategorias de una categoria abeliana
o tales que (Z°,%) es G-perfecto a izquierda. Entonces dado un M de <
se tiene, G( 2, % )-pd(M) < n si, y solamente si, existe la sucesion exacta

0> M—=>P—>G—0cnGe¥Z, %)y P admite una ¥ -resolucion

exacta de longitud n.

Demostracién. =-). Lo haremos por induccién sobre n. Si n = 0 es claro
pues existe 0 = M — Yy — M’ — 0 con M’ € 4(Z",%) por la proposicién
3.1.12.

Sin>1como ¥ (2, %)-pd(M) < n existe la sucesion exacta

0—-G,—-—>Gy—>M—0
la descomponemos en las sucesiones exactas
0K —>Gy—M—=0

0O—-G,—-—=G - K—=0

asi 9( 2, %)-pd(K) <n — 1, por hipdtesis de induccion, existe
0—-K—>P -G —0
con G' € 9(Z, %)y P admite una # -resolucién exacta de longitud n — 1.
0—=Y, 1= =>Yy—>P =0

Consideramos el siguiente diagrama pushout con filas y columnas exactas
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que nos da el lema 2.2.8

O (j
0 K Go M 0
’
\
0—=P—-—>»D—>M—>0
G/ Gi/
0 0

asi D € 9(Z',%), por ser 9(Z,%) cerrada bajo extensiones (segunda
columna). Entonces existe la sucesién exacta 0 - D — Y — G"” — 0 con
Ye%yG' €9 (XZ,%). Consideramos el siguiente diagrama pushout con

filas y columnas exactas que nos da el lema 2.2.9

O (j
0 P’ D M 0

|

'

¥
0O—P ——Y-->P——=0

G// G\L//
0 0
entonces, tenemos la sucesion exacta
0—=Y, 1 e Yo Y P 0



ademés, dado Y’ € % como % es auto-ortogonal se tiene
Ext' (Y, P") = Ext"t (Y)Y, 1) = 0

por lo que la sucesién exacta anterior es una % -resolucion exacta de longitud
n.

<). Tenemos la sucesién exacta 0 - M — P — G — 0y la #-resolucién
exacta de longitud n de P

0—=Y, ==Yy —=P—=0

Tomamos K = Ker(Yy — P), y consideramos el siguiente diagrama pullback

con filas y columnas exactas que nos da el lema 2.2.10

(j 0
TK
O*>Pilff> OHGHO
*
A
0 ]\f P G 0
0 0

como ¥ CY(X, )y Y(Z,%) es cerrada bajo niicleos de epimorfismos,

se tiene P' € 9 (2, %), y por tanto tenemos la sucesién exacta

N

luego Y( 2", % )-pd(M) < n. [

M 0

0 Y,
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Notemos que en el reciproco de la proposicion 3.2.4 sélo necesitamos que
la % -resolucion exacta de P sea exacta (no necesitamos que sea Hom(%/', —)-

exacta). De esta forma, se puede la proposicién anterior se puede formular:

Proposicién 3.2.5. Sean 2 e % subcategorias de una categoria abeliana
o tales que (Z°,%) es G-perfecto a izquierda. Entonces dado un M en <
se tiene, (2, % )-pd(M) < n si, y solamente si, existe la sucesion exacta
0> M —>P —G—0conGebGX,Y)y eriste una sucesion ezacta

0—=>Y,—>--—=>Yy—P—0contodoY; €.

Teorema 3.2.6. Sean X e % subcategorias de una categoria abeliana <f
tales que (2, %) es G-perfecto a izquierda. Para todo objeto M de </ y todo
enteron > 1, st 9(Z°,%)-pd(M) < n entonces eziste una sucesion exacta
0P —>G—>M—=0,conGeb9(2,%)y P admite una ¥ -resolucion
ezacta de longitud n — 1. Ademds, P € (X, %)*.

Demostracion. Por definicién, existe una sucesion exacta 0 — N — Gy —
M — 0donde Gy € (2,9 )y 4 (2, %)-pd(N) < n—1. Por la proposicién
3.2.4 existe una sucesién exacta 0 - N — P — G — 0 donde G’ €

G (2 ,%)y P admite una % -resolucién exacta
0—=Y,1—--—Yy—P—=0.

Consideramos el siguiente diagrama pushout con filas y columnas exactas
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que nos da el lema 2.2.8

O (j
0 N Gy M 0
’
Al
0— =P — >THM*A)
Gl Gi/
0 0

Como ¥ (Z°,%) es cerrada bajo extensiones tenemos que G € ¥(2°,%).
Por tltimo, tenemos que Ext"(G, P) = Ext*™ (G,Y,_,) = 0, luego P €
GX, )"t -

Corolario 3.2.7. Sean 2 e % subcategorias de una categoria abeliana <7
tales que (2, %) es G-perfecto a izquierda. Todo objeto de o/ con G( X , % )-

dimension proyectiva finita tiene una (2, % )-precubierta especial.

Como consecuencia de este corolario, veamos que si 4 (2", % )-pd(M) es

finita, esta dimensién se puede calcular con ¥ (2", % )-resoluciones de M.

Corolario 3.2.8. Sean Z e % subcategorias de una categoria abeliana
o tales que (2, %) es G-perfecto a izquierda. Si un objeto M de </ con
G (X, % )-dimension proyectiva finita entonces G(Z , % )-pd(M) < n si, y

solo si, M admite una G (2, % )-resolucion exacta de longitud n.

Proposicién 3.2.9. Sean 2" e % subcategorias de una categoria abeliana </

tales que (2°,%) es G-perfecto a izquierda. Si existe una sucesion exacta y
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Hom(—,#)-exacta 0 - G' - G - M — 0 con G,G' € 9(Z",%) entonces
Me9(Z,%).

Demostracién. Calculando la sucesién exacta larga del funtor Hom(—,Y),
para algin Y € %/, a la sucesion de la hipdtesis, como es Hom(—, #')-exacta,
se tiene que Ext"(M,Y) = 0.

Por definicién 4(2°, #')- pd(M) < 1 entonces aplicando el teorema 3.2.6
existe una sucesién exacta 0 - Y - G" - M — O0conY € ¥ y G" €
G (2, %). Como Ext(M,Y) = 0, entonces esta sucesién escinde, luego M es

sumando directo de G” y, por tanto, es (2, % )-Gorenstein. [ |

Teorema 3.2.10. Sean Z e % subcategorias de una categoria abeliana <f
tales que (2, %) es G-perfecto a izquierda. Para un objeto M de < con
G(Z,%)-pd(M) finita son equivalentes:

1. 9(Z,%)-pd(M) <n

2. Ext'(M,Y) =0 para todo i >n y todoY € ¥ .

3. Dada la sucesion ezxacta
=G> Gyg—> M —0

con G; € Y(Z, %) para todo i > 0, se tiene Ker(G; — G,;_1) €
G(Z, %) para todo i > n — 1.

Demostraciéon. Por el teorema 3.1.17 es claro que 1. < 3.. Para 1. = 2.
basta aplicar el lema 2.2.20.

2. = 1. Como la dimensién de M es finita existe una sucesién exacta del
tipo

0—-Gp—-—>G —M—=0
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donde Gy,...,Gp € Y(Z,%) (con m > n, pues en otro caso habriamos
terminado) y consideramos el n-ésimo nicleo, que tiene ¢4(2", #)-dimension

proyectiva finita
0—-K,—+Gp1— - —Gy— M—=0.

Aplicando el lema 2.2.20, tenemos Ext‘(K,,Y) = Ext"t"(M,Y) = 0 para
todo entero ¢ > 0, y todo Y € #. Como K, tiene dimensién proyectiva

finita, tenemos que existe la sucesién exacta
0=-G.— = Gy— K, —0,

donde Gy, ..., G, € 9(Z,% ). Descomponemos esta sucesioén en sucesiones
exactas cortas 0 — €7 — G, — C}_; — 0, para j = 1,...,m, donde

C! =Gy Cj= K,. Ahora, aplicando el lema 2.2.20 tenemos que

Ext'(C)_,,Y) 2 Ext/(K,,Y) =0

i1

para todo j = 1,---m, y todo Y € #. Por ultimo, aplicando la proposicion
3.2.9 sucesivamente tenemos que C!, _,,...,C{ son (2, % )-Gorenstein. En

particular K,, = C] es (2", #)-Gorenstein. n

Corolario 3.2.11. Sean 2 e % subcategorias de una categoria abeliana </
tales que (X, %) es G-perfecto a izquierda. Si M es un objeto de </ con

G (X, % )-dimension proyectiva finita entonces

G(X,%)-pd(M) =sup{i € N: Ext'(M,Y)#0 para algin Y € Z'}.
Proposicién 3.2.12. Sean 2 e & subcategorias de una categoria abeliana
o tales que (Z°,%) es G-perfecto a izquierda. Si 0 — M' — M — M" —

0 es una sucesion exacta donde dos de los tres objetos tienen G (X, % )-

dimension proyectiva finita, entonces el tercero también, y ademds:
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19X, V) -pd(M') < méx{ (X, )-pd(M), (2. Y)-pd(M") — 1}.
2. G, W)-pd(M) < max{9 (2, %)-pd(M"), 9(2,F)-pd(M")}.
3. G, Y)-pd(M") < méx{G (X, )-pd(M') +1,9(2,)-pd(M)}.

Demostracién. En primer lugar, veamos que los tres objetos admiten 2 -

resoluciones exactas.

» Si M’y M" tienen ¥ (2", % )-dimensién proyectiva finita entonces, por
la proposicién 3.2.2, M’', M" € 2+ y admiten 2 -resoluciones exactas.
Como Ext'(X,M’) = 0 para todo X € 2, la sucesién 0 — M’ —
M — M" — 0es Hom(Z", —)-exacta, entonces aplicando el lema 2.2.17

tenemos que M también admite una 2 -resolucién exacta.

» Si M'y M tienen ¥ (2", % )-dimensién proyectiva finita entonces, por
la proposicién 3.2.2, M', M € 2+ y admiten 2 -resoluciones exactas.
Entonces existe la sucesion exacta 0 — K; — Xg — M — 0 donde
Xo € Xy Ky € 2+ admite una 2 -resolucién exacta, consideramos
el siguiente diagrama pullback con filas y columnas exactas que nos da

el lema 2.2.10
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como K, M' € &+ entonces P € 2+ y la sucesiéon 0 — K; — P —
M’ — 0 es Hom(Z", —)-exacta. Aplicando el lema 2.2.17 tenemos que

P admite una 2 -resolucién exacta y por tanto M” también.

Si My M” tienen ¢4 (2", % )-dimensién proyectiva finita entonces, por
la proposicién 3.2.2, M, M" € 2+ y admiten 2 -resoluciones exactas.
Entonces existe la sucesion exacta 0 — K| — X — M"” — 0 donde
Xy e Z y K/ € 2+ admite una 2 -resolucién exacta, consideramos
el siguiente diagrama pullback con filas y columnas exactas que nos da

el lema 2.2.11

0 0
fg K
0—>M —>P- - >X{—>0
I
*
\i
0—>M ——>M—> M ——0
0 0

como K|, M € 2+ entonces P € 2"+ y la sucesién 0 — K} — P —
M — 0 es Hom(Z", —)-exacta. Aplicando el lema 2.2.17 tenemos que
P admite una 2 -resolucién exacta. Entonces existe 0 — K| — X —
P — 0donde X € 2y K| € 2+ admite una 2 -resolucién exac-

ta, consideramos el siguiente diagrama pullback con filas y columnas
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exactas que nos da el lema 2.2.10

— K]

RS

i
|

0—=X}-->X—=X!—>0
|
'
Y

0 M P X 0
0 0

Como 2" es cerrada bajo nicleos de epimorfismos entonces X € 2"y
de la primera sucesién exacta vertical, se tiene que M’ € 2+ y admite

una 2 -resolucién exacta.

Ahora, en cualquier caso, la sucesion 0 — M’ — M — M"” — 0 es
Hom(2", —)-exacta y los objetos M" y M" admiten 2 -resoluciones exactas.
Entonces consideramos el diagrama que nos da el la demostracion del lema

2.2.17

0— =X — X X —= X' ——0

0—> X, —= X} @& X! —= X! —>0




Tomamos n como el maximo de las dos ¥ (2", #)-dimensiones proyecti-
vas finitas conocidas, y consideramos K/ = Ker(X! , — X/ ,), K, =
Ker(X)_, ® Xj_y = X, ,® X 5) v K, = Ker(X;_; = X]|_,), entonces

tenemos la sucesion exacta
0— K, — K, = K] —0.

» SiM'y M tienen 9 (2", % )-dimension proyectiva finita, por el teorema
3.2.10 tenemos que K|, K,, € 9(Z,%) luego Y(Z, % )-pd(K])) < 1
y, por tanto, 4 (2, % )-pd(M") < n + 1.

» Si M’y M” tienen ¥ (2", % )-dimensién proyectiva finita, por el teore-
ma 3.2.10 tenemos que K/, K! € 9(Z, %),y como Y (2", %) es cerra-
da bajo extensiones, se tiene K, € 4(Z,%) y, por tanto ¥4 (2", ¥ )-
pd(K,) < n.

» Si My M" tienen ¥ (%2, % )-dimension proyectiva finita, por el teorema
3.2.10 tenemos que K,,, K! € (X, %), y como Y (X, %) es cerrada
bajo nicleos de epimorfismos se tiene K/ € ¢(2,%) y, por tanto,
G2, %)-pd(K]) <n.

Corolario 3.2.13. Sean Z" e % subcategorias de una categoria abeliana </
tales que (2, %) es G-perfecto a izquierda. Si 0 — M' — M — M" — 0
es una sucesion exacta donde los tres objetos tienen G (2, % )-dimension

proyectiva finita, entonces:
1. Si9(Z,2)-pd(M) £ 9 (2 ,%)-pd(M") entonces
G2, Y)-pd(M') = méx{¥ (2, ¥)-pd(M), 4 (2", ¥)-pd(M") - 1}.
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2. S19(Z, Y )-pd(M") #9G(Z,%)-pd(M’) + 1 entonces

G2,V )-pd(M) = méx{G (2, W )-pd(M"), 92, ¥)-pd(M")}.

3. 819X, Y)-pd(M) G (X, %)-pd(M') entonces

GX,%)-pd(M") = max{4 (X, % )-pd(M") +1,9(Z, % )-pd(M)}.

Demostraciéon. Para probar este resultado usaremos la caracterizacion del

corolario 3.2.11.

1. Si9 (2, %)-pd(M) <9(Z,%)-pd(M") = n entonces existe Y € &
tal que Ext™(M",Y) # 0, asi considerando los términos superiores de la
sucesion exacta larga asociada a la sucesion 0 — M’ — M — M" — 0

por el funtor Hom(—,Y);
= Ext" (M,Y) — Ext"'(M',Y) = Ext"(M"Y) —

— Ext"(M,Y) — Ext®(M',Y) — Ext""{(M")Y) — ---
\0/ Vv Vv

0 0

tenemos que Ext" '(M')Y) # 0 por ser Ext"(M",Y) # 0, por tanto
G, Y)-pd(M')Y)=n—1.

SiY( L, Y )-pd(M") < G (X, % )-pd(M) = n entonces existe Y € &
tal que Ext™(M,Y’) # 0, asi considerando los términos superiores de la
sucesién exacta larga asociada a la sucesion 0 — M — M — M" — 0
por el funtor Hom(—,Y);

= Ext"(M")Y) = Ext"(M,Y) = Ext"(M",)Y) —

—_——
0

— Ext"™Y(M")Y) — Ext"™'(M,Y) — Ext"™'(M',)Y) — - -

0 0 0
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tenemos que Ext"(M')Y) = Ext"(M,Y) # 0, por tanto 4 (2, % )-
pd(M'.Y) =n.

S, Y )-pd(M) < G(Z, % )-pd(M')+1 = n+ 1 entonces existe
Y € & tal que Ext"(M',Y) # 0, asi considerando los términos supe-
riores de la sucesién exacta larga asociada a la sucesién 0 — M’ —

M — M"” — 0 por el funtor Hom(—,Y);
RN Extn(M”,Y) N Eth(M, Y) — Extn(M”Y) —

— Ext"™ (M"Y = Ext"TH(M,Y) — Ext"™(M',)Y) — -+

0 0 0

tenemos que Ext"(M,Y) # 0 por ser Ext"(M')Y) # 0, por tanto
G(X,9)pd(M,Y) =n.

SiY (2,9 )-pdM")+1 <G (Z,%)-pd(M") = n entonces existe Y €
% tal que Ext"(M",Y) # 0, asi considerando los términos superiores
de la sucesion exacta larga asociada a la sucesiéon 0 — M’ — M —
M" — 0 por el funtor Hom(—,Y);

o= Ext" N (M)Y) = Ext®(M",Y) — Ext®(M,Y) —

—_———
0

— Ext"(M')Y) — Ext"™(M",Y) — Ext"™'(M,Y) — ---

J

~ ~~ -~

0 0 0
tenemos que Ext"(M,Y) = Ext"(M")Y) # 0, por tanto ¥4(Z", % )-
pd(M,Y) =n.

CSiY( 2, Y)-pd(M) < 9(Z,%)-pd(M') = n entonces existe Y € &

tal que Ext"(M',Y") # 0, asi considerando los términos superiores de la
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sucesion exacta larga asociada a la sucesion 0 — M’ — M — M"” — 0
por el funtor Hom(—,Y);
o= BExt"(M,Y) — Ext"(M',Y) — Ext"™ (M"Y —

———
0

— Ext""Y(M,Y) — Ext""Y(M',Y) — Ext""*(M")Y) — - -

S

- -~ -~

0 0 0
tenemos que Ext" ™ (M",Y) = Ext™(M’,Y) # 0, por tanto 4(2Z , % )-
pd(M")Y)=n+1.

SiY(ZX, Y )-pd(M') < 9(Z,%)-pd(M) = n entonces existe Y € &
tal que Ext™(M,Y") # 0, asi considerando los términos superiores de la
sucesién exacta larga asociada a la sucesion 0 — M — M — M" — 0
por el funtor Hom(—,Y);

o= Ext"(M")Y) = Ext"(M,Y) = Ext"(M',)Y) —

———
0

— Ext"™Y(M")Y) — Ext"™'(M,Y) — Ext"™'(M')Y) — - -

J J
—~ —~ —~

0 0 0
tenemos que Ext"(M”)Y) # 0 por ser Ext"(M,Y) # 0, por tanto

G, Y)pd(M"Y) =n.

Notemos que si 2 es una subcategoria de una categoria abeliana .o/

que es auto-ortogonal, cerrada bajo sumas directas finitas y cerrada bajo

ntcleos de epimorfismos, tenemos que 4(2°) = 9(Z", Z") cumple todos los

resultados vistos hasta ahora. Y ademaés:

Proposicién 3.2.14. Sea 2 una subcategoria de una categoria abeliana </

tal que 2 es auto-ortogonal, cerrada bajo sumas directas finitas y cerrada
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bajo nicleos de epimorfismos. Dado M de <7 , si 2 -pd(M) es finita entonces
2 -pd(M) =9(2)-pd(M).

Demostracién. Es claro que Z° C 9(27), luego Z-pd(M) > G (Z)-
pd(M).

Para ver que son iguales procedemos por induccién sobre 2 - pd(M) = n.
Sin =0, tenemos que M € 2" CY(2).

Supongamos que n > 1. Como 2 -pd(M) = n, existe la sucesién exacta
0—-X, = =Xo=>M=0

con X; € 2. Si consideramos K = Ker(X, — M), tenemos la sucesién
exacta0) - K — Xg - M — 0con Z-pd(K) < n—1,sifuera Z-pd(K) =
m < n — 1 podrfamos encontrar la sucesién exacta 0 = X — .-+ — X —

K — 0 con X] € 2 y tendriamos la sucesién exacta
0=X, ==X = Xg—> M—0,

es decir, - pd(M) < m+1 < n que es una contradiccion, luego 2 - pd(K) =
n — 1. Entonces, por hipdtesis de induccién, 4 (27)-pd(K) =n — 1y, por el
teorema 3.2.10, tenemos que ¥(2°)-pd(M) = n. n

Teorema 3.2.15. Sean Z e % subcategorias de una categoria abeliana <f
tales que (2, %) es G-perfecto a izquierda, $(2) C Y (X, %)y X C ¥.
Entonces, dado M de < ;

1. S19(Z)-pd(M) es finita entonces 4 (2, % )-pd(M) =4 (2 )-pd(M).

2. Si X-pd(M) es finita entonces (2, % )-pd(M) = 2 -pd(M).
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Demostracién. Por la proposiciéon 3.2.14, 2. es consecuencia directa de 1.
De esta forma, probaremos 1. usando induccién sobre n = 4(%2")-pd(M).
Si n = 0 no hay nada que probar por hipotesis.

Sin =1, por el teorema 3.2.6, existe una sucesién exacta
0=+ X—=>E—-M-—=0

conX € ZyEe9(Z).SiY9(Z,%)-pd(M) =0entonces0 - X — E —
M — 0 es Hom(—, #)-exacta, y como 2~ C % en particular es Hom(—, X)-
exacta, lo que quiere decir que es escindida, y por tanto M € 4(Z), lo que
es una contradiccién.

Sean = 2 -pd(M) > 1. Entonces existe la sucesién exacta
0O—+K—=E—M-=0

con 4(Z)-pd(K) = n — 1. Aplicando hipétesis de induccién ¢ (2, % )-
pd(K) =n— 1y, por el teorema 3.2.10, 4(2", % )-pd(M) = n. [ |

3.3. Dimensién (2, % )-Gorenstein inyectiva

Todos los resultados de la seccién anterior tiene su version dual referente a
la dimensién 4 (2, #')-inyectiva cuya demostraciéon no va mas allé de repetir
los argumentos dualizando las ideas correspondientes. Por eso hemos incluido
esta seccion en la que damos las versiones duales a las que nos referimos, pero

no redactamos ninguna demostracion.

Definicién 3.3.1. Sean 2 e % subcategorias de una categoria abeliana <7 .

Diremos que la 9 (2", % )-dimension inyectiva de un objeto M € < es menor
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o igual que n, y notaremos G (2, % )-id(M) < n, si eriste una sucesion
exacta

0—-M-—->G -G —-—G,1—>G,—0

con G; € (X, %) para todo i € {0,1,...,n}. Sin es el menor entero no

negativo por el que existe esta sucesion entonces G( X, % )-id(M) = n.

Proposiciéon 3.3.2. Sean X" e % subcategorias de una categoria abeliana </
tales que (Z°,%) es G-compatible a derecha. Dado M de of , si G(Z , % )-
id(M) es finita entonces M admite una % -resolucion eracta. Ademds se

tiene que M € *% .

Proposicién 3.3.3. Sean 2 e % subcategorias de una categoria abeliana
o tales que (2, %) es G-perfecto a derecha. Entonces dado un M de <
se tiene, (2,2 )-id(M) < n si, y solamente si, existe la sucesion exacta
0—-G—>P—-M—=>0cnGeb(Z,%)yP admite una Z -corresolucion

exacta de longitud n.

Proposicién 3.3.4. Sean Z e ¥ subcategorias de una categoria abeliana
o tales que (X, %) es G-perfecto a derecha. Entonces dado un M en <of
se tiene, Y(Z, % )-id(M) < n si, y solamente si, existe la sucesion exacta
0 >G—=P—>M—0cnGebGX¥Y)y eriste una sucesion ezacta

0—-P—>Xy—---— X, =0 con todo X; € Z.

Teorema 3.3.5. Sean X e % subcategorias de una categoria abeliana <f
tales que (2, %) es G-perfecto a derecha. Para todo objeto M de </ y todo
enteron > 1, si 9(Z,%)-id(M) < n entonces existe una sucesion exacta
0—-M—>G—P—=0,conGe¥9(Z,%)yP admite una Z -corresolucion
ezacta de longitud n — 1. Ademds, P € *4(2,%).
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Corolario 3.3.6. Sean Z e % subcategorias de una categoria abeliana </
tales que (Z°,%) es G-perfecto a derecha. Todo objeto de o/ con G( X ,%)-

dimension inyectiva finita tiene una G (2", % )-preenvolvente especial.

Corolario 3.3.7. Sean & e % subcategorias de una categoria abeliana &/ ta-

les que (27, %) es G-perfecto a derecha. Si un objeto M de o/ con G( X, % )-
dimension inyectiva finita entonces G(Z , % )-id(M) < n si, y solo si, M

admite una G (2", %)-corresolucion exacta de longitud n.

Proposicién 3.3.8. Sean 2 e % subcategorias de una categoria abeliana
o/ tales que (2, %) es G-perfecto a derecha. Si existe una sucesion exacta y
Hom(Z', —)-exacta 0 - M — G — G' — 0 con G,G' € Y(Z", %) entonces
Me9bG(Z,%).

Teorema 3.3.9. Sean X e % subcategorias de una categoria abeliana </
tales que (2, %) es G-perfecto a derecha. Para un objeto M de <f con
G (2, %)-1d(M) finita son equivalentes:

1. 9(Z,%)-id(M) <n

2. Ext'(X, M) =0 para todo i >n y todo X € X .

3. Dada la sucesion ezxacta
0—>M—Gy— Gy —---

con G; € G(Z', %) para todo i > 0, se tiene Coker(G;—; — G;) €
G(Z, %) para todo i > n — 1.
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Corolario 3.3.10. Sean Z° e % subcategorias de una categoria abeliana
o tales que (Z°,%) es G-perfecto a derecha. Si M es un objeto de </ con

G (2, % )-dimension inyectiva finita entonces

G(X,X)-id(M) =sup{i € N: Ext'(X,M) #0 para algin X € 2’}

Proposicién 3.3.11. Sean 2 e & subcategorias de una categoria abeliana
o tales que (2, %) es G-perfecto a derecha. S10 — M’ — M — M" — 0 es
una sucesion exacta donde dos de los tres objetos tienen G (2", %) -dimension
inyectiva finita, entonces el tercero también, y ademds:
1. 92, 2)-1d(M") < max{¥9(Z,%)-id(M), 9 (X, %)-idM") — 1} ,
y se tiene la igualdad st G(Z , % )-id(M) # G (X, % )-id(M").

2. 92, %)-id(M) < max{¥4 (2,2 )-1d(M"), 9 (X", % )-id(M")}, y se
tiene la igualdad st G (X, )-id(M") + 1 # G (X, %2 )-id(M’).

3. G2, %)-id(M") <méx{¥(Z,%)-id(M")+ 1,9(Z", % )-id(M)}, y
se tiene la igualdad st G( 2, % )-id(M) # G (Z", 2 )-1d(M").

Proposicién 3.3.12. Sea % una subcategoria de una categoria abeliana <f
tal que % es auto-ortogonal, cerrada bajo sumas directas finitas y cerrada bajo

conticleos de monomorfismos. Dado M de <7, si % -id(M) es finita entonces

Y id(M) = 9(¥)-id(M).

Teorema 3.3.13. Sean Z e % subcategorias de una categoria abeliana <f
tales que (Z°,%) es G-perfecto a derecha, 4(%) C G(X',¥) e W C X .
Entonces, dado M de < ;

1. Si9(%)-id(M) es finita entonces G( X, %)-id(M) =4 (¥ )-id(M).

2. Si % -id(M) es finita entonces G(Z , % )-id(M) = & -id(M).
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