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Abstract in English

The aim of classical thermodynamics, which will be reviewed in this project, is to
study the properties of the matter and its relationship with the environment when
there are exchanges of heat, regardless the system’s microscopic composition. Ther-
modynamics is a branch of Science which is governed by experimental laws, and it has
been very successful in explaining many physical phenomena, as well as in the tech-
nological development of society.

On the one hand, we know there are three principal laws in thermodynamics, apart
from the Zeroth Law of Thermodynamics, which establishes that if two system are
in equilibrium with another one, then these two systems are in equilibrium between
them.

The First Law of Thermodynamics established the difference between the energy
which the system can accumulate, known as internal energy, and the energy which the
system can transfer to another one, or the environment in the form of heat or work.
These two energies can be given or collected by the system.

The definition of entropy is given by the Second Law of Thermodynamics. This law
establishes the impossibility of having a thermodynamic machine which can trans-
form completely heat to work. The principal consequence is the difference of the work
involved in a reversible process and in an irreversible process, concluding that irre-
versible processes imply an increment of total system entropy.

Having established change of entropy in a given process, we need to establish the
value of entropy for a specific state, this is solved by the Third Law of Termodynamics.

On the other hand, we know that matter is composed by microscopic particles. One
system can contain quadrillions of atoms, molecules, electrons,... which obey some
laws such as the laws of quantum mechanics, the laws of Newton,...

Statistical mechanics or statistical thermodynamics are methods to deduce the laws
of thermodynamics from the description of the dynamics of the constituents of matter.
These methods have been able to give a satisfactory answer to the laws of thermody-
namics from the molecular and atomic dynamics.

Up to this point, we have been studying the laws for macroscopic systems but in
the next sections we will focus in microscopic systems. For this purpose, we will use
the statistical mechanics.

The study of microscopic systems gives great importance to fluctuations. In partic-
ular, we will focus on the Brownian movement that describes one particle about one
micron in size when it is immersed in a fluid. In that case, the thermal and dense fluc-
tuations that occur in the fluid cause the Brownian movement. When an external force
acts on the particle, the Brownian motion of the particle can cause the violation of the
Second Law of Thermodynamics for small intervals of time.

In first place, we will introduce the Fluctuation-Dissipation Theorem (FDT) which
allows us to study the Brownian movement and to characterize it through the probab-

II1



ility density function, which is Gaussian. We will also discuss how the displacement
of the particle can be described and how to relate its diffusion coefficient with other
fundamental quantities.

Next we will study the case that interests us most, a Brownian particle subjected
to an external force, known as Fluctuaction Theorem (FT). We will again identify the
probability density and we will identify the work done by the external force, as well as
the heat dissipated, to finally calculate the entropy change.

We will then present an analysis of the results discussed earlier through simula-
tions. First we will be based on the study of a particle that fulfills the conditions of
the Fluctuation-Dissipation Theorem. And to finalize, we will assume a particular
case for a particle that fulfills the conditions of the Fluctuation Theorem. To this end,
a code has been written that simulates the motion of a Brownian particle in one di-
mension, which can be subjected to an external force. We will see the trajectories of
the particle and probability density functions, in both cases, and the results will be
compared qualitatively and quantitatively with the theoretical predictions.



Resumen en espaniol

La termodinamica clasica, que sera uno de los temas a tratar en este trabajo, tiene
como objetivo estudiar las propiedades de la materia y su relacion con el entorno cuan-
do se realizan intercambios de calor, sin tener en cuenta la composiciéon microscopica
del sistema. La termodinamica es una rama de la Ciencia regida por una leyes genera-
les basadas en la experimentacion, que ha sido muy exitosa tanto en explicar muchos
fenémenos fisicos como en el desarrollo tecnolégico de la sociedad.

Por un lado sabemos que hay tres leyes principales en la termodinamica, sin contar
la Ley Cero de Termodinamica que establece que si dos sistemas estan en equilibrio
con otro sistema, entonces dichos sistemas estan en equilibrio entre si.

La Primera Ley de la Termodinamica establece la diferencia entre la energia que
un sistema puede acumular, introducida como energia interna, y la energia que se
tranfiere a un sistema cuando experimenta una transformacion, es decir, el calor y
trabajo que es cedido o absorbido por el sistema.

La definicién de la entropia constituiye la base de la Segunda Ley de la Termodi-
namica. Dicha ley nos establece la imposibilidad de una maquina termodinamica que
convierta integramente calor en trabajo. Esto tiene como consecuencia una diferencia
entre el trabajo para procesos reversibles e irreversibles, llegando a la conclusion de
que los procesos irreversibles provocan siempre un aumento en la entropia total del
sistema y el ambiente con el que interacciona.

Hasta ahora hemos establecido el valor del cambio de entropia, por lo tanto necesi-
tamos establecer el valor de entropia para un estado, lo que se recoge en la Tercera Ley
de Termodinamica.

Por otro lado, sabemos que la materia esta compuesta por particulas de nivel mi-
croscopico. Asi pues, un sistema puede contener cuatrillones de atomos, moléculas,
electrones,... las cuales obedecen ciertas leyes fundamentales como son las leyes de la
mecanica cuantica y, leyes de Newton,...

Para deducir las leyes de la termodinamica a partir de la descripcion dinamica de
la materia se ha utilizado la mecanica estadistica o termodinamica estadistica. Estos
métodos han sido capaces de dar una respuesta satisfactoria a las leyes de la termodi-
namica a partir de la dinamica molecular y atomica.

Todo lo estudiado hasta ese punto se basaba en los sistemas macroscopicos, pero en
la siguiente parte nos centramos en los sistemas microscopicos. Para ello haremos uso
de la mecanica estadistica.

El estudio de los sistemas microscopicos da una gran importancia a las fluctuacio-
nes. En particular, nos centraremos aqui en el movimiento Browniano que describe
una particula de un tamano de alrededor a una micra cuando se sumerge en un fluido.
En ese caso, las fluctuaciones térmicas y de densidad que ocurren en el fluido provo-
can el movimiento Browniano. Cuando sobre la particula actta una fuerza externa, el
movimiento Browniano propio de la particula puede hacer que en intervalos pequenos
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de tiempo se viole la Segunda Ley de la Termodinamica.

En este trabajo presentaremos en primer lugar el Teorema de Fluctuacién-Disipacion,
que nos permite estudiar el movimiento Browniano y caracterizarlo mediante una den-
sidad de probabilidad, que serd Gaussiana. Discutiremos también como se puede des-
cribir el desplazamiento de la particula y como relacionar su coeficiente de difusion
con otras cantidades fundamentales.

Calcularemos a continuacion el caso que mas nos interesa mediante el Teorema de
Fluctuacién, una particula Browniana sometida a una fuerza externa. Volveremos a
identificar la densidad de probabilidad y el trabajo realizado por la fuerza externa, asi
como el calor disipado, para calcular finalmente el cambio de entropia.

Al final de este trabajo se recoge un analisis mediante simulaciones de los resul-
tados tedricos analizados anteriormente. Primero nos basaremos en el estudio de una
particula que cumpla las condiciones del Teorema de Fluctuacidon-Disipacion. Y para
finalizar, supondremos un caso particular para una particula que cumpla las condi-
ciones del Teorema de Fluctuacion. Para este fin, se ha escrito un cédigo que simula
el movimiento de una particula Browniana en una dimensién. Veremos graficamen-
te las trayectorias de la particula y estudiaremos las densidades de probabilidad. Los
resultado seran comparados cualitativamente y cuantitativamente con las prediciones
tedricas de los teoremas de Fluctuacién-Disipacion y de Fluctuacion.



Introduccion

Bajo el Teorema de Fluctuacion se agrupa un conjunto de resultados que tratan las
fluctuaciones en la termodinamica en sistemas pequenos. Estos resultados tienen gran
importancia en el estudio de la fisica microscopica. Durante las ultimas décadas, un
gran namero de investigadores han propuesto y verificado distintos Teoremas de Fluc-
tuaciones, revolucionando asi la Termodinamica conocida hasta ahora. Estos teoremas
difieren de la termodindmica clasica del siglo XIX y sin embargo, son esenciales para
la aplicacion de conceptos termodinamicos en los procesos irreversibles en sistemas
microscopicos. El primer paso en el estudio de sistemas microscopicos es el conocido
como Teorema de Fluctuacion-Disipacién, que relaciona la friccién ejercida por el sol-
vente sobre una molécula que se encuentra en suspension con la fuerza Browniana. Sin
embargo, mientras que en los Teoremas de Fluctuacion-Disipacion hablabamos de sis-
temas en equilibrio, con los Teoremas de Fluctuacion nos referiremos a sistemas fuera
del equilibrio.

La Primera Ley de la Termodinamica establece el principio de conservacion de la
energia. La Segunda Ley de la Termodinamica nos establece que los cambios de entro-
pia son positivos para procesos irreversibles en sistemas aislados, mientras que tiene
un valor nulo para procesos reversibles. Ademas, la segunda ley demuestra la imposi-
bilidad de una maquina que convierta integramente el calor en trabajo, puesto que la
maquina disipa calor durante el proceso. Hasta ese momento se habian estudiado los
cambios de entropia. Para poder determinar un valor de la entropia en cada estado se
plantea la Tercera Ley de la Termodinamica.

Los distintos Teoremas de Fluctuaciones de la termodinamica microcépica demues-
tran que los procesos macroscopicamente imposibles son posibles cuando estudiamos
sistemas microscopicos, y por tanto, existe la posibilidad de observar procesos con una
variacion de entropia negativa para un cierto tiempo lo suficientemente pequeno. Esto
nos dice, por ejemplo, que cuando un flujo de electrones pasa por un conductor, todos
deberian ir de la parte negativa a la positiva en promedio, pero es posible que durante
un corto periodo de tiempo algunos de ellos lo hagan en sentido contrario. esto implica
una violacidn de la Segunda Ley de la Termodinamica en sentido estricto, ya que nos
establecia un cambio de entropia positivo para los procesos irreversibles en un sistema
aislado.



CAPITULO 1. INTRODUCCION

1.1

Objetivos

El objetivo princial que proponemos conseguir en este trabajo es:

Demostrar la violacién de la Segunda Ley de la Termodindmica para sistemas
microscopicos, es decir, verificar que existe una probabilidad finita de que haya
cambios de entropia negativos para periodos de tiempo cortos.

Los objetivos parciales de este trabajo son:

Revisar los fundamentos de la termodinamica clasica conocida hasta el momento.
Estudiaremos los principios de la termodinamica, centrandonos en la entropia,
que nos sera de ayuda para llegar a nuestro objetivo principal.

Revisar la dinamica de los sistemas microscopicos.
Estudiar el Teorema de Fluctuacién-Disipacion (FDT).
Estudiar el Teorema de Fluctuacion (FT).

Creacién de un cédigo en el lenguaje de programacion “Matlab” para estudiar el
FDT y FT.

Comparar cuantitativamente los resultados obtenidos con el cédigo.



1.2. Antecedentes bibliograficos

1.2 Antecedentes bibliograficos

Los principios de la Termodindamica

La Termodinamica aparecio6 en el siglo XIX, y proviene de la union de dos discipli-
nas que estaban separadas hasta ese momento, la Termologia y la Mecanica. Mientras
que la Termologia se encargaba de los fendémenos térmicos, la Mecanica estudiaba la
fuerza y el trabajo. La Termodinamica es, por tanto, la parte de la Fisica que estudia el
calor, la conversion de la energia y la capacidad de los sistemas para producir trabajo.
Las leyes de la termodinamica explican los comportamientos globales de los sistemas
macroscopicos en situaciones de equilibrio.

La Termodinamica se caracteriza por aplicarse al estudio de los sistemas y no so-
lo a las moléculas, atomos o particulas subatémicas en particular. La termodinamica
clasica estudia los sistemas que estan en equilibrio, es decir, estan sometidos a unas
condiciones determinadas por el entorno que rodea al sistema. Para ello el sistema ha
de encontrarse simultaneamente en equilibrio térmico, equilibrio mecanico y equili-
brio quimico. Como otras leyes fundamentales en Fisica, las leyes de la termodinamica
estan basadas en la experiencia y no en razonamientos teoricos.

Principio Cero.

Definicion 1.1. Un sistema termodindmico es cualquier parte del mundo fisico que es objeto
de estudio.

Definicion 1.2. Hay tres tipos de sistemas: aislado, cerrado y abierto. Se define como sistema
aislado un sistema que no permite intercambios de energia (calor o trabajo) y materia con
el exterior; como sistema cerrado a un sistema que permite intercambios de energia pero no
de materia; y como sistema abierto aquel que permite tanto intercambios de energia como de
materia.

Definicion 1.3. Podemos definir el equilibrio como la situacion a la que evolucionan dos
sistemas, aislados inicialmente, cuando se ponen en contacto para formar un nuevo sistema
conjunto aislado, tal que, si vuelven a separarse, los sistemas no sufren ningiin cambio. El
equilibrio térmico es aquel estado en el cual se igualan las temperaturas de dos sistemas.
El equilibrio quimico es el estado de un sistema en el que no se observan cambios en las
concentraciones, a pesar de que las sustancias interaccionan entre si. El equilibrio mecdnico
se produce cuando la suma de todas las fuerzas y momentos de cada particula es cero.

Habitualmente un sistema es una muestra de material sometida a varios estudios
en el laboratorio. Sin embargo hay sistemas mas complicados como las maquinas tér-
micas, que seran estudiadas mas adelante, las redes eléctricas, estrellas, agujeros ne-
gros,...

Cuando ponemos en contacto dos sistemas, estos sufren una interaccion que da lu-
gar a que sus estados iniciales varien, llegando a una situaciéon de equilibrio distinta de
la inicial. Consideramos dos sistemas aislados, cada uno en estado de equilibrio, es de-
cir, cada una de sus magnitudes macroscopicas estan fijas; si eliminamos los aislantes
térmicos, ponemos en contacto los sistemas y después aislamos el conjunto, podemos
observar que se produce una evolucion hasta llegar a un nuevo estado de equilibrio
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

conjunto, cuyos valores difieren de sus valores inicales.

Principio Cero de la Termodinamica: "Dos sistemas en equilibrio térmico con un
tercero estdn en equilibrio térmico entre si”.

Este principio se denomina ”Principio Cero” porque precede a los otros dos, pe-
ro fue reconocido por Fowler[10] desptes de que Clausius enunciara el Primero y el
Segundo.

El equilibrio térmico posee las propiedades: reflexiva, simétrica y transitiva (“Prin-
cipio cero”). Supongamos tres sistemas Sy, S1 y Sy:

- Reflexiva: §; ~ S;.

- Simétrica: si S, ~ S; = §; ~ S,.

- Transitiva: si Sg~ S1,S9 ~ S, = S1 ~ Sy,

donde se ha senalado el equilibrio térmico mediante el simbolo ~.

Temperatura empirica.

Definicion 1.4. Una variable de estado es una propiedad macroscopica de un sistema en
equilibrio termodindmico que tiene cardcter de magnitud fisica, es decir, que tiene cardcter
numerico.

Definicion 1.5. Dos sistemas se dice que estan en equilibrio térmico si ambos tienen el
mismo valor de 6. Esta variable de estado recibe el nombre de temperatura empirica.

Definicion 1.6. Si tenemos un sistema en equilibrio, sus variables pueden ser intensivas o
extensivas. Una variable es intensiva cuando para cada subsistema la variable tiene un valor
fijo, es decir, no depende de la masa o del tamario del sistema. Sin embargo, una variable
es extensiva cuando al dividir el sistema en subsistemas la variable cambia su valor, ya que
depende de la masa o del tamaiio del sistema. Una variable extensiva del sistema serd la
suma de las variables extensivas de los subsistemas que lo compone.

Algunos ejemplos de temperatura empirica son la longitud de la columna de mer-
curio en determinadas condiciones, el volumen de un gas a presion contante o la pre-
sion de un gas a volumen constante. La temperatura empirica tiene algunas propieda-
des: es estrictamente creciente o decreciente de las variables de estado y tiene caracter
intensivo. Para comprobar su caracter intensivo basta con pensar en un sistema en
equilibrio, si dividimos ese sistema en dos subsistemas, por estar en equilibrio, cada
subsistema tendra la misma temperatura que el sistema formado por los dos, es decir,
la temperatura es fija para todos los subsistemas que constituyen el sistema.

Si consideramos un sistema S de n moléculas con presién P, volumen V y tempe-
ratura T, si dividimos el sistema en dos subsistemas, es facil ver que el nimero de mo-
léculas 1y el volumen V son de caracter extensivo. Como hemos dicho anteriormente,
la temperatura, que en este caso la hemos designado por la letra T, es de caracter in-
tensiva. Si suponemos que el sistema se trata de un gas ideal, mediante la formula de
los gases ideales PV = nRT podemos deducir que la presion tiene cardcter intensivo.

Para cada variable extensiva existe un factor que convierte a ésta en intensiva, como
por ejemplo v llamado volumen molecular, y definido por v = % ; que corresponde al
volumen que ocupa cada molécula del sistema.



1.2. Antecedentes bibliograficos

Hasta el momento no hemos definido ningin método que proporcione un valor
numérico a la temperatura. Para establecer el valor numérico que tiene un conjunto de
sistemas que estan en equilibrio térmico, bastaria con poner en contacto cualquiera de
ellos con un sistema de referencia al cual denominaremos termometro. Los dispositivos
mas utilizados como termoémetro son el termémetro de expansiéon de un liquido, como
por ejemplo el termoémetro de mercurio, el termdmetro de resistencia, el termémetro
de gas o el termopar.

La unidad de medida mas comun de esta variable de estado es la escala Celsius
(°C), sin embargo existen otras como la escala Fahrenheit (°F), cuya relaciéon con la
escala Celsius es (°F) = 32+ 180 = (°C), o la escala Kelvin (°K). Esta ultima es coman
en el ambito de los caculos fisicos, mientras que la escala Celsius es mas usada en
la vida cotidiana. La relacion numérica entre la escala Celsius y la escala Kelvin es
(°K) = 273,15+ (°C).

Primer Principio.

Definicion 1.7. Dos estados de un sistema son diferentes si el valor de alguna variable de
estado es diferente.

Definicion 1.8. Un proceso es una evolucion del sistema de un estado inicial a uno final. Un
proceso se dice adiabdtico si el sistema termodindmico no intercambia calor con el entorno.
Este proceso no es generalmente reversible.

Definicion 1.9. Una funcion de estado es una magnitud fisica macroscopica que caracteriza
el estado de un sistema en equilibrio, y que no depende de la forma en que el sistema llego
a dicho estado, mientras que la funcion de proceso es una magnitud fisica que describe la
transicion de un sistema entre dos estados de equilibrio.

Enunciado de Born del Primer Principio: "La cantidad de energia en forma de traba-
jo necesaria para conectar adiabdticamente dos estados determinados de un sistema cerrado
es independiente del proceso y solo depende de esos estados”.

El Primer Principio implica la existencia de una funcion de estado U que recibe el
nombre de energia interna. La energia interna es una magnitud que designa la ener-
gia almacenada en un sistema de particulas; esta magnitud es extensiva. Su diferencia
entre dos estados es igual a la cantidad de energia en forma de trabajo que se necesita
para pasar de uno a otro mediante un proceso adiabatico AU = W’.

En un proceso cualquiera (adiabatico o no) de un sistema cerrado, el trabajo reali-
zado sobre este no sera generalmente W = AU, es decir,

W=W' =AU

siendo W el trabajo del proceso no adiabatico y W’ el trabajo correspondiente a un
proceso adiabatico que conecte esos dos mismos estados. Sabemos que en un proceso
no adiabatico se pueden producir intercambios de calor, con lo cual, podria haber re-
cibido una cantidad de energia Q = AU — W que a partir de ahora llamaremos calor. Q
es positiva cuando el sistema absorve calor, y sera negativa cuando el sistema ceda ca-
lor. Podemos entonces escribir de forma genérica, para cualquier proceso, la siguiente
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

ecuacion de la energia interna:
AU =W +Q, (1.1)

siendo Q el calor desprendido o absorbido en el proceso. El calor sera cero en el caso
de que el proceso fuese adiabatico, de modo que no afecta a la ecuacién de la energia
interna definida anteriormente como consecuencia del enunciado de Born del Primer
Principio de la Termodinamica.

En la ecuacion 1.1 el trabajo sale con signo positivo, puesto que es el entorno el que
ha ejercido un trabajo en el sistema y se crea asi un incremento de la energia interna
del sistema. Sin embargo, cuando el sistema realice un trabajo sobre el entorno, el tra-
bajo sera negativo.

El trabajo mecanico es el producto escalar del vector fuerza por el vector despla-
zamiento. En este caso la fuerza seria negativa, porque suponemos que el trabajo lo

ejerce el sistema al entorno
- -
W= J—P -d 1
I

si definimos la presion P = ‘2—1;, tenemos

W = jj—Pd?-d? = J—PdV,
sJI

por lo que la variacién de energia interna queda como: dU =dQ +dW =dQ+PdV.

No podemos definir de igual forma la energia interna en un sistema abierto, puesto
que el sistema puede variar la cantidad de materia. Sin embargo, la energia interna
existe en todos los estados, independientemente de las ligaduras del sistema.

Conservacion de la energia.
Corolario 1.0.1. La energia se conserva.

Demostracion:
Hablar de energia en Termodinamica corresponde a hablar de energia interna.
Supongamos un ciclo, esto es, un proceso cuyo estados incial y final son el mismo.
La variacién de energia interna de dicho ciclo seria cero (recordemos que U es una
funcién de estado y puesto que el estado final e inicial es el mismo: AU = 0). Por tanto
podemos decir que la energia se conserva, aunque puede haber intercambios de calor
y trabajo.

|

Como consecuencia, en un ciclo, Q + W = 0. Joule [10] esablecid esta relacion Q =

—W entre calor y trabajo en procesos ciclicos, ademas de probar que el calor era una
forma de transferencia de energia como Mayer habia propuesto anteriormente a él.

Segundo Principio.

Definicion 1.10. Universo en Termodindmica es el conjunto de sistemas objeto de estudio
y sus medios o entornos respectivos.

6



1.2. Antecedentes bibliograficos

Definicion 1.11. Un proceso reversible es un proceso que se puede invertir, es decir, el
sistema y su entorno pueden volver a su estado inicial. Un proceso irreversible es un proceso
que no se puede invertir.

Para ver la diferencia entre un proceso reversible y uno irreversible, consideremos
un proceso sencillo. Si se lanza un cuerpo hacia arriba hasta pararse (cuando ha trans-
formado toda la energia cinética en energia potencial), el cuerpo puede ahora volver a
caer, tranformando de nuevo la energia potencial en energia cinética, y devolvemos la
misma cantidad de energia que le cedimos al lanzarlo. Sin embargo, si existen fuerzas
de rozamiento, parte de la energia se ira disipando al vencer estas fuerzas, y la veloci-
dad final no sera igual que la inicial, es decir, el proceso no puede invertirse.

Mientras el Primer Principio de la Termodinamica se refiere a la energia, el Segundo
Principio trata los estados de equilibrio. Ademas, el Primer Principio afirma que eran
igualmente posibles las transformaciones que satisfaciesen la relacion AU = Q + W,
fuese cual fuese el sentido en el que trasncurrieran; esto lleva la necesidad de estable-
cer un nuevo principio, de cuyo enunciado se pudiese predecir la direccién en la que
un sistema evoluciona de manera espontanea. Este nuevo principio, llamado Segundo
Principio de la Termodinamica, se establece a partir de como funcionan las maquinas
termodinamicas.

Tradicionalmente, en los procesos termodinamicos hacemos uso de las llamadas
maquinas termodinamicas. Esta es una maquina ciclica que usa el calor para realizar
un trabajo o viceversa, utilizando un gas como sitema auxiliar (sobre dicho gas se ejer-
ce un ciclo de expasion y compresion entre dos temperaturas). Hay muchos tipos de
ciclos, pero el mas interesante es el ciclo de Carnot, que estudiaremos posteriormente.

Hay dos tipos de procesos: reversible e irreversible; como nos muestra la Definicion 1.11.
A pesar de que un sistema puede recobrar su estado inicial después de un proceso
irreversible, la realizacion de este conlleva unos cambios en el estado del entorno del
sistema, es decir, que después de un proceso espontaneo algo ha cambiado irreversi-
blemente en el universo.

Teorema 1.1. El trabajo de un proceso reversible es menor que el trabajo de un proceso
irreversible.

Demostracion:

Veamos qué trabajo conlleva un proceso irreversible. Consideremos un gas, no
necesariamente ideal. En una compresién reversible adiabatica, el trabajo necesario
para pasar de un estado inicial con temperatura y volumen (T}, V;), a un estado final
con temperatura y volumen dado por (T,, V,) es:

Vs
Wien = —J PdV.
1%

Mientras que el trabajo necesario en una compresion irreversible adiabatica es:

v, v, v,
Wi oy = —J P.dV = —J PdV —J APAV
v v Vi
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que si nos fijamos en la ecuacion de W,,,
*
Wirrev = Wi + W

donde

V2
W™ = —J- APAV > 0;
Vi
ya que en el proceso irreversible comprimimos con mas presién. W,,, es el trabajo de
quiasiequilibrio, es decir, el trabajo que se va realizando por los estados de equilibrio
desde A hasta llegar a B, lo que requiere que los cambios de volumen ocurran muy
lentamente. En el caso de un proceso irreversible, los cambios de volumen son mas
rapidos, y por tanto la presién debe ser mayor, es decir, AP > 0.
Lo que demuestra que
Wirrev > Wreo,

es decir, el trabajo reversible es el minimo trabajo que se debe aplicar para la com-
presion de un fluido entre dos volumenes dados.
[ |

La energia interna de un sistema aislado puede aumentarse cuando le suministra-
mos trabajo de manera irreversible. Dicho trabajo no es devuelto y se reintegra al siste-
ma en forma de calor al eliminar el aislante, como por ejemplo, al introducir una hélice
dentro de un cilindro y hacerla girar mediante un motor eléctrico. Esto nos permite la
introduccion del nuevo principio de la termodinamica, que recoge la imposibilidad de
la conversién integra de calor en trabajo.

Una definiciéon del segundo principio que nos sera de gran ayuda para nuestro es-
tudio posterior es: “La cantidad de entropia del universo tiende a incrementarse en el
tiempo”, aunque puede enunciarse de diferentes formas.

Segundo Principio de la Termodinamica (Kelvin-Plank): “No existe ninguna tran-
formacion termodinamica que absorba calor de una tinica fuente y lo convierta integra-
mente en trabajo, sin transferir al mismo tiempo una cantidad de calor a otra fuente.”

Como consecuencia de este principio, para producir trabajo, un sistema debe estar
en contacto con dos focos térmicos a temperaturas distintas, cuyo esquema correspon-
de al del funcionamiento de una maquina térmica.

Segundo Principio de la Termodinamica (Clausius): “No existe ninguna transfor-
macion termodinamica que no haga otra cosa que tomar calor de un sistema y cederlo
a otro mas caliente”.

Para demostrar la equivalencia de estos dos enunciados, supongamos una maquina
que extrae una cantidad de calor del foco frio, y este calor se convierte en trabajo en
una determinada maquina. Por otro lado, ese trabajo puede convertirse integramente
de nuevo en calor, comunicando dicho calor a un foco a temperatura superior que el fo-
co frio. Si el inico resultado fuese el transito de calor del foco frio, esto implicaria una
conversion integra de calor en trabajo, lo cual supone una contradiccién al enunciado
de Kelvin-Planck. Por lo tanto, el enunciado de Clausius es equivaliente al enunciado
de Kelvin-Planck.
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Como consecuencia, no habra ningtn dispositivo que tranfiera calor del sistema
frio al caliente sin necesidad de absorber energia en forma de trabajo, lo que impli-
ca una irreversibilidad natural del proceso; esto es, los procesos inversos (que si son
posibles) son irreversibles globalmente.

La mdquina de Carnot.

La maquina de Carnot es una maquina termodinamica ideal que fue inventada por
Sadi Carnot alrededor de 1820. Existen dos tipos de maquinas térmicas:

La maquina de la izquierda (motor o ciclo de potencia) absorve calor Q; de la fuente
mas caliente T; y tranfiere un calor Q, a la fuente que esta mas fria T, produciendo
trabajo sobre el exterior. Este proceso se llama ciclo de potencia, y tiene un rendimiento

0= —Qﬂl = % El ciclo de Carnot es un ciclo de potencia particular, con un rendimiento

T, .
1 =1- 7, que demostraremos posteriormente.

Enla imagen de la derecha (ciclo de refrigeracion) se debe suministrar trabajo sobre
la maquina para que se absorviese calor de la fuente fria y se cediese a la fuente calien-
te. Si nos encontramos en el foco frio del ciclo de refrigeraciéon diriamos que se trata
de una maquina frigorifica, es decir, se cede calor a la fuente caliente; sin embargo si
nos situamos en el foco caliente diriamos que se trata de una bomba térmica, es decir,
se extrae calor del foco frio.

Toda maquina que realiza un ciclo de potencia se denomina motor. Un motor que
realice un ciclo de Carnot es conocido como maquina de Carnot, la cual es imposible
de llevar a la practica. Como vemos en la siguiente imagen, esta maquina se compone
de cuatro procesos: dos procesos isotermos 1 — 2y 3 — 4 y dos procesos adiabaticos
2 —> 3y 4 — 1. El fluido de trabajo es un gas ideal, que es un modelo simplificado de
gas real donde no hay cambios de fase y la energia interna depende Gnicamente de la
temperatura. Supondremos ademas que el ciclo de Carnot es reversible.

En el proceso isotermo 1 — 2 dejamos que el gas ideal se expanda. Como conse-
cuencia de no producirse un cambio de temperatura T, tampoco hay un cambio en su
energia interna, es decir, AU = 0 y por el Primer Principio de la Termodinamica te-
nemos que Q = —W. Para mantener la temperatura constante al expandirse el gas este
absorve calor de la fuente caliente, por tanto Q > 0 = W < 0. Igualmente, en el proceso

isotermo 3 — 4 comprimimos el gas, con lo cual el gas cede calor a la fuente fria y
Q<0=>W>0.
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(foco caliente)

-— Tz (foco frio)

En el proceso adiabatico 2 — 3 dejamos que el gas se expanda. Como consecuencia
de no intercambiar calor, al enfriarse produce trabajo y disminuye su energia interna
AU <0 = AU = W = W < 0. Mientras que en el proceso adiabatico 4 — 1 compri-
mimos el gas, para ello necesitamos trabajo y de esa forma aumentamos su energia
interna AU>0=>AU =W = W > 0.

Cabe destacar que si nos fijamos bien, el trabajo total realizado del ciclo corres-
ponde al area de la figura resultante de los procesos en un diagrama P — V, ya que
W= fv —PdV, como demostramos previamente.

Teorema 1.2. (Teorema de Carnot:) "Ninguna mdquina que opere entre dos termostatos
dados puede tener un rendimiento superior al de una mdaquina de Carnot que opere entre los
mismos termostatos”.

Demostracion:

Supongamos que tenemos dos maquinas térmicas, un motor térmico con rendi-

C
miento 1] = % y un motor de Carnot cuyo rendimiento es ¢ = IV(\QI_C||
1

, de tal forma que

1n>1c.

Como el motor de Carnot es reversible, si usamos una maquina de refrigeracién de

Carnot, nuestra nueva maquina conserva los mismos valores de los modulos |[W¢|, |Q1C|
y |QS|. Si elegimos
Wi= W

como consecuencia de los rendimientos, obtenemos

Q1] < 1QE].
10
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Si conectamos entonces las dos maquinas, el funcionamiento de la maquina térmica
resultante es de tal forma que

Qi =IWI+1Q,
Q11=1Qa] = W[ = W] = Q| -1Q5 |,
Q11— 1Qf 1 =1Q,-1Q5 | < 0.

Podemos construir la maquina térmica cuyo |Q]| = [Q;] - |Qf| y Q5] = Qx| - |Q§|,
es decir, hay un paso de calor del termostato frio al caliente sin ningln trabajo. Lo
que contradice el Segundo Principio de la Termodinamica y por tanto la hipétesis de
partida es imposible. Hemos demostrado asi que

n<tc.
[ |

Corolario 1.2.1. Todas las mdquinas reversibles del mismo tipo que operen entre las mismas
fuentes de calor tienen el mismo rendimiento.

Demostracion:

En el Teorema de Carnot demostrado anteriormente, poniamos en contacto una
maquinas termodinamica cualquiera y una maquina de Carnot. La maquina termodi-
namica podia ser reversible o no, por tanto la podemos suponer reversible y cambiar
la direccién de su proceso. Si repetimos el desarrollo de la demostracién del Teorema
de Carnot, con nuestra maquina termodinamica reversible, tendriamos que:

Nc=n=1n=1c.
[ ]

Corolario 1.2.2. El rendimiento de una mdaquina reversible que opere entre dos termostatos
con un gas ideal, depende tinicamente de las temperaturas de sus termostatos.

Demostracién:
Recordemos que la ley de los gases ideales es PV = nRT. Fijémonos en el proceso
isotermo 1 — 2 del ciclo de Carnot:

2 2 2 2 2
J dU:f dQ+f dW:f dQ+f PdV =0,
1 1 1 1 1

11
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2 2
RT 1%
J- PdV:f PRy = nRTyIn| 22,
1 1V Vi

2 V.
J; dQ=Q; = nRTlln(Vz).

1

Igualmente, si ahora miramos el proceso isotermo 3 — 4:

4 4 4 4 4
f dU:J dQ+J dW:f dQ+J PdV =0
3 3 3 3 3

4 1%
L dQ=Q, = —nRTzln(ﬁ).

4
El rendimiento de una maquina de Carnot para un gas ideal es, por tanto:

W _ Qi+ Qs Tlann(%)_TﬂRln(%)

fMc = V.
Q1 Q1 Tlann(Vf)
T, -T, T
=—==1--=. 1.2
1c T, T, (1.2)

Es necesario hacer una aclaracién de por qué % = %. Al trabajar con adiabaticas,
sabemos que TV?~! = cte.

V) =nv) v = v
V2 T3 1/(y-1) V4 Tl 1/(y-1)

)
T\ =T, =Tc; T3 =Ty = Tg;

E_(TF)I/(Y_U Vv,

Vs \T, . T,

v \Tc A
Vo, Vs
ViV

Entropia.

En la practica es mas dificil obterner los valores de los calores intercambiados que
los valores de la temperatura de los dos focos, que se conocen por la lectura de un ter-
mometro. Si trabajamos con gases ideales, sabemos que la variacion de energia interna
es funcion exclusiva de la variaciéon de temperatura. Como consecuencia podemos con-
siderar que la transmision de calor es proporcional a las temperaturas de ambos focos
sin que se cometa un error apreciable, es decir,

Qi T,
Qi T
12
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La maquina de Carnot, por tanto, cumple siempre que

Q1] 10l _

0
T T,

como se deduce de la anterior igualdad, y teniendo en cuenta que uno de los calores es
absorbido y el otro cedido, por lo que sus signos son diferentes. Una generalizacion de
esta expresion es el teorema de Clausius:

g2
T =
donde la integral significa que el sistema sigue un ciclo de tranferencia de calor y traba-
jo, empezando y acabando en el equilibrio con los mismos parametros de temperatura
y volumen. El simbolo d identifica la integral de camino, ya que el calor es funciéon
de proceso y es necesario especificar su camino. El signo de igualdad se debe a que la
maquina es reversible, e irreversible cuando la integral no lo es (puesto que se produce
menos trabajo, se cede mas calor al foco frio).

Consideremos ahora un sistema termodinamico que realiza un ciclo. Si este fuera
reversible, la expresion del teorema de Clausius seria

T yrev
§i

T . , . B Jore .
Dividiendo el ciclo en dos partes tendriamos la integral JA dQT, que es indepen-
diente del camino, es decir, es la diferencia de una funcién de estado:

B =

erev

SB_SAEJ .
a2 T

La funcién de estado S cuya diferencia acaba de definirse recibe el nombre de en-
tropia del sistema. La entropia, por tanto, se define como

. C’I\Qrev
s = .
T

De la definicién Sz — S, se deduce que la entropia es extensiva, puesto que repre-
senta una suma sobre los subsistemas de los que consta el sistema. En los procesos
adiabaticos no hay intercambios de calor, por tanto, entropia es constante S = cte. En
cualquier proceso reversible aislado, no se producen intercambios de calor, igual que
pasaba con las adiabaticas, por tanto el intercambio de entropia sera nulo Sg -S4 = 0.

Supongamos un sistema irreversible que pasa del estado A al B absorviendo en cada
paso un calor dQ. Podra volver el sistema al estado A mediante un proceso reversible,
en cuyos pasos el sistema absorbe un calor 4Q™".

13
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ey B 77 A TAyrev
THENE
T
rev B 77
[N

es decir,
Sp—S, = J —+0>0

con o una constante.

En un proceso irreversible hemos visto que la entropia es: Sg— S4 > 0. Como con-
secuencia, la entropia de un sistema crece para procesos irreversibles. Al ser S una
funcion de estado que depende solo de su estado final e inicial, dQ" admite un factor
integrante por tratarse de una funcién de proceso, este factor es %

Hasta el momento hemos definido el cambio de entropia para un proceso,pero no
el valor concreto para un determinado estado. Este problema se soluciona mediante el
Tercer Principio de la Termodinamica, que define un valor positivo de la entropia en
cada estado.

Postulado de Planck (Tercer Principio de la Termodinamica): ”Se asigna el valor
cero de la entropia a todos los sistemas termodinamicos en el cero absoluto de tempe-
raturas, esto es, con temperatura termodinamica nula.”

Proposicion 1.1. La funcion entropia mide el grado de orden-desorden del sistema.

Demostracion:

Para dar una relacién estadistica de la entropia, debemos considerar S como fun-
cion universal del nimero de configuraciones microscépicas () de un macroestado.
Entonces nos queda:

S=f(Q

Cuando (2 aumenta, la entropia aumenta. Dado que la entropia es extensiva podemos
dividir un sistema S en dos partes a y b con respectivas configuraciones Q, y Q, y
entropias S,y Sy:

S=85,+S,

14
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Q=0,0,

por lo que se tiene

§=1(Q)=f(Qal)

O sea que
f(Qa Q) = £(Q4) + ()

esta ecuacién es cierta en la medida que la relacién entre Sy () es logaritmica. La
funcion monotdénica que satisface esto es

S = kBln(Q)

con kg la constante de Boltzmann, que define el nexo entre entropia y probabilidad,
cuyo valor universal es 1,380648 10723J/K.
|
Este resultado nos proporciona una relacion entre la termodinamica macroscopica
que hemos visto hasta ahora y las configuraciones microscopicas del sistema, sien-
do fundamental para el desarrollo de la mecanica estadistica. En la siguiente seccién
profundizaremos en esta relacion con los sistemas microscopicos y veremos si los Prin-
cipios de la Termodinamica que hemos estudiado siguen verificandose en esas condi-
ciones.

Fluctuaciones

Definicion 1.12. Una fluctuacion es una variacion aleatoria de intensidad, de medida o de
cualidad.

En este apartado estudiaremos las fluctuaciones, que implican la violaciéon de la
Segunda Ley de la Termodinamica para sistemas pequenos. Para ello definiremos los
sistemas microscopicos, introduciremos el Teorema de Fluctuacién-Disipaciéon y nos
centraremos en el Teorema de Fluctuacion.

Sistemas microscopicos

La energia térmica Uy es una parte de la energia interna de un sistema en equilibrio
térmico, proporcional a su temperatura absoluta, la cual se incrementa o disminuye
mediante la transferencia de energia, ya sea calor o trabajo. Esta energia se mide como
kgT, donde T corresponde a la temperatura. A nivel microscopico esta energia esta
relacionada con la energia cinética media de las particulas del sistema.

Los sistemas microscopicos, o sistemas pequenos, segun F.Ritort[8] son aquellos
para los que la energia intercambiada con su entorno es unas pocas veces mayor que
Ur = kgT, y las fluctuaciones de energia son observables. Por lo tanto, podemos decir
que si el tamano del sistema es mas pequeno que el alcance de las interacciones, el
sistema se puede considerar microscopico.

Una particula suficientemente pequena, como un grano de polen, inmersa en un
liquido, presenta un movimiento aleatorio. esto es lo que vié Robert Brown en 1827. El
movimiento Browniano pone de manifiesto las fluctuaciones estadisticas en un sistema
en equilibrio térmico, y explica a escala molecular las colisiones que experimentan las

15
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pequenas particulas que se hallan en un medio fluido. Estas fluctuaciones se deben al
choque de la particula con las moléculas del fluido; pero estas colisiones son también
responsables del rozamiento. Esto implica que el movimiento aleatorio y la fuerza de
rozamiento estén relacionadas entre si para que la particula no se pare, pero tampoco
se acelere, mediante el llamado Teorema de Fluctuacién-Disipacion (FDT).

Si ahora colocamos esta particula sumergida en un fluido en un campo gravitatorio,
veremos el movimiento Browniano sumado al hundimiento de la particula. En ciertos
momentos esto provoca que la particula se eleve en el fluido en vez de hundirse y se
produzca un aumento de su energia potencial gracias a las fluctuaciones. Dicho de otra
forma, la particula ha convertido calor en energia potencial, violando asi el Segundo
Principio de la Termodinamica.

Teorema de Fluctuacion-Disipacion (FDT)

Definicion 1.13. La delta de Dirac 6 es una distribucion que debe su nombre a su creador
Paul Dirac. La delta de Dirac es una funcion generalizada que viene definida por la siguiente
formula integral:

[Cow-xrrm=rw.

(S0]

La funcion 6 de Dirac se define como el limite:

1ex x—x’2
a\/Tt p a

A trozos se escribe como 6 cuando x — x’ diverge y x - x’ converge a cero.

Oq(x — x')=

Definicion 1.14. La ecuacion de Langevin general para una variable aleatoria x tiene la
forma:
X=A(x,t)+B(x,t)&(1),

donde A y B son funciones arbitrarias y & (t) es la fuerza de Langevin, la cudl es una variable
Gaussiana con media nula y con correlacion con la variable x nula:

(&) =0,
(x(t)-&(t)) =0,
(EME() =Go(t-t),

siendo o la distribucion delta de Dirac y G una constante relacionada con las funciones A y
B.

El Teorema de Fluctuacién-Disipacion (FDT) es un resultado fundamental de la
fisica estadistica que relaciona la fluctuacion del sistema en equilibrio térmico con la
respuesta del sistema a las pertubaciones externas producidas.

El FDT fue originalmente formulado por Harry Nyquist en 1928, y mas tarde pro-
bado por Herbert Callen y Theodore A. Welton en 1951.

El cararcter atomico de la materia no solo implica las fluctuaciones, sino que tam-
bién podemos relacionarlo en algunos casos con la existencia de la fuerza de fricciéon o

16
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de rozamiento. En particular, la relaciéon de Einstein, o también conocida como la re-
lacion de Einstein-Smoluchowski (1905), relaciona el coeficiente de difusion y la mo-
vilidad de la particula. Esta relacion viene dada por la férmula:

D= kBT]/l

donde se muestra que la fluctuacion y la disipacién son distintas caras del mismo fe-
némeno.

La relacion de Einstein es considerada el primer FDT, puesto que introdujo el coefi-
ciente de difusién D y la movilidad de la particula p. La movilidad de la particula esta
relacionada con el coeficiente de fricciéon mediante y = % ; para una esfera y = 6mra,
con 7]y la viscosidad y a el radio de la particula Browniana. Einstein muestra que la mo-
vilidad de una particula Browniana esta relacionada con la fluctuacion de la velocidad
del movimiento Browniano.

Teorema 1.3. El coeficiente de difusion de una particula que describe un movimiento Brow-
niano y su coeficiente de friccion estdn relacionados mediante la expresion:

_ kT
-

D

Demostracion:

Supongamos una energia potencial externa fija U que genera una fuerza conser-
vadora F (x) = =V U (x) sobre una particula en la posicién x. Asumimos que la particula
podria responder a ella con un movimiento con velocidad v (x) = pu(x) F (x) = F (x)/y (x).

Ahora asumimos que hay un gran nimero de esas particulas, con una concentra-
cién local p(x) como funcién de la posicién. Después de un determinado tiempo, se
establece el equilibrio, y las particulas se acumlaran en las areas con menos energia
potencial U, pero todavia se extenderan en cierta medida debido a la difusion.

La corriente de derivaciéon es la tendencia de las particulas a arrastrarse hacia el
menor potencial U. El flujo de las particulas debido a la corriente de derivacién es

Jaer (¥) = p(x) F (x)p (x) = —p (x) p (x) VU (x),

es decir, el nUmero de particulas que fluyen mas alld de una posicién es igual a la
concentracion de la particula por la velocidad media.

La corriente de difusion es la tendencia de las particulas a esparcirse por la difu-
sion. El flujo de particulas debido a la corriente de difusién es

Jaif (x) = =D (x) Vp (x),

donde el signo menos significa que las particulas fluyen de mayor a menor concen-
traciony D es el coeficiente de difusion.

Ahora si consideramos la condicién de equilibrio:

- No tenemos flujo, por tanto las corrientes de difusién y derivaciéon se cancelan
Jaer +Jaif = 0;

- Las particulas puntuales no interactGan, es decir, la densidad p viene fijada por

el potencial, Vp = j—gVU.

17
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Debido al estado de equilibrio, y sustituyendo:

d
0= Jaer +Jaif = —ppVU - DVp = (—P‘P —D%)VU.
Si despejamos, nos queda la expresiéon para toda posicién x de la ecuacién general de
Einstein
D=_u 2
au
La relacion entre p y U para particulas clasicas puede ser modelada por la esta-

distica de Maxwell-Boltzmann "
X

p(x) = Ae %57,

donde A es el numero total de particulas. Por tanto

dp 1
AU~ kgt
Si sustituimos en la ecuacién general de Einstein,
D = [/lkBT,
KgT
D=-E,
)4

la cual corresponde a la relacién clasica de Einstein que queriamos probar.
|

El teorema de Nyquist es otro ejemplo de FDT que relaciona la fluctuacion del
voltaje con la resistencia. Para ello primero deberiamos de hablar del ruido térmico en
circuitos eléctricos.

El ruido térmico tiene varios nombres, entre ellos, ruido de Johnson-Nyquist. Fue
primeramente detectado y medido por John B.Johnson en 1928, y mas tarde explicado
técnicamente por Harry Nyquist. Este ruido es generado como resultado de la agitacion
térmica de los portadores de carga, normalmente electrones, de un conductor eléctrico,
independientemente de la tension aplicada debido a que los portadores de carga vibran
como resultado de la temperatura. Esta vibracion depende de la temperatura; a mayor
temperatura, mayor sera la agitacion y mayor nivel de ruido térmico.

Para las fluctuaciones de voltaje espontaneas que ocurren entre los extremos libres
de un circuito resistivo abierto, Nyquist encontr6 que

(V%) = 4kgTR,

donde T es la temperatura absoluta de la resistencia en Kelvin, y R es el valor de la
resistencia en ohms (Q2).

Esta ecuacion es conocida como teorema de Nyquist y establece una relacion lineal
entre las fluctuaciones de voltaje y el valor de la resistencia, y ademas es valida para
todo tipo de materiales.

Corolario 1.3.1. El desplazamiento cuadrdtico medio de una particula Browniana es:
(dr(1))? = (r(t)—ro(t))* = 6Dyt = 6k Tpit,
para tiempos largos.

18



1.2. Antecedentes bibliograficos

Demostracion:

La ecuacién de Newton del movimiento para una particula macroscépica con una
fuerza de fluctuacién aleatoria teniendo en cuenta las colisiones térmicas de las mo-
léculas del solvente con la particula Browniana es:

d
mi=p="L=—yPirq, (1.3)

donde p = %m es el impulso de la particula y m su masa. Esta ecuaciéon tiene la forma
de una ecuacién de Langevin, donde f (t) se caracteriza por

<f(t)>=0,
<f(t)f(t)>=Go(t-t).

No tiene sentido pedir una solucién determinista de la ecuacién de movimiento de
la particula Browniana, ya que sélo se especifican las propiedades estadisticas de la
fuerza aleatoria. El calculo debe estar dirigido a la funcién de densidad de probabili-
dadde pyreneltiempo t, siendo dados los valores iniciales para un tiempo t = 0.

Si integramos la ecuacién 1.3 tendremos la solucién de la ecuacién de Langevin,
que sera por tanto, la funcién de probabilidad para las variables estocacticas (p, r).

p(t)=p(0)exp {—%t} + Ltdt’f(t’)exp {—% (t- t’)}.

Considerando la integral como la suma de muchos términos estadisticamente equi-
valentes e independientes, sea T un tiempo intermedio lo suficientemente pequeno
para que exp {—%t} sea constante, esto es T << % Con esta eleccién de T podemos
reescribir la ecuacién anterior como

p(t) = p(0>exp{—%t} + Zexp{—% (t—jr)}L(j+l)Tdt’f(t’),

donde N = t/7. La fuerza aleatoria es independiente de cada realizacién que ocurre
en el intervalo de tiempo 7, y como consecuencia del teorema central del limite cada
integral de la ecuacién anterior es una variable Gaussiana con media nula.

Podemos definir x; como

v =p(0)-p(O)exp{-Le}.

Igualmente, veamos la posicién de la particula Browniana teniendo en cuenta todo lo
anterior

mi () = p(t) = p (O)exp{—%t} + J:dt’f (t’)exp{— Y (- t')}.

m

Integrando la ecuacién anterior:

Lt i (t)dt = %J:dt’[p(O)exp {—%t} + J:’dt”f (t”)exp {—% (t' - t”)}],

%p ((;)m[1 —exp {_%t}] + %J;tdt’J:,dt”f (t”)exp{—% (t' - t”)},
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cambiando los limites de integracién correctamente

I
£

e

r(t)—r(0) = @[1—63@ % %f”dt J dat”f (t”) exp{ % )}'
r(t)—r(0)= ﬂ[1—exp{—%t}] %L dt”'[ dtf (t”) exp{ %( t’ t”)}'
t

Para estudiar las variables estocasticas (p, r), definamos la variable,
X = (x1,x2)

(x1,%5) = (J dt'f (t exp{ Z:l(t—t } 7/_[ at'f (¢’ [ —exp{—%(t—t’)}]).

De acuerdo con las anteriores discusiones, X es una variable Gaussiana. Para unos
valores inciales p (0) y r(0), la funcién de densidad de probabilidad de la variable X es
claramente identica a la funcién de densidad de probabilidad de (p, r) dada por

P(p,r,tlp(O),r(O),t = 0) =

1 1 -1 vt
(zn)n/zmexp{—EX-D ~X}, (1.4)

con n dimensién y

<x1x > <X1Xp >
D=<X,X>= 11 172 )

<X1Xp > < XpXp >
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1.2. Antecedentes bibliograficos

Con unos simples calculos, recordando las caracteristicas de la ecuacién de Langevin
y las propiedades de la delta de Dirac, obtenemos los valores de la matriz D:

[ 2
<X1xX1 >= m_G 1 —exp{——yt}],
2y L m

<X Xy >=< X9X1 >= Gm —1 ex { 7/t}]z
1X2 >=<XXq 57 P\™m ’

mG(y . 1 2y [ 4
<XpXp >= 7(—t— P [exp{—— }— 1] -2 _1 —exp{—at}]).

t
m m

Ahora es posible identificar la constante G usando el teorema de equiparticién [19].
El teorema de equiparticion de la energia establece que la energia cinética media de
traslacion de las moléculas en estado de equilibrio es E- = kgT/2, por tanto para un
sistema de n particulas sera:

n n
Ec ==-Ur = <kgT,
C ) T 2B

2
EC = 117’11/2 = p—,
2 2m
AM
p?=<p(t)p(t) >=17,

donde I es la matriz unidad y < p(t)p(t) > un producto diadico. La fuerza de fluctua-
cion viene definida por la variable x;. Para tiempos t >> m/y y mediante la ecuacién
de x; llegamos a

lim <p(t)p(t)>= ¢

t—o00 27/

Si volvemos a la ecuacién del teorema de equiparticién, identificamos la fuerza de
fluctuaciéon G

: 1 m _m
ML <P ==l Go =
2y
G=—.

P

Esta relacion es a veces conocida como el Teorema de Fluctuacién Disipacion, ya que
conecta la fuerza de fluctuacion con el coeficiente de friccion, el cual determina la di-
sipacioén de la energia cinética en forma de calor. Con esta identificacién de la fuerza
de fluctuaciéon G, la funcién de distribucién de probabilidad de la variable Gaussiana
(p,r) esta completamente especificada.

Para llegar al desplazamiento cuadratico medio de la particula debemos de tener
en cuenta la definicién de la variable x;:

r(t)—r(0)= P [1 —exp{—%t}] + %J:dt'f(t’) [1 —exp {—%t}] =
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

Por tanto:

(dr (1)) =< (r(t) = r(0)) (r (£) = r(0)) >
=< (xz + @ [1 - exp{—%t}])(xz + @ [1 - exp{—%t}]) >=

=< xpxp > +(@ [1 —exp{—%t )2+ < Xz@ [1 - exp{—%t}] >=

|
p(0)p(0) [
2

1 —exp {—%t

RO, 2 221 a- e -l 21

OO 1282 el 2 ]2l 2]

Para tiempos t >> m/y, esta expresiéon queda

2
}] + <XpXp >=

<Ur=r O -r(0) = LB, 2, 20

&g(o) no dependen del tiempo y son constantes cuando f — oo, nos

f3m

como y 155

queda
<(r(t)—r(0))(r(t)—r(0)) >=2kgT pt.

Como trabajamos en dimensién 3, el calculo es valido para cada una de las 3 dimen-
siones, por tanto, generalizando llegamos a

<(r(t)=r(0)(r(t)—r(0)) >= f2kBT/4t,

tomando la traza de la I, la dimension es n y queda demostrado el corolario.
[

Corolario 1.3.2. La funcion de distribucion de probabilidad (pdf) de una particula libre
viene dada por:

P(r,tlr(0),t=0)=

_|r‘r(0)|2l. (1.5)

(4rnDt)"? P l 4Dt

Demostracién:
Aunque esta pdf puede calcularse directamente con la expresiéon 1.4, haremos una
demostracién alternativa, a partir de primeros principios.

Sea una particula que se desplaza a través de una linea recta con un salto de paso
constante, cada paso que hace hacia delante o hacia atras tiene una probabilidad
de % Si cogemos N pasos la particula podria estar en cualquiera de los siguientes
puntos:

-N,-N+1,..,-1,0,1,..,N -1,N.

N
Entonces la probabilidad de cualquier secuencia de N pasos seria (%) . Queremos

hallar la probabilidad P (4, N) de que la particula llegue a un punto a en N desplaza-
mientos.
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Para llegar al punto a después de N pasos deberiamos calcular una secuencia de
pasos, (N +a)/2 pasos deberian ir en direcién positiva, y los (N —a)/2 pasos restantes
en direccién negativa. El niUmero de secuencias distintas que nos dan este resultado
es:

N!
1IN (LN -a)]
[2 (N +a)|'|5( a)l!

Entonces, nuestra probabilidad seria:

PlaN) = [F(N+a)] [F(N-a)!

En términos binomiales, la ecuacidén 1.6 tendria la forma:

i)

N WY
P(a N)= C(N+a)/2(§) ’

que corresponde con una distribucién de Bernouilli.

Para simplificar los factoriales que aparecen en la expresién 1.6, haremos uso de
la férmula de Stirling. Recordemos que esta férmula permite calcular el valor aproxi-
mado del factorial de un nimero natural muy grande, I, como:

1 1
Inl! = (I+ —)lnI—I+ —In2m.
2 2

Para un N muy grande tal que a << N, y usando la férmula de Stirling podriamos
simplificar la ecuacién 1.6 :

Z”P(a,N)1’(N+%)lnN—%(N+a+l)ln[%(l+%)]

1 N a 1
—E(N—a+1)ln[?(1—ﬁ)]—§ln2n—Nln2. (1.7)

Usando el desarrollo en serie del logaritmo:

podemos escribir nuestra ecuacién 1.7 como:

1 1 a a?
lnP(a,N):(N+§)lnN—§(N+a+1) InN-In2+ — - —

N 2N2
1 a a?
—E(N—a+1)(lnN—ln2—N—m).

Simplificando la parte derecha de la ecuacién anterior, obtenemos:

InP (a,N) ~ —~1nN + In2 = Linam - @
2 2 2N’
1/2 a2
P(a,N) = (W) expl-anc) (1.8)

23



CAPITULO 1. INTRODUCCION

Consideremos ahora el paso al continuo, suponiendo que cada paso es infinitesi-
mal, de valor [, y x = al, cuyas variaciones, que escribiremos como Ax, contienen un
gran namero de pasos. Podemos deducir la probabilidad P (x) Ax de que la particu-
la se encuentre en el intervalo de posicién x, x + Ax después de N desplazamientos.
Tenemos que:

P(x,N)Ax =P (a,N)(Ax/2l). (1.9)
Combinando las férmulas 1.8 y 1.9, obtenemos:
1 x2
P(x,N) = ———M —. 1.10
1) (Zanz)l/zexp[ 2Nl2] (110

Suponiendo que la particula hace n desplazamientos por unidad de tiempo, enton-
ces la probabildiad P (x, t) Ax de que la particula se encuentre entre x y x + Ax después
de un tiempo t viene dada por:

P(x,t)Ax = ! exp s qAx
’ 2(rDt)? 4Dt |
1 [ x? ]
P(xt)= —exp|———
1) (47‘(Dt)1/zexp_ 4Dt |

Veamos que esa identificacién de la constante de difusién D es adecuada. Para
ello haremos uso de la Segunda Ley de Fick [4], que nos predice la forma en que la
difusién causa que la concentracién cambie con el tiempo:

oP 9*P
ot = Daay ~Jair

Aplicando la Segunda Ley de Fick a nuestra expresion 1.10, sustituyendo At = 2ntl?
con N = nt, obtenemos:

1 x?
P(x,t)—Wexp _14_t s

apP 11 x2 2 4x? 2P
— =|-==+ = |P(x,t)=D|-— P(x,t) = D——,
ot ( 2t+At2) (1) ( At A? 2) (1) 9%x
A 1
D=2 =_pnl?
1 2nl

|
Previamente habiamos calculado el desplazamiento cuadratico medio de una parti-
cula Browniana para tiempos largos, cuyo resultado era {(x(t)—x(0))?) = 2kgT ut, siendo
x la variable que determina la posicion de la particula.
Supongamos que nuestra particula sale de un punto x(0) = 0, calculemos el despla-
zamiento cuadratico medio de dicha particula con la probabilidad que teniamos en la
ecuacion 1.10, cogiendo 2D = N2, como el segundo momento de la pdf:

o o 1 x2
(x%) j_wx (x,N) _Oox (4T(Dt)1/zexp 1D:
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Haciendo el cambio de variable u =

X __.
VaDt’
1 (o]

(x2> = 4Dth. uzexp [—u2]V4Dtdu =2Dt,
TC —00

(x*) = 2Dt = 2kgTpt.

Por lo tanto, podemos decir que los FDT establecen relaciones generales entre la res-
puesta de un sistema frente a perturbaciones externas y las fluctuaciones internas del
sistema en ausencia de dichas perturbaciones. Como consecuencia, los FDT se pueden
usar entonces para caracterizar las fluctuaciones producidas, o para derivar la funcién
respuesta del sistema en base al analisis de las fluctuaciones térmicas del sistema.

Teoremas de fluctuacion (FT)

Definicion 1.15. La ecuacion de Fokker-Planck es un tipo especial de ecuacion maestra:

JoP(y,t)  d 1 02
T ‘_a_yA(y)“Ea_yz

(B()P),

donde el rango de y debe ser continuo, A(y) vy B(y) son funciones reales diferenciables con
B(y) > 0. Esta ecuacion puede escribirse como una ecuacion de continuidad para la densidad
de probabilidad:

Pt Iy

dt Ay
donde ] (y, t) viene dado por
J3,0=AG)P+ 2B (y)P.
1) =4y 29y y

Definicion 1.16. La integral de Stratonovich es una integral para procesos aleatorios, usada
como una alternativa a la integral de It6. Esta integral es habitualmente usada en fisica. Da-
da X; : [0, T] — R una variable estocdstica adaptada al movimiento Browniano, su integral

de Stratonovich es: ;
J‘ Xt (o] th
0

Lema 1.1. Muchas técnicas de integracion pueden ser utilizadas para la integral de Strato-
novich, por ejemplo: si f : R — R es una funcion suave, es decir, es de clase C*, entonces

con R, variable aleatoria.

[ 5 omeaw,=rown)- rowe
ysi f : RxR — R es una funcion suave, entonces

T of

. W (Wi, t) o d W, + J o (W, t)dt = f (Wr, T) - f (W,,0).
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Proposicion 1.2. La entropia es la razon de probabilidades del propagador Gaussiano,

[ 7 % F ), \
P[xi+llti + dtlxi! tl] = 4:7—(kBTdtexp [_4kBTdt (xi+1 _xi - #dt) ];

para una particula Browniana sometida a una fuerza externa.

Demostracion:

Recordemos, que segln Langevin una particula que tiene movimiento Browniano
obedece la siguiente ecuacion:

:MJr(@) (1.11)
14 2

donde y es el coeficiente de friccion y £(t) es la fuerza de Langevin. Se ha despreciado
el término mX = p, porque t >> %, es decir, en el limite difusivo.

Una ecuacién equivalente a la ecuaciéon 1.11 es la siguiente ecuacién de Fokker-
Plank:

dP(x,t) _ 1d(F(x)P(x1)) N kgT 9%P (x,t)

ot Y ox % (ax)z

Esta descripciéon incluye una fuerza, que esta constituida por la suma de la fuerza
del potencial ¢ (x) y una fuerza externa f (x) aplicada a la particula. Ambas fuerzas
varian respecto de la posicién de la particula, lo que implica que también dependen
del tiempo,

d
Fley=- 2200 ey,

Para caracterizar la entropia primero necesitamos identificar las principales can-
tidades termodinamicas, es decir, las energias del sistema. Usando el Primer Principio
de la Termodinamica AU = AQ+AW e identificando que la energia interna del sistema
es igual al valor del potencial conservativo, llegamos a:

AU =dQ+dW =d (¢ (x)).

Sin embargo, llegados a este punto, para trabajar con las cantidades termodina-
micas en el sentido tradicional, la multiplicacién deberia seguir las llamadas reglas
de Stratonovich, debido a la aletoriedad del movimiento de la particula . Empleando
este procedimiento, podemos escribir

av =d(p (o) = 225D o gy

X
AW = f(x(t)) odx,

I (x(t))

X

dQ = odx—f(x(t))odx =-F (x(t))odx.
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Podemos entonces integrar estos incrementos infinitesimales sobre una trayecto-
ria de duracién t

AU = JdU j $(x(1)) - p(x(0)) = Ag,
AW = J dW = ff )) odx,
AQ = JdQ JE"P ff o dsx.

Lo que queremos ver es que la relacién de densidades de probabilidad de trayec-
toria seré igual al calor negativo transferido al sistema dividido por la temperatura
ambiente. Para representar dichas probabilidades usamos el “propagador de corta
duracién”, considerando que dt es el tiempo de propagacién de transiciéon de la posi-
cion x; a Xj,1-

La forma basica del propagador adopta una forma Gaussiana, como justificaremos
a continuacion, que refleja la componente fluctuante de la fuerza sobre el promedio
debido al ruido blanco Gaussiano. Abreviando F (x(t)) como F (x, t), podemos escribir
la propagacién como

2
F X',ti
P[Xi+1,ti +dt|xi,t,-] = 4 [mexp [—ﬁ(xﬁ”l —Xj— %dt) ] (112)

Este propagador, como podemos ver, es igual a la densidad de probabilidad de la
funcién de Langevin, cuando sacamos a la particula del equilibrio y se le aplica una
fuerza. Podemos coger dicho propagador, ya que aunque nos encontramos fuera del
equilibrio estamos muy préximos a él.

Debemos evaluar todas las funciones del propagador a mitad del camino entre
los puntos incial y final, es decir, evaluando las funciones en el punto medio x donde
2x = x;,1 +X; y dx = x;,1 — x;. Siendo para x;:

[ 7 y Flnt), |\
P[Xl'+1,tl' +dt|x1~, tl] = W@Xp [_4kBTdt (dx— ” dt) ],

y del mismo modo, para x;,; tenemos:

[ 7 y Fot) |
P[xi, ti +dt|Xi+1,tZ'] = Wexp |:_4kBTdt (—dx— T’ldt) :|

El logaritmo de la razén de probabilidades, cuando dt — 0, se reduce a

lim 1 P i1 i+ dtlx, £ :Zn(P(Xi+1|xi))
dt—0 " Plx;, t; + dt|xiy, 1] P (xilxi1)
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entonces, multiplicando por kg la igualdad anterior, obtenemos la produccién de en-
tropia, construyendo la integral de las contribuciones para cada tiempo t;,

1 (7 AQ  AQ,
—— | dQ=-S= =X _Ag,
TJ; Q T T med

con lo cual, la variacion de entropia es equivalente al radio de probabilidades de la
pdf Gaussiana. AQ,,.4 €s el calor cedido al solvente, o medio, y AS,,,.4 €s su variacion
de S.
[
Como consecuencia de esta demostracion, hemos llegado a una contradiccion con
el Segundo Principio de la Termodinamica, puesto que la distribucién Gaussiana tiene
parte negativa. La integral IOTdQ sera positiva porque sera mas probable ir de x; a
X;j+1 que al revés, pero no ocurre que todas las trayectorias cumplan eso. Por tanto, no
podemos garantizar una entropia creciente para cualquier intervalo de tiempo 7.

Caso particular

Teorema 1.4. El incremento de trabajo es opuesto al incremento de calor para una particula
a la que se le aplica una fuerza externa constante,

AQ = —AW.

Demostracion:

Vamos a estudiar un caso particular donde la fuerza externa aplicada sea cons-
tante, es decir, que no depende no depende de la posiciéon de la particula y ademas no
hay energia potencial, por tanto nuestra fuerza externa quedaria como:

f(x(t)) = Foxt)

podriamos decir que la fuerza total que actla sobre la particula, depende GUnicamente
de una fuerza aleatoria externa, no de algin potencial.

Para ver la densidad de probabilidad de posicién hacemos uso del “propagador de
corta duracién”. El propagador tiene forma Gaussiana, este propagador evaluado en
un punto inicial y final viene dado por:

[ 7 % Flxpt) |’
P[Xl‘+1,ti +dt|xi, t1] = Wexp [—W(dx—ﬁdt) :|

Para analizar la energia interna de la particula, debemos caracterizar las contribu-
ciones a la misma. Usando el Primer Principio de la Termodinamica AU = AQ+AW. La
energia interna del sistema es una constante, puesto que no hay potencial conserva-
tivo, es decir, la fuerza aplicada anuestra particula no incrementa la energia interna
de dicha particula, entonces tenemos que:

dU =0
AW = F (x(t)) odx = Fpy 0 dx,
dQ=-F (x(t))odx =—F,y; 0odx.
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Al integrar estos incrementos infinitesimales sobre una trayectoria de duracién t

obtenemos:
AU = JdU JO 0,

AW = de jf Do dx = Foq (x() - x(0)),
AQ:J; dQ:—I0 F(x(t)odx = —Fuy(x(1)x(0)) = —AW.

Corolario 1.4.1. La funcion de probabilidad del trabajo realizado sobre una particula a la
que se le aplica una fuerza externa constante tiene forma de pdf Gaussiana y se puede escribir

como: )
14 1 14
P(W_| = exp|— W, — T| |.
[We] \ 4rkpTdt Fony P [ 4kpTdtF2,, ]
Demostracion:

T
En el teorema anterior podiamos definir el trabajo de una particula sin potecial en
un tiempo T de la siguiente manera:

2
ext

Wi = Foxyx (7). (1.13)

Podemos decir que la probabilidad del trabajo depende integramente de la probabili-
dad de la posicién de la particula, es decir,

P(W,)dW, = P (x)dx,

que al derivar la ecuacién 1.13 y sustituir en la anterior obetenemos:

dx 1
dW, Fxt

P(W,) =P (x) P(x). (1.14)

La funcién de densidad de probabilida de nuestra posicién era Gaussiana, por tan-
to, la pdf de nuestro trabajo también sera Gaussiana. Al sustituir el trabajo en nuestra
pdf del “propagador de corta duracién” llegamos a la ecuacién que queriamos demos-

trar:
2

i

W‘l’ _ Fext

y__ 1 y
P[W,]= ,|—1— -
[We] \ 4tk Tdt Foyy F l 4kgTdtF,y | Fou 7
_ y 1 Y F?
PIW=\ Gkgrar £, [ dgrars, |V

ext
T T

Y
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Corolario 1.4.2. La variacion de entropia de una particula Browniana con una fuerza exter-
na constante es igual al cociente del trabajo realizado por la fuerza externa y la temperatura
de dicha particula, es decir:
AW
AS = ———.
T
Demostracién:
El logaritmo de la razén de probabilidades del “propagador de corta duracién” de
una particula cuando se le aplica una fuerza externa, calculado en la proposicién 1.2,
cuando dt — 0, se reduce a

. Plxj1,t; +dt|x;, t;] P (xiy1lx;)
a}tlr—?OZn P[xi,ti+dt|xl-+1,ti]] B n(P(Xi|Xi+1))
_ F(x)

~ kgT
= % odx

4w dQ
T~ ol

dx

Entonces, multiplicando por kg la igualdad anterior, obtenemos la produccién de en-
tropia. Construyendo la integral de las contribuciones para cada tiempo t;,

1 (" AQ  AQueq
__ AdO = = _ T x<med _ A ,
TJ; Q T T Smed

con lo cual, la variacién de entropia es equivalente al cociente de probabilidades de
la pdf Gaussiana.

Queda asi demostrado que la variacién de entropia también podria ser definida
por el trabajo realizado entre la temperatura, es decir,

AQmed — AW
T T

Dicho de otra forma, el cociente del trabajo realizado sobre la particula con su
temperatura es equivalente a la diferencia de entropia. La distribucién de trabajo te-
nia forma Gaussiana, por tanto puede tener valores negativos. Como consecuencia,
la diferencia de entropia puede ser negativa para algun tiempo 7, lo que contradice el
Segundo Principio de la Termodinamica.

Asmed =

|
Con el logaritmo de la razén de probabilidades del “propagador de corta duracion”
se deduce que:

ln( Px,' ): ASmedio,
Px,-+1 kB

Seie1=Sx, = kg (1n(Pe1) = In(P,)).
En la Proposicion 1.1. demostrabamos que nuestra entropia en un estado era
S =kgln(Q).
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Por tanto, el resultado aqui encontrado es otra forma de ver la interpretaciéon micros-
copica de la entropia.

Corolario 1.4.3. La probabilidad de que una particula sometida a una fuerza externa cons-
tante reciba un trabajo W, se relaciona con la probabilidad de que ella realice la misma
cantidad de trabajo mediante:

P(W;) AW | ASedio
P(—W,) _exP{kBT}_eXp{ ks |
Demostracion:

El logaritmo de la razén de probabilidades del “propagador de corta duracién” de
una particula cuando se le aplica una fuerza externa, como hemos visto en el Corola-
rio 1.4.2, cuando T — 0, se reduce a:

limIn
—0

P[x,t+ T;x0,t] AW,
Plxo, t+7;x,t]| kT’

con un cambio de variables x; = xy y x;,1 = x.

Teniendo en cuenta la ecuacién 1.14, tendriamos que:

AWT . P(WT)/Pext ]
=lim N In| —— ,
kBT 0 lp(_wr)/Fext

P(WT) _ AWT _ {Asmedio}
P(—WT)_exp{kBT B U

esta ecuacién es conocida como la igualdad del Teorema de Fluctuacién de Crooks
[2].

Como nuestra energia es constante, y se trata de una energia interna, usando la
férmula de la energia libre de Helmholtz, obtenemos:

AF = AU -~ TAS = ~TAS = TAS, .1i0-

Este resultado es un caso particular de la igualdad de Jarzinsky[7] para la energia
libre.
[
Como consecuencia de este corolario, si el trabajo que se hace sobre la particula es
muy grande, el denominador serd muy pequeno. Es decir, cuanto mayor trabajo se le
aplique a la particula, mayor sera la entropia y sera menos probable que un proceso
particular tenga una variacion de entropia negativa, o incluso nula. Esta conclusion
demuestra que el Segundo Principio de la Termodinamica es valido para sistemas ma-
croscopicos, en los cuales el trabajo es muy grande.
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Resultados

El objetivo de esta parte es llevar a cabo un ensayo que nos demuestre la impor-
tancia de las fluctuaciones en los sistemas microscopicos. Para ello, integraremos la
ecuacion de Langevin en una dimension, sin fuerzas que deriven de un potencial:

mx = —yx+f +(Feyt).

Estudiaremos en primer lugar una situacion sin fuerza externa F,,; para comprobar el
Teorema de Fluctuacion Disipacion (FDT). En segundo lugar, aplicaremos una fuerza
externa constante, que nos permitira comprobar el Teorema de Fluctuacion (FT). Para
estas simulaciones haremos uso del lenguaje de programaciéon “Matlab” y del progra-
ma para graficas “qtgrace”.

2.1 Descripcion de la simulacion

Resolvemos la ecuacién de Langevin mediante un método iterativo. El método ite-
rativo consistira en calcular para cada trayectoria las variables que definen el movi-
miento de la particula, como la posicion y la velocidad, a partir de un determinado
tiempo t. Para cada trayectoria, tendremos una iteracion del tiempo, que nos repite el
célculo de estas variables, hasta que se alcance el tiempo final que fijaremos.

Para que nuestra simulacion funcione debemos plantear unas condiciones iniciales
generales para el problema y calcular las variables dependientes. Nuestras condiciones
iniciales generales las dividiremos en parametros constantes y parametros alternables
(parametros que cambiamos durante la simulacion dependiendo del estudio).

Los parametros constantes seran variables que fijaremos y no cambiaremos para ver
una simulacién completa de una misma particula, y no estudiar particulas diferentes
en cada estudio; estas variables son la masa m, el parametro y, la constante de Boltz-
mann por la temperatura K, T, la posicion incial de la particula x, y el tiempo inicial
tO.

Los parametros alternables seran variables que fijamos pero que iremos cambiando
segin el estudio; estas variables son: el numero de trayectorias #, el salto de tiem-
po para evaluar nuestras variables dependientes 0t, el salto de posicion para calcular
nuestra funcién de distribucion ox, el tiempo final de estudio 7, la velocidad inicial v
y la fuerza externa aplicada a la particula F,,; o F.

Las variables dependientes se calculan a partir de los valores en la iteracion ante-

rior. Estas son: el tiempo en un determinado instante t;,; = t; + ¢, la velocidad en un
_ Vit f/O0t+F ey

instante v;,; = v; + 0t *a y la aceleracién a = .

Para poder calcular nuestra aceleraciéon haremos uso de la ecuacién de Langevin.
Como vemos la aceleracion depende de una fuerza aleatoria que no hemos definido
hasta el momento. La fuerza aleatoria f que usaremos sera la conocida como el proceso
de Wiener y viene definida por:

f (6t) = oN(ot);

33



2. ResuLTADOS

donde 02 = 2ymkgT y la funcién N es conocida como el proceso de Wiener que cumple
las condiciones de una ecuacion de Lagevin.

La distribucion calculada a partir del proceso de Weiner reproduce los cuatro pri-
meros momentos de la distribucion Gaussiana, ademas de ser facil de calcular y rapida
a nivel computacional. El proceso de Weiner se define como:

~(36t)Y% si r<1/6;
N (ot) = 0 si 1/6 <r <5/6;
3ot)? si 5/6<r;

con r un numero aleatorio entre 0 y 1. [14]

2.2 Comprobacion del FDT

En la figura 2.1 podemos ver diez trayectorias aleatorias de una particula con las
mismas condiciones iniciales generales, sin fuerza externa y velocidad incial nula. Di-
chas trayectorias son distintas debido a la aleatoriedad que define la fuerza aleatoria
mediante el proceso de Wiener, creando fluctuaciones que hacen que la particula pue-
de moverse en los dos sentidos. En un tiempo 7 = 100 vemos como hay particulas que
se han movido hacia delante y otras hacia atras.

30 T

20 - -

30 . | \ \ \

Figura 2.1: Diez trayectorias de una particula sin fierza externa.

Para estudiar el buen funcionamiento del cédigo, estudiamos a modo de ejemplo la
relajacion del momento de una particula que se mueve con una velocidad alta inicial-
mente y se frena debido a la friccion en el solvente. Esto ocurre para cada particula,
independientemente de las condiciones iniciales que fijemos, siempre y cuanto tenga-
mos un valor de v, alto para poder comprobar que se frena.
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2.2. Comprobacion del FDT

En la figura 2.2 vemos como la velocidad de la particula Browniana, linea violeta,
desciende rapidamente y la particula se relaja. La linea roja es una representacion de la
relajacion del momento de una particula que no se ve afectada por fuerza Browniana,
con una masa m = 1, y que puede calcularse resolviendo la ecuacién de Langevin sin
considerar la fuerza aleatoria:

p=-yv+f,

aplicando el valor promedio a la ecuacién anterior obtenemos:

Py =y)+{f)

. __ Y
p=-p,
P _4

—yp/m
- Y
p=poerp{-Li,
- A
v —voexp{ mt}.

Para intervalos de tiempo muy grandes, t — oo, tendriamos que v = 0.

Figura 2.2: Relajacion de la velocidad de una particula sin fuerza externa.

Ahora veremos como se comporta nuestra funcion de distribucion de probabilidad
para trayectorias en un intervalo de tiempo determinado de longitud 7. En la figura
2.3 vemos como la pdf de nuestra particula tiene forma Gaussiana, como habiamos
deducido mediante el Teorema de Fluctuacion-Disipacion (FDT).

Sisuperponemos la pdf de nuestra particula con la pdf del resultado de la expresion
1.5, claramente la calculada con nuestro c6digo se asemeja a la tedrica. Para obtener
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2. ResuLTADOS

los resultados presentados en la figura 2.3 hemos simulado 4500 trayectorias con dife-
rentes valores de 7, como se indica en la figura. El valor de nuestro intervalo de tiempo
de la pdf tedrica, que a partir de ahora siempre sera representada con el color rojo, sera
T = 10. El ruido de nuestra pdf calculada mediante el c6digo es pequeno debido a que
hemos cogido un 6x = 0,1, por lo que tenemos menos ruido. Como consecuencia de que
aumente el intervalo de tiempo, las funciones de distribucién de probabilidad se van
ensanchando a la vez que disminuyen, como corresponde en un proceso de difusion,
en una dimension.

En la figura 2.5 podemos ver los resultados de las pdf, manteniendo el intervalo
de tiempo 7 = 10, al cambiar el coeficiente de fricciéon y. La pdf tedrica esta calculada
con 7 = 10y ¥ = 1. Debemos resaltar que cuanto mayor sea la friccién, menor es el
coeficiente de difusion, y por tanto, nuestra pdf esta mas cercana a x = 0, y mas crece
la distribucién Gaussiana.

La linea roja representa el calculo teérico con T =10y y = 1, segun la expresion
1.5.

02 T T T T

0.15 — _

0.1—

P(x)

0.05 —

9% 10 T 20

Figura 2.3: Histograma de 4500 trayectorias de una particula sin fuerza externa, super-
puesta con el histograma de la Gaussiana, para distintos valores de t: 7=5, linea verde,
t=10, linea azul, t=15, linea magenta y t= 20, linea amarilla).
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0.25 T T T T

02— _

P(x)

01—

0.05 —

Figura 2.4: Histograma de 4500 trayectorias de una particula sin fuerza externa, super-
puesta con el histograma de la Gaussiana, para varios coeficientes de friccion: y=0.2,
linea verde, =1, linea azul, y=3, linea magenta y =5, linea amarilla.

2.3 Comprobacion del FT

Una vez visto todo lo anterior para el caso de una particula sin fuerza externa,
supongamos ahora una particula a la cual se le ejerce una fuerza constante. En este
apartado se comprobara el caso particular del Teorema de Fluctuacién (FT).

En la figura 2.5 se muestran diez trayectorias de una particula con una fuerza ex-
terna F = 0,1. Se puede apreciar que para un tiempo 7 = 100 algunas particulas se han
movido hacia delante y otras hacia atras, tal y como pasaba en las trayectorias de una
particula sin fuerza externa. Si comparamos esta figura con la 2.6, que representa la
particula con una fuerza externa F = 0,3, y la figura 2.7, con una fuerza externa F =1,
comprobamos que en las nuevas figuras, para tiempos largos, todas las particulas han
seguido una trayectoria hacia delante.

Al ejercerle una fuerza externa a la particula, debemos compararla con f, la magni-

tud de la fuerza Browniana, que es aproximadamentente \/% = /kgTy segiun el FDT.

Si la fuerza externa es menor que \/kgTy, la fuerza aleatoria serda dominante, y ape-

nas veremos el arrastre provocado por la fuerza externa. En cambio, si F >> \/kgTy,
la fuerza externa serd dominante y la particula se movera predominantemente en la
direccion de la fuerza. Como consecuencia de lo anterior, cuanto mas se vaya acercan-
do la fuerza externa a ese valor, menores seran las fluctuaciones, y las trayectorias se
concentraran mas entorno a una linea practicamente recta, como ocurre en la figura
2.7. Si ponemos una fuerza muy grande, como por ejemplo F = 5, apenas vemos las
fluctuaciones, 2.8, pero al ampliar la imagen, si las veriamos mejor.
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40 T T T

Figura 2.5: Diez trayectorias de una particula con una fuerza externa F = 0,1.

80 T T T

Figura 2.6: Diez trayectorias de una particula con fuerza externa F = 0,3.
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2.3. Comprobacién del FT

Figura 2.7: Diez trayectorias de una particula con fuerza externa F = 1.

600 T T T

Figura 2.8: Diez trayectorias de una particula con fuerza externa F = 5.

Podemos estudiar la relajacion del momento de una particula cuando le aplicamos
una fuerza externa constante, como hicimos anteriormente en el caso no forzado. En
nuestra figura 2.9 observamos como la particula se relaja para el caso rojo pero no para
el caso azul.

La linea de color azul nos representa la relajacion de una particula con una fuerza
externa muy grande F = 5, por ello nuestra particula disminuye su velocidad hasta que
la particula se mantiene con una velocidad constante no nula dada por la fuerza exter-
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na. El resultado de que la velocidad se mantenga fluctuando en torno a un valor finito
que depende de la fuerza externa, lo podemos comprobar tedricamente aplicando el
valor promedio a la ecuacion de Langevin, considerando la fuerza aleatoria, cuando 7
es muy grande:

p=—-yv+F+f,
aplicando el valor promedio a la ecuacién anterior obtenemos:

(P)=yW) +(F)+(f)

. )4
=—Lp4+F
p mP+ ,
d—p:dt’

F—y/m

p

_ﬂln(Zp) :t67

)4 m- Tpo

_ v F_’”( _ {_Z })
p_poexp{ mt}+ > 1—-exp mt ,
v:(vo—i)exp{—zt}wti
Y m Y

F

Para intervalos de tiempo muy grandes, t — oo, tendriamos que v = 2

La linea roja representa una particula con una fuerza externa pequena F = 0,1. En
este caso la particula se relaja practicamente a cero, debido a que la fuerza externa es
muy pequena.

-, —

Figura 2.9: Momento de la particula con una fuerza externa ejercida: F = 0,1 linea roja
y F =5 linea azul.
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2.3. Comprobacién del FT

La figura 2.10 representa las pdf de la particula sometida a una fuerza externa
F =1, para distintos valores de 7. Podemos ver que las distribuciones estan todas des-
plazadas hacia “x” positivos, no como pasaba en la figura 2.3.

Podemos corregir ese desplazamiento de las pdfs representandolas frente a x — %T,
como nos indica la pdf tedrica, que nos representa la expresion 1.12. Efectivamente,
como muestra la Figura 2.11, de esta forma se corrige el desplazamiento y la situacion

representada se asemeja a la difusion de una particula libre que vimos en la figura 2.3.

En nuestras figuras 2.10 y 2.11 las trayectorias se ven mas achatadas conforme au-
mentamos el intervalo de tiempo 7. En el apartado de las fluctuaciones llegabamos a
la conclusién de que para valores muy pequenos de 7, podiamos decir que se violaba
la Segunda Ley de la Termodinamica. La figura 2.10 nos muestra como al disminuir
el tiempo la parte negativa de nuestra Gaussiana toma valores mas altos, y por tanto
existe mayor probabilidad de que nuestra particula pueda ir hacia atras en vez de hacia
delante, lo que llevara a cambios de entropia negativos.

En las figuras 2.12 y 2.13 se ha utilizado una fuerza externa F = 0,1, como se apre-
cia, no hay apenas la diferencia con la figura 2.3. Las figuras 2.14 y 2.15 representan
las pdf con una fuerza externa F = 5, en este caso se aprecia como la curva tedrica se ve
bastante desplazada respecto de la curva calculada, esto se debe a que el “propagador
de corta duracion” utilizado era el mismo que para una particula que esta en equili-
brio, puesto que suponiamos que estabamos fuera del equilibrio pero no muy alejados
de él. El error explicado anteriormente se vera aumentado conforme incrementemos el
valor de la fuerza externa que actta sobre la particula.

02 T T T
0.15 — _
W
- 0.1 _
Ay
0.05 — _
0 | VL 1
-10 30 40

Figura 2.10: Histograma de 4500 trayectorias de una particula con una fuerza externa
F =1, superpuesta con el histograma de la Gaussiana, para distintos valores de 7: 7=5,
linea verde, t=10, linea azul, t=15, linea magenta y 7= 20, linea amarilla).
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Figura 2.11: Histograma de la figura 2.10 fijando el centro de las pdf. Las distintas
lineas representan las pdf para distintos valores de 7, como se indic6 en la figura 2.10.

02 T T

0.15 — ]

P(x)
T

0.05 —

-20 20

Figura 2.12: Histograma de 4500 trayectorias de una particula con una fuerza externa
F =0,1, superpuesta con el histograma de la Gaussiana. Las distintas lineas represen-
tan las pdf para distintos valores de 7, como se indicé en la figura 2.10.
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Figura 2.13: Histograma de la figura 2.12 fijando el centro de las pdf. Las distintas
lineas representan las pdf para distintos valores de 7, como se indicé en la figura 2.10.
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Figura 2.14: Histograma de 4500 trayectorias de una particula con una fuerza externa
F =5, superpuesta con el histograma de la Gaussiana. Las distintas lineas representan
las pdf para distintos valores de 7, como se indic6 en la figura 2.10.
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Figura 2.15: Histograma de la figura 2.14 fijando el centro de las pdf. Las distintas
lineas representan las pdf para distintos valores de 7, como se indic6 en la figura 2.10.

Como vimos en el estudio del caso particular de fuerza externa constante, la distri-
bucion de trabajo realizado sobre la particula se relaciona de forma trivial con la pdf
de la posicion de la particula:

P(x)

P(Wt) = F
ext

y Wt = xFext.

En las figuras 2.16 y 2.17 hemos representado la distribucion de probabilidad del
trabajo ejercido sobre la particula, que si lo comparamos con las figuras 2.10 y 2.14
podemos ver que son equivalentes. Sin embargo, la presentacion de las distribuciones
de trabajo hace mas evidente que existe una probabilidad finita de que la particula
haga trabajo sobre la fuerza externa (porque las curvas se extienden a la region W; < 0).

0.04

0.03 — -

0.01 —

200

Figura 2.16: Distribucidon de probabilidad del trabajo ejercido sobre la particula de la
figura 2.10.
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Figura 2.17: Distribucion de probabilidad del trabajo ejercido sobre la particula de la
figura 2.14.

En la figura 2.18 representamos finalmente el logaritmo del cociente de la proba-
bilidad del trabajo ejercido sobre la particula y la probabilidad del trabajo que realiza
la particula frente al trabajo. Como consecuencia de esto, mirando en el rango del tra-
bajo W; = [-4,4], podemos ver como el cociente no es nulo y sera posible que haya
intercambios de entropia negativos.

In P(W_t)/P(-W_t)

Figura 2.18: Logaritmo del cociente de la probabilidad del trabajo ejercido sobre la
particula y la probabilidad del trabajo que realiza la particula.

45



O 0 N N Uk W N

Lo e e S T T O € O O O O O T T S T e T S N 2 T NS B S e S S S T e e e e R e e e e
B W D= O 0 00 NN kR WD RO 0 0NN U R WD RO 0 0NNl RN RO

2. ResuLTADOS

2.4 Codigo de la simulacion

datos=fopen(’C:\ Users\Irene\Desktop\TFG\trayectoriaF (5).dat’,’'w

")

m=1.;
gamma=1;
dt=0.01;
dx=0.1;
KbT=1.;
sigma=sqrt (gammax2+m+KbT) ;
F=0.5;
tau=10.;
n=4500; %wumero de trayectorias
for i=1:500

hist (i)=0;
end
xx=linspace(-25,25,500);
xxi=linspace(-250,250,500);
for trayectoria=1:n

t0=0;

x0= 0;

v0= 0;

while (tO<tau)
t=t0+dt;
r= rand;
if (r<1/6)

W=—sqrt(3xdt);
elseif (r>5/6)

W=sqrt (3xdt);
else

W=0;
end
f=sigmaxW;
a=(—gammaxv0+f/dt+F) /m;
x=dt*v0+x0+(dt)N2/2xa;
v=v0+dt=xa;
x0=x;
vO=v;
t0=t;
%trayectorias
hold on;
plot(t,x,

)

o’);

fprintf(datos, ’ %8.2f %8.5f\n" ,t,x);

hold off;
%momento relajandose
hold on;
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J

plot(t,v,’0’);
fprintf(datosl ,” %8.2f %8.5f\n’ ,t,v);
hold off;
end
Y%histogtama
xi=fix (x/dx)+250;
hist (xi)=hist(xi)+1;
plot (xxi, hist);
end
for 1i=1:5000
x=(1-250)xdx;
fprintf(datos2,’ %8.2f %8.7f\n’ ,x, hist(i)%1.0/n/dx);
end

Y%histograma teorico

xx_0=0.0;

yy=sqrt (msgamma/(4%3.14xKbTxdt) )xexp(-mr+gamma/(4xKbT+dt)x*power
((xx—xx_0-F/(m+gamma)xdt) ,2));

hold on;

plot(xx,yy, ' -r’);

hold off;

%cociente de probabilidades del trabajo
histl=hist;

cociente=zeros(500);

for i=1:500

if (hist(i) > 0) && (histl1(501-i) > 0)
cociente (i)=log(hist(i)*1.0/histl(501-1i));
hist(i)*1.0/hist1(501-1);
plot (xx,cociente);
end;

end;

xlim([-10 10]);
hold on;
plot (xx,xx*F);
hold off;

fclose(’all’);
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Conclusiones

Las principales conclusiones que podemos extraer del presente trabajo son:

Se ha revisado la Termodinamica clasica para sistemas macroscopicos, se han es-
tudiado sus principios, y se ha visto la interpretaciéon microscépica de la entropia.

Se ha revisado la dinamica de una particula Browniana, y se han estudiado los
Teoremas de Fluctuacion-Disipacion y de Fluctuacion.

Se ha estudiado el caso particular de una fuerza constante, calculando las expre-
siones explicitas del propagador a tiempos cortos, la distribuciéon de trabajos y
entropia, y las igualdades de Crooks y Jarzinsky.

Se ha escrito un c6digo en Matlab para estudiar el caso de una particula Brow-
niana sometida a una fuerza externa.

Se han comparado los resultados con las predicciones tedricas y se ha encontrado
un acuerdo muy bueno.

El principal objetivo del trabajo, que era observar violaciones de la segunda ley
de la termodindamica a nivel microscopico se ha cumplido.
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