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Abstract in English

This work is focused on porous medium equation, which describes anomalous dif-
fusion of gases through porous media with the restricted fractional laplacian operator,
(=AY u™+ % for m>1,se(0,1). The study of this equation has a lot of applications in
other areas (population dynamics, image processing, etc) and it is relatively recent, it
began to be studied in 1958 and in the last decades, mathematicians as Luis Vazquez,
Mateo Bonforte or Luis Caffarelli, are ahead in the investigations, whose work this
document is going to be based on.

We are going to review the known proofs of existence and uniqueness of weak
dual solutions, in order to do it, we are going to study certain types of solutions, like
mild solutions or solutions of the class Sp, and relations with the weak dual solutions
which are going to help us to obtain essential results about bounds for the solutions.
All this presented after having introduced some preliminaires, to know where we are
working, with an important key point being the Lebesgue spaces, and after obtaining
a set of fundamental properties of the function u™ and of the laplacian operator with
special emphasis on eigenfunctions and eigenvalues which are going to complete the
understanding of spaces and later results.
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Resumen en espaniol

En este trabajo esta principalmente enfocado en la ecuaciéon en medios porosos que
describe la difusiéon anémala de gases en un medio poroso con el operador laplaciano
fraccionario restringido, (-6)°u™ + % param>1,s€(0,1). El estudio de esta ecuacion
de difusion tiene muchas aplicaciones en otras areas (dinamica de poblacién, procesa-
miento de imagenes, etc), y es relativamente reciente, se comenzd a estudiar en 1958 y
en las utlimas décadas, matematicos como Mateo Bonforte o Luis Caffarelli han lidera-
do las investigaciones, en cuyos trabajos nos centraremos.

Revisaremos las pruebas de la existencia y unicidad de las soluciones débiles dua-
les, para lo que se estudiaran ciertos tipos de soluciones, como soluciones mild o solu-
ciones de la clase S, y relaciones con la soluciones débiles duales que nos permitiran
obtener resultados sobre las cotas de esas soluciones imprecindibles. Todo esto sera
presentado tras introducir unos preliminares, siendo los mas importantes los espacios
Lebesgue y tras obtener unas propiedades fundamentales de la funcion u™ y del opera-
dor laplaciano con especial énfasis en sus autovalores y autofunciones que completaran
la comprension del espacio y de algunos resultados posteriores.
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Introduccion

El concepto de difusion se puede definir como el movimiento de materia en un
sistema cualquiera de una regién con alta concentracion a otra con baja.

El estudio de este fendémeno comenzo en Fisica en el siglo XVII con Robert Boyle y
su estudio sobre los gases. A lo que le sigui6 el estudio de problemas de calor gracias
a J. Fourier con su trabajo "Théorie Analytique de la Chaleur” de 1822, tras un intento
fallido en 1807. Tras esto en la década de 1850 Adolf Fick realizd su trabajo sobre las
leyes de difusion estableciendo que el flujo de masa era proporcional al gradiente de
la concentracién y obtuvo una conexion también entre difusion, conduccién del calor
y electricidad.

Durante estos anos la teoria de ecuaciones de derivadas parciales lineales avanzé
mucho pero también se observd que no era muy precisa a la hora de modelizar pro-
cesos fisicos, solo eran utiles para algunos muy simples. No se hicieron avances en el
desarrollo de versiones no lineales de las tres ecuaciones en derivadas parciales clasicas
(La ecuacion de Laplace, ecuacion del calor y ecuacion de ondas) hasta el siglo XX. Fue
entre 1930 y 1960, cuando Leibenzon (1930) y Muskat (1933) estudiaron el flujo de
gases en medios porosos, y se comenzd a construir teorias sdlidas para esas ecuaciones
no lineales, con grandes avances, sobre todo, en el estudio de ecuaciones parabdlicas.

A partir de estos avances se comienza a desarrollar en 1958 la teoria matematica de
las ecuaciones en la que se centrara este texto (momento en el que Oleinik introdujo las
soluciones débiles), con una base sélida en 1980, a partir de la que se ha ido avanzando
y desarrollando atin mas en las altimas décadas.

En nuestro caso nos centraremos en problemas de difusion fraccionaria donde el
operador es un laplaciano fraccionario, para representar procesos con difusiéon anéma-
la con aplicaciones en mecanica cuantica, en finanzas o procesamiento de imagenes.

En concreto nos centraremos en el siguiente problema de Cauchy-Dirichlet homo-
géneo:

% +LF(u)=0 paratodo (t,x) € (0,00)x (],
u(t,x)=0 para todo (t,x) € (0,00) x RN\Q),

u(0,x) =uy(x) paratodoxeQ.

En el anterior sistema u hace referencia a la concentracién o densidad del soluto en la
difusién estudiada, Q es un conjunto abierto acotado de RN, cuya frontera es suficien-
temente regular (basta que sea de la variedad de clase C!'!). Con:

1. £:dom(L) c L'(Q) — LY(Q) un operador lineal, simétrico ((Lu,v)=(u, Lv)), den-
samente definido representando la difusiéon. Como caso modelo consideraremos
(=A)*, el operador laplaciano fraccionario restringido, definido manera general
conxeR", ye RNy f:R" — R como:

x+y

( A) f( = CN Sp J\ f |y|N+25




1 —cos(yq)
N |y|n+25dy

Con p.v el valor principal de Cauchy y cy ¢ = (J ) > 0, una cons-
R

tante que no tendra relevancia en nuestro trabajo.

2. F una funcién mondtona real no decreciente y continua cumpliendo que F(0) =0
y F’(0) = 0, que como caso modelo sera u™.

En este sistema presentado, aparece la ecuacion conocida como ecuacion en me-
dios porosos:

%+(—A)5um:0, m>1,s€(0,1),N > 2s. (1.1)
El objetivo principal de este trabajo es por tanto el estudio de la ecuaciéon en medio po-
rosos, centrandome en aspectos como propiedades del operador, de la ecuacion, tipos
de soluciones de la misma, junto con algunas propiedades de esas soluciones (exis-
tencia, regularidad, etc). Una de las principales motivaciones de este trabajo, el gran
abanico de aplicaciones de estas ecuaciones tales como en teoria de la probabilidad, en
el ambito demografico, en el estudio de la distribucién de las poblaciones, entre otras
areas donde juega un papel fundamental como en fisica tratando temas de cosmologia,
mecanica cuantica y termodinamica, donde las particulas se mueven de zonas de al-
tas temperaturas a zonas de bajas temperaturas. Cn este trabajo no pretendemos hacer
una basqueda exhaustiva de bibliografia sobre el tema y por tanto no aparecen citados
todos los autores que han realizado valiosas aportaciones al tema. Ademas de hecho he
usado mas fuentes bibliograficas pero en la bibliografia solamente aparecen las que de
forma mas directa son necesarias para la redaccion del trabajo.

Otro punto importante respecto a esta ecuacion es la relativa novedad de los traba-
jos sobre este tema, pues para algunos parametros la ecuacién se ha estudiado desde
los anos setenta (s = 1) por muchos autores, mientras que para otros valores (s € (0,1))
el estudio es bastante reciente y se sigue desarrollando dia a dia (estudios sobre este
caso han sido realizados por autores como Luis Caffarelli [5]).

Esto me lleva a usar los conocimientos ya estudiados en la carrera, desarrollar y
ampliar mis conocimientos en matematicas, a partir de la base construida en el altimo
curso, y también constituye un reto importante para introducirnos al mundo de la
investigacion.



Preliminares

Esta seccion tendra como objetivo introducir conceptos claves tales como los espa-
cios en los que nos situamos y una serie de hipotesis sobre el operador £ y la funcién
F,lo que serad fundamental para comprender un conjunto de propiedades del operador
laplaciano fraccionario, como pruebas que surgiran mas adelante.

2.1 Introduccion a los espacios de Sobolev

Recordemos primero un par de definiciones, del espacio de Banach y de Hilbert.

Definicion 2.1. Un espacio de Banach es un espacio normado de manera que la métrica
inducida por la norma es completa (toda sucesion de Cauchy es convergente).

Definicion 2.2. Un espacio de Hilbert, H, es un espacio vectorial con un producto escalar,
(u,v), de manera que con la norma <u,v>1/2, tiene estructura de espacio de Banach. Cum-
pliendo ademds que H es uniformemente convexo.

Antes definir el proximo espacio, recordemos el concepto de espacio dual e inyec-
cion canonica.

Sea X un espacio de Banach sobre un cuerpo numérico K, su espacio dual normado
X’ esta formado por el conjunto de todas las funciones lineales f : X — K con norma
dual ||f]|" = sup{|f (x)| : x € X, ||x|| = 1}. El espacio dual de este espacio sera el bidual de
X, X”.

Por otro lado tenemos la funcién inyeccion canénica J(x) : X’ — K que es lineal y
continua en X’ (J(x) € X”) definida como J(x)(f) = f(x) f € X . Es una aplicacién bien
definida, lineal e isométrica, permitiendo identificar el espacio X con el subespacio
J(X) de X"

Definicion 2.3. Los espacios reflexivos son aquellos en los que se cumple que la funcion
J es sobreyectiva cumpliendo que J(X) = X” y asi se identifican implicitamente X y X”,
coinciden como espacio vectorial y topologico.

Ahora centrémonos en los espacios Lebesgue, que son imprescindibles en el trabajo
pues muchas de sus propiedades seran usadas en demostraciones posteriores.

Definicion 2.4. Sea p € R con 1 < p < oo; se define el espacio de Banach, conocido como
espacio de Lebesgue, LP(Q)) como el siguiente conjunto {f : Q3 — R; f medible y IQ IfIP < oo},

1/p
con norma ||f|rrq (I If (x |pdx) .

Por otro lado se deﬁne L*(Q)) como el conjunto de las funciones f : (J — R medibles,

para las que existe una constante C tal que |f (x)| < C a.e, x € Q, con norma
If llzeo(@) = Inf{C : |f (x)| < C a.e x en Q}.

Propiedades de los espacios LP(Q))

1. Desigualdad de Holder. Sean f € LP(Q)) y g € L9(Q)) con 1 < p < oo con ll—7+% =1.
Entonces fg € LY(Q) y [ 1fgl < IIfllroyllglliia)
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2. Siel espacio () es de medida finita, |Q)| < o0, si dados 1 < g < p < o0, entonces
LP(QQ) c L1(Q), (2.1)

Ifllago) < IQIP= VP fllpq) Vf € LP(Q).
3. L*(Q) es un espacio de Hilbert con producto interno (f,g) = fQ fgdx.
4. LP(Q) es reflexivo Vp € (1, o).

Consideremos también los espacios de Lebesgue con peso positivo, LZ)(Q) con ¢
una funcién medible y positiva, con p € [1,00) como el conjunto de funciones medibles

1/p
f:Q — R tales que JQ ¢|f|P < o0, con norma ”f”LZJ(Q) = (J;) ¢1|f|pdx) .

Ahora ya estamos en condiciones de definir los espacios de Sobolev.

Definicién 2.5. El espacio de Sobolev WP(Q) es el conjunto de funciones de LP(Q) que
admiten derivadas débiles de primer orden en LP(Q)), es decir, para cada i = 1,...,N existe

g; € LP(Q)) tal que JQ ug—xi = —IQ gip para cada funcién test p € CL(Q). A la funcion g; la lla-
maremos derivada débil de u respecto a la variable x;. Tienen norma ||ully1pq) = llullr Q) +
IVullzp()n- Estos espacios son reflexivos para 1 < p < oo, separable para p € [1,00) y
para p = 2 es un espacio de Hilbert separable, H'(Q), con producto escalar (U, VY1) =
<Ll, v>L2(Q) + (Vu, VU>(L2(Q))N.

Definamos ahora otro espacio de Sobolev mas general.

Definicion 2.6. W™P(Q) = {u e W LP(Q)): g—; € W™LP(Q) para cada i =1,...,N} con
p € [1,00],m > 2. Este espacio Sobolev con norma ||ullwirqy = lullLr) + Ljgjey 1ID4 llr )
heredard las propiedades de W''P(Q). Por otro lado H™(Q) son los espacios W™?(Q)), espa-
cios de Hilbert con producto escalar (u, v)pmq) = (4, v)12(Q) + Y (D%, D).

Es claro que C["(Q) esta contenido en W"P(()) y esto nos permite definir las fun-
ciones de los espacios de Sobolev que "se anulan en el borde". Considerando esto defi-
namos los siguientes espacios.

Definicion 2.7. El espacio Wol’p(Q) es el cierre de C1(Q) en WYP(Q), cuya norma es la
inducida por WYP(Q). Es un espacio separable, el cual serd reflexivo para p € (1,00).

Si consideramos el espacio H&(Q) = W01’2(Q) tendra como producto escalar el inducido
por HY(Q), y serd un espacio de Hilbert separable.

Al espacio dual de Wol’p(Q) para p € [1,c0] se denota como W17/ (Q) y por H~'(Q)
al dual de H&(Q). Se tiene que si () es acotado Wol’p(Q) c L3(Q) c W LP(Q) para

p €[1,00) y sino es acotado Wol’p(Q) c L*(Q) c W-P(Q) para p € [1,2]. Demos ahora
la definicion de otro espacio que se obtiene como el cierre de otro C*((2).

Definicion 2.8. El espacio Wéﬂ’p(Q), es el cierre de C"(Q)) en W"P(Q)) cuya norma serd la
inducida por W™P(Q), siendo Wén’z(Q) el espacio de Hilbert Hy'(Q).



2.2 Espacios de Sobolev fraccionarios

Teniendo en cuenta que el operador que pretendemos analizar involucra al lapla-
ciano fraccionario es necesario introducir los espacios de Sobolev fraccionarios. Esto se
suele hacer habitualmente desde un punto de vista espectral o bien de integrales sin-
gulares. Mostraremos la definicién espectral asociada a un operador £ : L2(Q) — L?(Q)
para el cual el problema de valores propios Lu = Au en Q, u = 0 en RN \ Q, admita
una base ortonormal en L?(Q)) de funciones propias ¢y, con valores propios positivos
Ag. Por tanto dado f e L2(Q) A!f: f = Y roq fe¢dr. Cumpliéndose que

(P P2 ) = Ok
iy =) fldw iy =F;
k=1
De donde podemos obtener que :

LFx) =) flldx) =) efildp)().
k=1 k=1

Se puede definir ademas la potencia r de £ como L"f(x) =) 2, )\;fkcj)k(x).
Podemos asociar a ese operador la funcion bilineal usando la simetria del operador.

B(f,g):= sz:gdx - JQ L2gL7 fdx = JQ gL fdx.

Respecto a esa forma bilineal, el espacio de Sobolev asociado a £, definido como,

H=H(Q)= {f eL*(Q): i/\ksz < oo},
k=1

NI=

An\1/
es un espacio de Hilbert con norma || f ||y = (Z;‘;l )\ksz)l 2 ||_C1/2f||L2(Q) = (IQ fﬁfdx)

y producto interno (f,g)y =} 12 $kfx = B(f, 8).

Cuando L es el operador laplaciano fraccionario, existe una relacion entre el espacio
de Sobolev fraccionario H definido de forma espectral y los espacios fraccionarios de
Sobolev mas usuales definidos mediante integrales singulares (H?, H(S) conse(0,1/2)6
s€(1/2,1)),

WS2(Q) = H(Q)={u e L*(Q): %—%3)2 e L2 (QxQ)},

con norma:

||u||[2-IS(Q) = ||u||1%2(Q) + |”|12_15(Q)- (2-2)

(u(x) -~ u(y))*
|1/l|%_15(0) = J\Q \J‘Q dedyl Se (O, ].)



La relacion entre los espacios Sobolev y H(Q)) seria la siguiente:

Hy(Q), sise(1/2,1),
H(Q)={ Hj)(Q) sis=1,
HY2(Q) sise(0,1/2).

En este caso H;((2) se define de forma anéloga aH)Q)y

Hyo?(Q) = {u € L2(Q) : |ul g2 < o0, dx < oo).

fgm

2.3 El operador laplaciano fraccionario

Aunque el operador diferencial que pretendemos estudiar involucra a (-A)*u', los
resultados de esta memoria se pueden extender a operadores £ mas generales que
el operador laplaciano fraccionario y funciones F(u) mas generales que u™. En esta
seccion mostraremos las propiedades esenciales, contenidas en [2], que deben cumplir
Fy L, las cuales satisfacen u™ y el operador laplaciano fraccionario:

(A0) F e CL(R\{0}), F/F’" € Lip(R) y existe ay, a; € (0,1) tal que 1 —a; < (F/F’) <1 —a,.

F(( )) anulandose si F(r)=F’(r)=00r=0.

Con
Esta hipotesis se cumple claramente para el caso de u”, nuestro caso modelo,

parael que ap < (m—-1)/m<a; <1.

(A1) L es lineal, simétrico, densamente definido y m-acretivo en L!(Q).

(A2) Silaimagen de f esta contenida en el intervalo [0, 1] entonces la imagen de e~*~

aplicada a f también estara contenida en [0, 1], equivalente en operadores linea-
les a:

(A2’) Si B es un grafo maximal monétono, en RN x RN con 0 € §(0) (indicaremos que
el par (s,t) € p escribiendo que t € (s)), u € dom(L), Lu € LP(Q) con p € [1,00],
v e LP/P=1(Q)), v(x) € B(u(x)) a.e, entonces

J v(x)Lu(x)dx > 0.
Q

Respecto a (A1), que nuestro operador en el caso modelo, £ : dom(L) c L1(Q) — L}Y(Q)
sea m-acretivo (seria el mayor de los operadores acretivos), quiere decir que :

1. Es acretivo, es decir, que para cada A > 0 existe (I + AL)"!, denotada por G de
manera que G : R(I + AA) — L}(Q) (con R siendo el rango) es una funcién no
expansiva, es decir, ||G(u) — G(v)|| < ||u —v||.

2. R(I+AL)=LYQ), es decir, que la funcién I + AL es sobreyectiva.

Respecto al punto (A2), el hecho que G sea no expansiva da lugar a que si la imagen
de f se encuentra en el intervalo [a,b] con a, b nimeros reales mayores que cero, en-
tonces la imagen de G sobre f estara en el intervalo [a,b]. Esto ademas de que dom(L)
es denso en L!(Q) junto a (A1) nos garantiza (A2).
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Por otro lado respecto a (A2’) un grafo maximal mondétono, es un grafo cumpliendo
que B(:) :H - H, (v - pw,v —w)y > 0, Vv,w € dom(B(-)) y R(I + p) = H. La prueba
de que el operador laplaciano fraccionario satisface esta hipotesis es consecuencia del
Lema 2.1 y Lema 2.2 que probamos a continuacién.

Lema 2.1. Sea T : L}(Q) — LY(Q) tal que para u, v € L' (Q) se tiene que :
a) |Tu—Tv|[pyq) < llu -2l )
b) min{0,infu} < Tu(x) < max{0,supu} a.e.

Sea j : (—oo0,00) — [0,00] una funcion semi-continua inferiormente (para cualquier x €
Dom(j), se tiene que Ye > 0 36 > 0 tal que |x —y| < 6 con y € Dom(j), j(y) = j(x)—€)
y convexa tal que min j = j(0) = 0. Entonces

J J(Tu(x))dx < J j(u(x))dx.
Q Q

Demostracién:
Consideremos las funciones convexas siguientes:

jilr) = (r=1)",ja(r) = (=r=1)",t 2 0.

Sea p(x) = min{u(x),t} como y € L'(QQ) podemos usar b) asi Ty(x) < t a.e. Entonces
(Tu(x)—t)* <(Tu(x)-Ty(x))" <|Tu(x)— Ty(x)| a.e. Integrando y usando a) tenemos
que

JQ(Tu(x) —t)*dx < JQ lu(x) —y(x)| dx = J;)(u(x) —t)*dx.

Tenemos que el lema se cumple para j;. Sea ahora el operador W(u) = —=T(-u) el cual
cumple a), b), podemos aplicar este resultado a W

f (T (-u(x))— )" dx sf (u(x) - 1) dx.
Q Q

Ahora si vemos u como —v tendriamos el lema para j,. Combinando los resultados
para j; y j, podemos considerar que para todo t real tenemos :

J [t(T(u(x)) - )] *dx sj [#(u(x) — t)]"dx. (2.3)
Q Q

Ahora sea j una funcién convexa tal que pertenece a CI(R) con derivada Liptschitz
tal que minj = j(0) = 0, se tiene como punto critico el cero j’(0) = 0. Entonces tanto
para r < 0 como para r > 0 se tiene que :

jn=[ Lo

o ]

Lo que se puede ver separando en dos casos r <0y r > 0:



1. Parar>0,j(r) = )=, '(s)=j'(0)ds = [ [ j(t)dtds.

Usando ahora el teorema de Fublnl.

[ [ o | J o

r-// ” t o\t er o\t
LJ (r)(r— )dt—fO] (t)ltl(r t) dt_Lo ] t(r—t)"dt.

Como t es no negativa entonces

Jm ) tt(r—t)tdt = J-Oo @[t(r —t)]*dt.

o ot

2. Parar <0 de forma analoga, j( j jo t)dtds.

Aplicando el teorema de Fubini:

j j dtds—f f dsdt—froj”(t) Ittl_(t r)ytdt = j_: j/l;(lt)[t(r—t)ﬁdt.

Hemos tenido en cuenta que (—t7)(t—r)" = (-=t7)—(r—t)7) = [t(r —t)]".

Multiplicamos (2.3) por j”(t)/|t| e integramos:

J J x))—1)j"( /|t|dxdt<f f "(t)/|t|dxdt.

La desigualdad se mantiene por ser j convexa, pues j”(t) > 0.
Con el teorema de Fubini llegamos a que

f j(T(u(x)))dxsj j(u(x))dx. (2.4)
Q Q

Si ] es una funcién convexa inferiormente semi-continua cualquiera, entonces va a
existir una sucesiéon de funciones {j,} del mismo tipo que convergen a j inferiormente,
por ejemplo, sea j,(r) = inf{ﬁ(r — )2 + j(t)}. Esta claro que 21—n(r —t)2 + j(t) para t fijo
es una funcién convexa pues es suma de una funcién convexa j(t) y zl—n(r— t)? también
es convexa, pues (r—t)? loes: (1 =r)a+ (rb) = t)> < (1 =r)a)’ + (rb—t)> < (1 = r)a—
t)? + (rb — t)?. Luego si para cada t fijo es convexa para el infimo también lo sera.
Por otro lado también tenemos que j,(r) sera una funcién perteneciente a Cl(R)y
ju(0) = 0 = min j,(r), como ocurria con j. Ademas es mondétona en n, y se cumple que
ju(r) < j(r) (el infimo en t es menor que el valor que tome para t = r). Asi si usamos

(2.4) para j,(r)
f’n(Tu)dx < f‘n(u)dx < J-j(u)dx,

Ya solo aplicando que # — oo tendriamos lo que buscamos, que j(Tu) € L'(Q) y que
cumple la desigualdad.
[ |



Lema 2.2. Sea A un operador con dominio dom(A) C L'(Q) denso de manera que ¥\ > 0,
I+ AA : dom(A) — LY(Q), tiene como inverso una funcién no expansiva en L'(Q) y sea
f € LY(Q) entonces se tiene que sup(I + AA)~' f < max{0,sup f}.

Consideremos y un grafo maximal mondtono que contiene al origen, sea u € dom(A)(LP(Q2),
con Au € LP(Q), g € LP(Q) tal que g(x) € y(u(x)) a.e, siendo p € [1,00], p’ = p/(p —1). En-
tonces

J Au(x)g(x)dx =(g,Au) > 0.
Q

Demostremos este lema para nuestro operador en el caso modelo, L.
Demostracion:

Para demostrar el lema consideremos j la integral indefinida de ¥ que sabemos
que satisface que j(0) = 0. Es una funcién convexa semi-continua inferiormente de
manera que el minimo es cero. Tenemos entonces que dj = y. Ahora consideremos
g(x) € y(u(x))) y Ty = (I + AA)7L. Por la definicién de subdiferencial tenemos que en-
tonces se cumple que :

J(Thu(x)) = j(u(x)) 2 g(x)[ Tyhu(x) — u(x)].

Ahora como nuestro operador es lineal T, lo sera. Ademas como A es m-acretivo de
LY(Q) a LY(Q), Ty : R(I + AA) — L (Q) verifica que L'(Q)=R(I + AA) y no tenemos
problema al considerar j(T,u). De la linealidad obtenemos que

I+2A)7 M I+ A u=u = (Ty(I+AA)u)=u = T (u)+ T (M u)=u =
AN Au=u-Tu = -AT)Au=Tyu—-u. (2.5)
Asi obtenemos
J(Tau(x)) = j(u(x)) = g(0)[ Tau(x) — u(x)] = —Ag(x)(Ty Au)(x). (2.6)

El siguiente paso seré aplicar el Lema 1.1. Para ello veamos que primero j(u) € L'(Q).
Usando la propiedad del subdiferencial tenemos que

J0) =00 2 g0 u0) we. = | jo< [ gu<en

Como gu es integrable, ya que como u € LP(Q)) y g € Lp/(Q) por la desigualdad de
Holder ug € L'(Q)), entonces j(u) también lo sera:

Casol. SiuelP(Q),pe(l,00) = g€ L®(Q) = gucL}Q).
Caso2. Siuell(Q) = gel®(Q) = guell.
Caso3. Siuel®Q) = geL'(Q) = guell.

Nos quedan dos hipdtesis para comprobar:

a) [[Thyu - Tyvllpyq) < llu -2l )

b) min{0, infu} < T)u(x) < max{0,sup u}.

La primera la obtenemos del hecho de que T, es no expansiva, por ser A un opera-
dor m-acretivo.



La segunda proviene del mismo hecho, que nos da como resultado que si f € L1(Q)
y la imagen de f pertenece al intervalo [4,b] con a, b nimeros reales positivos, enton-
ces la imagen de T) sobre f pertenecera al mismo intervalo [a, b].

Por tanto aplicamos el Lema 2.1.

f H(Ty(u(x)) dx <f (o)) dx.
Q Q

Usando la desigualdad (2.6) :
(g ThAu) > 0. (2.7)

Ahora consideremos la acotacion siguiente:
ITAAullzr) < |Aullr(q)- (2.8)

Para p € [1,00) esta acotacién se deduce de aplicar el Lema 2.1 a |u]P : (—c0,0) —
[0,0) para la que esta claro que 0P = 0 = min{|u|P}, que es una funcién continua luego
inferiormente semicontinua y ademas convexa, por ser composicién de una funcién
creciente y convexa, g(x) = xP (convexa para p > 1) con otra convexa, g(x) = |x|.

Para p = co también tenemos la acotacién gracias a que

—llAulleo < {-Au} < TyAu < sup{Au} < [|Aull.
Ahora nos queda pasar al limite la desigualdad (2.7), distingamos dos casos:

Caso 1. Sip =1, esta claro que cuando A converge a O, entonces seglin como tenemos
definida T), T\Au — Au en L' (QQ).

Caso 2. Para p € (1,00] consideremos la igualdad (2.5) sustituyendo u por Au y multipli-
cando por g, queda que AT)AAug = Aug—-T)Aug.

Asi, ||Augllrr) = ITAAug + ATyAAugl|1r(q). Ahora usando la desigualdad (2.8)
ITAAug + ATyAAugllrr(q) < lAugllre ) + IATAAAUg]l1r ()

Obteniendo que [|Augllrr () < [[Augllir () + [IATAAAug|lrr (). Entonces

0 < |[ATyAAugllrr(q)- Asi Ve > 0 36 > 0 tal que si [|Al|pq) < 6 entonces ||[Aug -
T\Augllp) <€ con € = 0|[T\AAug|lr (). Luego g(T/\Au) —> 2(Au). Asi

J TyAu(x)g(x)dx —>JA Au(x > 0.
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Problema de autovalores asociado al
operador laplaciano fraccionario

Analizaremos algunas de las propiedades de este operador, en concreto sobre au-
tofunciones y autovalores, las que nos seran de ayuda para el estudio de soluciones
de la ecuacién en medios porosos. Nos centraremos en esta seccion en el problema de
autovalores siguiente:

Lu=lu en(Q),
u=20 en RN\Q.

Con Q) un dominio acotado de RY y el operador £ que se puede definir en general
como

~£00)= [ ()4l ) - 200K (530,

Con K : RN x RN\{0} — (0,0) tal que se cumple que mK € L(RV), con m(x) =
min{|x|?, 1}, que K(x, x) = K(x, —x) para todo x € RN\{0} y que existe a > 0 satisfaciendo
K(x,x) > alx"N*2) vy e RN\{0). (3.1)
En nuestro caso modelo, corresponde a —£ =-(-A)* y K(x,p) = [y| N *+%.
Si transformamos la expresion del problema de autovalores en su forma débil (me-
diante la multiplicacién por una funcién ¢ perteneciente a un espacio que llamaremos
X e integracion por partes en la ecuacion). Nos quedara :

[ =) s 3 p)dndy = 4 [ utxploidx Voo Xo

MEXO

Denotaremos el espacio X como el espacio de las funciones f : RN — R tales que

fio, € L*(Q) cumpliendo F(x,7) = (f(x) - f(¥)¥K(x,x—p) € L>(R*N\(CQ x CQY)), con

CQ :=RN\Q. Se considera la norma

1/2
el = ligllizo + (L 19(0) - g)PK (5, x— p)dxdy|

con Q = R?N\O, donde O = (CQ x CQ). Podemos ver que es una norma pues cumple
que:

1. |lgllx = 0 sisolosi g=0.

En efecto, si g = 0, esta claro que ||g||x = 0. Si ||g|lx = 0, entonces como

1/2
(JQ g(x) —g(y)|2K(x,x—y>dxdy) >0

)1/2 _0.

y lgli2(Q) 2 0, asi ( f,, lg(x) - g)IPK(x, x - y)dxdy
Por tanto es constante g(x) = g(y) = g y llgllz2(q) = 0, luego g = 0.
11



2. Seaa € R, llaglly = lalllgllz) +(lal [, (5(x) - g)PK (o x - p)dxdy) " =allgllx.

3. Se verifica ademas la desigualdad triangular:

1/2
g+ fllx =lIg + fllz ) + (J 18(x) + f(x) - + F@)IPK(x,x - y)dxd?)
Q
<llglle2(q) + lIf iz
1/2
(j lg(x) - g(W)IPK(x,x -y dxdy+j | (x) = f( )|2K(x,x—y)dxdy) :
Como los sumandos dentro de la raiz son positivos tenemos que
1/2
17+l < o+ 1l + [l )P = piazay)
1/2
o[- o - y)dxdy) ~ liglh 11

En cuanto al espacio X, se define como
Xo={feX:f=0 ae en RN\QJ,
) 1/2
con norma |[v||x, = (IQ [v(x y)|°K(x, x — y)dxdy) .

En efecto, es suficiente con ver que si ||v||x, = 0 con v € X;,, entonces v = 0. Para ello,
si [[v]lx, = 0 entonces

J|v ())*K(x, x — y)dxdy = 0.

Asi v es constante en RN entonces, como v es 0 a.e en RN\Q), es cero. El resto de
propiedades de esta norma se hacen con los mismos pasos que hemos visto para la
norma de X. Las propiedades elementales de estos espacios las resumiremos en los
siguientes lemas. Los tres tltimos demostrados en [11] (Lema 5, Lema 6):

Lema 3.1. (Lema de Fatou.) Si f, es una sucesion de funciones integrables no negativas para
las que liminfffn < oo, entonces

f liminf f, <lim inff fa

Lema 3.2. Si v € X, entonces pertenece al espacio de Sobolev fraccionario H*(RN) con la
norma definida como 2.2, y verifica

IVllas) < llmsmy) < cla)llvlx.
Con c(a) = méax{1,a"V?}, siendo a el numero positivo de la propiedad (3.1) de la funcién

K, tal que K(x) > ar|x|"N+29) ¥x e RN\{0}.
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Lema 3.3. Seas € (0,1)y 2% el exponente conjugado de Sobolev de 2 (2N/(N —2s)). Entonces
existe una constante positiva C que tendrd una dependencia respecto de las constantes N, s
tal que para cualquier funcion medible de soporte compacto f : RN — R se tiene

ey <€ [ LT dray,

|x_y|n+52

Lema 3.4. La norma en X y en X, son equivalentes, es decir, existe una constante C > 1
dependiendo de n,s,a y Q) tal que Vv € X :

J lv(x | )NK(x, x —p)dxdy < ||v||X < CJ [v(x (y)IZK(x,x —p)dxdy.

Lema 3.5. El espacio Xy es un espacio de Hilbert.

Demostracioén:

Por un lado el espacio X, ya tiene producto escalar para (u,v) € Xy x X, gracias a
las propiedades de las integrales y a la positividad de K. Este producto, que induciria
a la norma de X, esta definido como:

(1,v) = L(u(x) 4 () - V@)K x - y)dxdy.

Falta comprobar que X, es completo respecto a la norma para que sea un espacio de
Hilbert.

Sea uj una sucesion de Cauchy en X, usando que es de Cauchy y el Lema 3.4
tenemos que Ve > 0, dv, tal que sii,j > v,, entonces:

(1/C)lu; - uj”[%Z(Q) < (1/C)llu; —ujllx < llu;j—ujllz, < e

Luego la sucesiéon es de Cauchy en LQ(Q) y como es completo, va a converger a una
Uso €N L2(Q). Pero como u; =0 en RN\Q), podemos suponer que ocurre lo mismo para

U, asi la convergencia se dara en el espacio LQ(RN). Usando el Teorema IV.9 de [4],
entonces existira una parcial u € Xy tal que Ujp = Uy a.e. en RN, Entonces por el
Lema de Fatou tenemos que

j |t10o( )|2K(x x—y)dxdy < 11m 1an |u i (x) 'k(y)lzK(x,x—y)dxdy

2
., 2 .,

= lim inf{lujlx, < lim 1nf<||ujk — 1y, |Ix, + ||uV1||XO) .
k—co k—oo

De la primera desigualdad de la demostracién para € = 1 obtenemos entonces
o 2 2
Timn inf ([ljg =ty Ly + ey, 1)< (14l 1, ) < o0
—00

Por lo tanto tenemos que u,, € X;. Ya tenemos que la parcial de uj es convergente en
Xo veamos que la sucesion uj; también :

Por el Lema 3.4 con i 2 v, ||u; — te|lx, < [t — tellx-

Mediante la aplicacién del Lema de Fatou a la definicién de la norma de X tenemos
que
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llui — ucollx <

lim inf
k—o0

1/2 2
(JQ |14 (%) = 143 () — 1 (9) + w43 (9) PR (3, x - y)dxdy) +[lu; - ”jk”L2(Q)]

= li I I ’
1m( u; —u; ) .
p i jkiX

Por el Lema 3.4 se tiene que lim;_, (||ul- - u]-kllx)2 <lim;_,o, Cl||lu; - u]-k||§<0 <Ce.
Lo que significa que u; — u,, cuando i — oo.
|

Este espacio es reflexivo por el teorema de Milman-Pettis, puesto que es un espa-
cio de Hilbert, al igual que ocurre con todos los espacios de Banach uniformemente
CONvexos.

En el siguiente lema, demostrado en [8] se prueba que los conjuntos acotados en los
espacios de Sobolev fraccionarios son precompactos en algunos espacios de Lebesgue
(inmersiéon compacta). Recordemos la definicion de conjunto precompacto.

Definicion 3.1. A un conjunto contenido en el espacio métrico X, es un pre-compacto de X
si solo si para cada € > 0 existen n e Ny xy,...,x, € X tales que A C | J;_, B(x, €).

Lema 3.6. Seasc(0,1)ype[l,00) tal quesp<n,ge[l,p*), QC RN un dominio acotado
W*P(Q)) y ] € W3P(Q)). Entonces si

— p
supj dedy < co.
feg Jada  lx—y[tP
Se da que | es un conjunto pre-compacto en L1(Q)).

Lema 3.7. Sea v; un sucesion acotada en X, entonces existe v, € L*(RN) tal que para una
parcial de v, denotada de la misma manera, tendremos que

Si j—00 = vi— v, en LHRN), Vue[l,24).

Demostracion:
Por el Lema 3.2, v; € H*(RN) entonces v; € H*(Q)). Sabemos con ese lema que

Vil ) < Ivjlls @y < cla)llvillx.

Ahora usando el Lema 3.4 c(a)|lvjllx < c(a)%”vjﬂxo < oo.

Se ve por ello que v; esta acotado en H*(()), en particular en L*(Q).

Como () es acotado, el Lema 3.6, nos dice que la sucesién vj €s un conjunto pre-
compacto en L1(Q) Vg € [1,2*), por ello, tiene una parcial que nombraremos igual,
convergente en ese espacio a Ve, Asi v; — v, en L1(Q2) cuando j — co.

Comov; se anula fuera de (2, se puede decir que la convergencia ocurre en L1(RN).

[

Antes de mostrar mas lemas recordemos algunos conceptos topologicos.
Definicion 3.2. Dadas dos topologias T, T, sobre un conjunto X si t; C T, diremos que 7
es mds débil que ;. Si F es una familia no vacia de funciones f : X — Yy con Yy un espacio
topoldgico,t es la topologia mads debil sobre X, la topologia débil, si es la coleccion de todas
las uniones de intersecciones finitas de conjuntos f~1(V), con V abierto en Yr.

14



Definicion 3.3. Un subespacio U C X es débilmente cerrado en X si es cerrado en la topo-
logia débil de X, cumpliendo que para todo punto x € X I{x,},en € U tal que x,, converge
débilmente a x

Definicion 3.4. Una sucesion {x,},en € X converge débilmente a x € X si para f en el dual
de X, f(x,) converge a f(u).

Consideremos también para los siguientes lemas | : X; — R definida por:

1
J(u)=1/2 JRQN |u(x) — u(y)|*K(x, x — y)dxdy = 5||u||§<0.

Entonces: (J/(1),v) = [ (1(x)11(2)) (v(x)~v () K (x, x-p)dxdy = (1, v)x, = (J'(v), ).

Lema 3.8. Sea un subespacio X, débilmente cerrado de X, y sea M, = {u € X, : ||lullr2(q) =
1}, entonces
du, e M, : min J(u) = J(u,).
ueM,
Demostracion:
Usemos una sucesién minimizante uj € M, para J, es decir que

](uj)—>ui€nA£](u)20>—oo j — oo.

Entonces J(u;) esta acotada en Ry por la definicién de ] tendriamos que ||u;|x, tam-
bién.

Por otro lado X, es reflexivo entonces existe una parcial de uj, que denotaremos
igual, que converge débilmente a u,, como uj € M,, M, C X, y X, débilmente cerrado,

u, € X, . Asitenemos que Yp € X j (uj(x)-uj(®))(p(x)-p(v))K(x, x~y)dxdy converge
R2N

3 [ (0= 1 0)p) 5 ).

Usando que ||lu;l|x, esta acotada podemos usar el Lema 3.7 y asi obtenemos con-
vergencia fuerte para una parcial, que denotaremos de la misma manera, uj € X tal

que u; — u, en L?*(Q) cuando j — oo. Pero como uj=0en RN\Q), podemos suponer

que ocurre lo mismo para u,, asi la convergencia se dara en el espacio LZ(RN). Usan-
do el Teorema IV.9 de [4], también vamos a obtener convergencia para casi todo punto
de la parcial en RN,

Entonces ahora por definiciéon tenemos que

) L.
lim J () = > lim |uj (x) — 1 (p)PK(x, x — y)dxdy.
J]—00 J—00 RzN
Por el lema de Fatou tenemos que
) 1 )

lim J(u;) > EJ |1, (x) — u*(y)lzK(x,x —y)dxdy = J(u,) > inf J(u).

j—oo R2N ueM,
Y como teniamos que J(u;) — ir}\g J(1) > 0 entonces

ueM,

J(u,) = MienAg*](u) = gﬂf(u)-

[
Gracias a este lema se puede obtener el siguiente (demostrado en [13] Claim 1).
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Lema 3.9. Considerando X, X, M, igual que en el anterior lema tenemos que existe u, € M,
tal que

JL 1= 0 03) = p) K x-phdsdy = 4, [ slp(idedy, VpeX.

con A, =2](u,) > 0.

Otra propiedad que cumple el espacio X; es que Cg(Q) C Xp (conjunto de las fun-
ciones C?(Q) que se anulan fuera de Q) como consecuencia del lema (demostrada en
el Lema 5.1 de [12]).

Lema 3.10. Sea p € C3(Q), y (x,y) € R?N, entonces:
lp(x) = p(¥)PK(x,x - p) € L'(R*N).

Observemos que gracias al Lema 3.9, por la definicién de autofuncion e asociada al
autovalor A y de la funcion | se satisface la ecuacion:

Tt etp)PLx,x = sy = el 3.2

Esto se obtiene de sustituir en el lema p por e, u, por e, A, por Ay X, por X.
Una vez que tenemos estos lemas podemos pasar a demostrar la existencia de una
base ortonormal en L?(Q)) de autofunciones. Lo haremos en sucesivas proposiciones.

Proposicion 3.1. Sean Ay, A, dos autovalores distintos entonces sus respectivas autofuncio-
nes, ey, e; € Xy cumplen que

(et ex)x, = 0= L r(x)ea(x)dx.

Demostracion:

Primero suponiendo que ninguna de las autofunciones es nula, las normalizamos,
teniendo f; = ei/lle1ll12q), f2 = ex/llezllr2(q)- Al seguir siendo autofunciones, cumple la
ecuacion del problema de autovalores y tomando como funcién test f; en el problema
que satisface f;(i # j) se tiene:

Alj f1<x>f2<x>dx:f ()~ AN - ) K(xx—y)dxdy = Azj A fx)dx.
Q R2n Q

Por tanto

(A1 - 1) fQ i) f(x)dx = 0

ycomo Ay # A, IQ f1(x)f2(x)dx = 0. Entonces

(i, = || ()= AOD(3) = F(p) KL, x - p)dxdy = .
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Proposicion 3.2. Considerando el problema de autovalores con su formulacion débil, este
admitird un autovalor positivo de la forma:

A= min j |u(x) — u(v))*K(x, x — y)dxdy.
R2N

MEXO:”u”LZ(Q):l

Demostracion:
Del Lema 3.8 tenemos que ese A; existe y del Lema 3.9 nos asegura que es un
autovalor, ambos lemas aplicados para X, = X;. Por definiciéon A; > 0. Si fuese cero,

como cumple la férmula min me lu(x) — u(y)]*K(x, x — v)dxdy, implicaria que
MEXO:”u”LZ(Q):l

u(x) = u(y), es decir que es constante. Como pertenece a X, fuera de () es cero por
lo tanto u = 0, pero en ese caso no cumple que ||u||;2q) = 1.

Proposicion 3.3. Existe una autofuncion no negativa e, € X, asociada al autovalor A, tal
quellerliiy =1y A= min [, ]er(x) - ey ()PK(x, x -~ y)dxdy.

ueXoillull 2(q)=1
Demostracion:

Sea A; el autovalor definido como el minimo de la proposicién anterior que existe y
esta asociado a una autofuncién e; € X, por los lemas 3.8y 3.9 para X, = X;. Veamos
que e es positiva.

Sea e una autofuncién de norma 1 en LZ(Q), ademas de la anterior ¢, asociada al
autovalor A se verifica la ecuacién (3.2)

2] (e) = J;sz le1 (x) — €1 ()P K(x, x — y)dxdy = A1 = 2] (ey).

Por otro lado, gracias a la desigualdad triangular, tenemos que J(Je]) < J(e).

Como e € X, entonces le| € X, teniendo que |llell[;2(q) = llellz2@) = 1. Usando la
minimalidad de e; en J, que proviene de los lemas 3.8 y 3.9, tenemos que J(le|) = J(e) =
J(eq). Entonces tenemos que |e| también es una autofuncién, y sustituyendo e; por |e|
lo tendriamos probado. Ademas ninguna autofuncién asociada a A cambia de signo.
Si tenemos puntos x € {e > 0} y y € {e < 0} entonces

lle()l = le(@)ll = le(x) + e(y)] = max{e(x) + e(y), —e(x) — e(y)} < e(x) —e(y) = le(x) —e(y)].

Lo que significa que J(|e|) < J(e). Pero como hemos dicho antes por la minimalidad de
e; tendriamos una contradiccién pues sus valores en | deberian ser iguales.
|

Proposicion 3.4. A, es simple, lo que significa que si u € X es una solucion para

f <u<x>—u(y))(p(x)—p(y))K(x,x—wdxdy=Alfu(x)p(x)dx, Vp e X,
R2N Q

Entonces u = ye;, yeR.

Demostracion:
Supongamos que para A, tenemos otra autofuncién diferente de ey, f;. Por la prue-
ba de la proposiciéon anterior sabemos que o bien es positivo o bien es negativo, asi
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que consideremos el caso en el que f; > 0 a.e en Q (la demostracién el otro caso es
analoga).

Para ello, vamos a normalizarlo y a considerar su deferencia respecto de ¢, es
decir:

h= L, g1 =€ — h.
If1llz2 )

Ese g; es otra autofuncién asociada a ;. Esto es debido a que tanto e; como h cum-
plen la ecuacién (3.2) para A, entonces (junto con el uso de la Proposicién 3.1) g;
también:

Al = | Jer(x) =1 (9)P ~Ihx) - iy) K (x x - p)dxdy
= - le1 (x) — 1 (v)*K(x, x — p)dxdy — LG |h(x) - h(v)]*K(x, x —p)dxdy
= le1(x) = e1(p) = (f (¥) = F()IPK(x, x - p)dxdy
= o lg(x)— g(y)lZK(x,x —p)dxdy.

Como es autofunciéon por la prueba de la proposicién anterior, ninguna autofuncién
cambia de signo, g1 >00g; <0en(),esdecire; >hoe; <hyporserh,e; >0, ef > h?
o e% < h?. Por otro lado

| @@= =il o, < g =11 =0

Por lo tanto al ser una funcién de signo constante con integral cero, dicha funcién
tiene que ser cero, lo que nos lleva a que h proporcional a e, siendo f; multiplo de e;.
[

Proposicion 3.5. El conjunto de autovalores del problema, es una sucesion de autovalores
{ Ak ker que:

a) 0 <A <A, <. <A <.

b)Ap, >0 si k— oo.

c) A= min [ |u(x)—u(y)PK(x,x - y)dxdy,

MEPk+12||u”L2(Q):1

con Py ={u € Xo:(u,e)x, =0 Vj={L,....k}}.

Demostracioén:

Sabemos que el minimo de la funcién JRM lu(x) — u(y)]*K(x, x — y)dxdy existe, aso-
ciado a una autofunciéon ey, € P, por los lemas 3.8y 3.9 para X, = P, obteniendo
una autofuncién para el valor definido en c), siendo P;,; débilmente cerrado por co-
mo se ha definido en el espacio de Hilbert (X, ||./[x,), ya que dado ¢; en X, podemos
considerar f en el dual de Xy como f(u) = (u,e;)x,. Asi si u, converge débilmente a u,
se tiene que f(u,) converge a f(u) para cada f en el dual de Xj. Por tanto (u,,¢;)x,
converge a(u, ej)x, Ye; € Xo. Asi todo limite débil de sucesiones u, € P, se encuentra
en P,,. Entonces

[ e = o) = ot x ~p)dsdy = At | ea(plddx Vo <P,
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Por lo que realmente nos quedaria ver, para que Ay, fuese autovalor y ¢;,; autofun-
cion asociada, que se cumple la igualdad anterior Yp € Xj. Usaremos induccién sobre
k, teniendo que sabemos que A; es un autovalor, lo que ya habiamos demostrado
antes. Tengamos en cuenta la siguiente descomposicion :

Xo = spanfey, ..., e} ® (spanfey, ..., ex})" = spanfey,..., e} ®Priq.

Por lo tanto tenemos que Yp € X, p = p; +p2 con p; = Z;‘:l cie;, c; € R.
Aplicando el Lema 3.9 a p; = p — p; obtenemos:

j <ek+1<x>—ek+1<y>><p<x>—p(y))K(x,x—wdxdy—AkHf et (D)p(x)dx =
R2N Q

J (61 (6) = €1 ()01 (3) — o1 (@)K (3, % — p)dxdy - Ay f 1 (X)p1 (x)dx =
R2N Q

k

D [ (e 0= xca e - st - 1y < g [ ek+1<x>ei<x>dx).
R2N Q

i=1

Y si nos damos cuenta, usando la forma débil del problema de autovalores pero
para u =e; y para p = e,y coni = 1,...,k, lo cual se puede hacer por hipétesis de
induccién teniendo

0- f (611 (¥) — et (9))(es(6) — (9K % — p)dxdy — Ap f ot (¥)er () d.
R2N Q

Por otro lado como P,; C P, C X, entonces 0< Ay <... < A1 <....
Usando esta desigualdad anterior,

0= [ (0= e 9D)leste) = ()KL, x = hdxdy =0 = Aoy | e (e,
Considerando esto tenemos
jwwkﬂ(x) ekt (1) ((x) — PH)E (%, x — p)dxdy — Aoy L e (X)p(v)dx =0 Ype X,

Es decir, lo que queriamos que Ay, ; es autovalor y e, autofuncion.

Probemos a), es decir que A; no es igual que 1, mediante contradiccion.

En otro caso, la autofuncién e,, seria una autofuncién para \A,, pero también para
A1, por ello usando la Proposicion 3.4, e, = ye;, ¥ € R, e, #0. Comoe, € P, 0 = (e, e;5) =
7/||ell|§(0. Entonces e; = 0 lo que es una contradiccién con que e, = 0.

Probemos b), para ello veamos que si k,h € N, k = h entonces

(epren), = 0 = fQ e (x)ep(x)dx.

Supongamos que k > h, entonces k —1 > h por lo que
ex € P, = (spanley,...ex_1})* C (spanfe,})* .

Entonces (e, ep)x, = 0.
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Como ¢ es una autofuncién usando la ecuaciéon del problema de autovalores pero
parau =¢éryp=e¢ey

f (e (x) - ex(y))(en(x) — e4(y)) K (x,x — p)dxdy = Akf e ()en(x)dx.
R2N Q

Asi (ex, ep)x, = 0= fQ ex(x)ep,(x)dx.

Ahora para terminar la demostracién de b) supongamos que A, — ¢ € R, asi A;
acotadaenR.

Consideremos su autofuncién asociada ex normalizada, que |le|[;2() = 1. Usando
que todo autovalor cumple la férmula (3.2)

|l = et - )ty = Al

Entonces ||ek||§(0 = A
Ahora usando el Lema 3.7 llegamos a una parcial de ¢, que la denotaremos por ek;
de manera que cuando kj — oo

€kj = € €N L*(Q).

Como LZ(Q) es un espacio completo tenemos que e; sera de Cauchy en ese espacio.
Pero ya hemos demostrado antes que siendo kj, ki dos naturales diferentes entonces
en L2(Q2) se cumple que (e, ex;) = 0. Por Lo que llexj—exillZ ) = llekjl22 0 HlewillZ2 ) = 2,
lo que es una contradiccién ya que exj es de Cauchy, teniendo ya b).

Probemos c)

Tendremos que ver que cualquier autovalor es posible escribirlo con la férmula
que nos proporciona el apartado c ). Lo demostraremos por contradiccion.

Si {Ar}ken es la sucesidn de autovalores que se pueden escribir con la férmula c),
supongamos que existe A que no pertenece a {A;}ren- Sea e una autofunciéon normali-
zada, asociada a A se cumpliria que

[l = et =)y = el o, = 4 = 21

Por otro lado, gracias al apartado a) tenemos la minimalidad de A; cumpliendose que
A=2](e) 22](er) = Ay

Como A no pertenece a la sucesion {1}y para la que se cumpla b), deberia existir
un autovalor de la sucesién mayor que A. Asi existira un k e Ntal que A < A < Apyq.

Veamos ahora que ¢ ¢ P, 1, pues si perteneciese, entonces por cumplirse la ecua-
cioén anterior

[l = et v vy = Al

R2N

junto con la minimalidad de A, ; dada por la férmula c) tenemos que
Ake1 <A =2](e).

Llegamos a una contradiccién. Luego como e ¢ Py, vamos a tener parauni € {1,..., k}
que (e, e;)x, # 0. Una contradiccion con la Proposicion 3.1 probandose que todos los
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autovalores son de la forma que indica c). Asi concluimos la demostraciéon de esta
proposicion.
|

Proposicion 3.6. Para cada k € N existe una autofuncion de A 1, ex1 € Pryq, tal que
||ek+1||L2(Q) =1y A = JRzN lexs1(x) — ek+1(}))|2K(X:x—y)dXdy'

Demostracion:

Usando X, = P,,; en el Lema 3.8 podemos asegurar que ese minimo existe aso-
ciado a una autofuncién e, y que A;,.; cumple la féormula deseada gracias al Lema
3.9. El hecho de que ¢;,1 es una autofuncién para A, ya lo habiamos demostrado al
principio de la prueba de la Proposicién 3.5 teniendo que se cumple que

fwwkﬂ(x) ekt (9))(p(x) — PN, x — p)drdy = Ay L e (X)p(x)dx Vpe X,
[ |

Proposicion 3.7. La sucesion de autofunciones, {ey} ey asociadas al valor propio Ay es una
base ortonormal de L*(Q)) y ortogonal de X

Demostracién:

En cuanto a la ortogonalidad para autofunciones de un mismo autovalor ya la
hemos demostrado al principio de la demostracién del apartado b) de la Proposicién
3.5. Demostremos que es base para X.

Primero veamos que si v € X, tal que (v, ¢;)x, = 0 para cada k € N entonces v = 0.

Supongamos que existe v z 0 en X, tal que [[v[[;2q) =1y que (v,ex)x, =0 Vk e N

Ahora por el apartado b) de la Proposicién 3.5 tenemos que existira un k € N tal
que 2J(v) < Ag;1. Que por c¢) de la misma proposicion

A1 = min f |u(x) — u(v)*K(x, x — v)dxdy.
R2N

Mepk+1:||u||L2(Q)

Por lo tanto v € P, ; ya que de lo contrario la minimalidad de Ay, dada por la férmula
c) de la Proposicion 3.5, se tiene que 2] (u) > Ag,q.

Es una contradiccién respecto a como habiamos definido v, pues habria un j € N
que (v, ¢j)x, # 0. Por lo tanto tenemos que v = 0.

Para terminar de ver que es una base ortogonal para X consideremos E; = ¢;/||e;||x,,

feXoyfi= Z?Zl(f, E;)x,Ei-Estaclaroque Vj €N, f; € spanfe; ...e;}.
Ahora seav; = f - f;. Entonces

0 <l = vy vidx, = IFIB, + I, = 2F, fidx,
j
=IfIB, + (i fidxo =2 ) (FED%,
i=1
j
= IIf11%, + <Z<f, Eix Eir ) (f, Ek>XOEk> -2) (f.E%,
i k Xo i=1

j
=Wy + ) ) (FEdxlfs BB Eidx, =2 ) _(fLERy:
ik i=1
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Por ser {e;}reny Ortogonal tenemos

j
IF I3+ ) D Exo(f o Eidx,(Ein Eidx, =2 ) (FLEX,
k i=1

i

J J
=1IfI}, - ) (fEdx — ) (FE% <IfI}, VieN.
i=1 i=1

Por lo que tenemos la convergencia de la serie ) ;2 (f, Ei>§0.

Consideremos la sucesion de sumas parciales de la serie T; = Zf_l(f, Ei)g( .
= 0
Como la serie es convergente, T; lo sera, y por ello sera de Cauchy en R. Ahora
veamos que v; sera de Cauchy en X,. Sea Q > j

Q
g vl = fo-Fillk, = ) (L E,
i=j+1

usando la ortogonalidad de {ey}rey tenemos ZIQ:H]-(f, Ei)?(() =To-T,.

Y como T era de Cauchy ya lo tenemos. Ademas por el Lema 3.2, X es un espacio
de Hilbert, y exisitra v € X, tal que v; » v cuando j — co.
Por otro lado tenemos que si j > k,

j
(j, Ex)x, = {f+Exdx, = {fjr Exdxy = {f > Exdx, — <Z<f’ Ei)XOEi:Ek>

Xo

]
= (f,Eix, = ) (frExo(Ei Ei)x,

Como (E;, Ex)x, = 0sii#ky unoen caso contrario pero como j > k este caso se dara

entonces (f, Ex)x, - LI, Eibxo(Ei EX)x, = Exdxy — (f Eidx, = 0.

Por lo tanto tenemos que (v, Ek>X0 = 0y como ya habiamos demostrado al principio
enesecasov =0.Entonces f;=f -v; > f-v=f.

Para completar la prueba nos queda ver que {e;};cnes una base para L2(Q).

SeaveL*(Q)y v; € Cg(Q) :lvj = vllz2q) < 1/j, debido a que Cg(Q) C Xy, tenemos
que v; € Xo. Como {ex}rey hemos visto que es una base para X, entonces existira
kj € Nunaw; € spanfey, ..., e} tal que [[v; —wjllx, < 1/j.

Usando el Lema 3.4 tenemos que

lv; —wjll2 ) < llvj —wjllx < Cllv; —wjllx, < C/j.
Ahora mediante la desigualdad triangular de la norma llegamos a que
||7/j —wj||L2(Q) < ||Vj —V||L2(Q) + ||Vj —wj||L2(Q) <C/j+1/j.

Teniendo asi que es una base para L*(Q).
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Proposicion 3.8. Cada autovalor Ay tiene multiplicidad finita, ademds si Ay cumple que
A1 <Ak =0 = Aan < Apsnars
con h € Ny, entonces las autofunciones asociadas a Ay se corresponden con spanfey,...ex,p}.

Demostracion:

SeaheNjptalque A1 <A =... = App < Akshel-

De la Proposicion 3.6 ya sabemos que span{e,... e ;) €s un conjunto de autofun-
ciones correspondiente a Ag,..., Agip-

Necesitamos ver entonces que cualquier autofuncién, ¢ € X asociada a Ay perte-
nece a spanie,... e, ). Para ello escribamos:

Xo = spanfey, ... exn} @ (spanieg,...exn})*

Entonces escribamos ¢ = ¢ + ¢y, ¢1 € spaniey,...exn}y ¢r € (spanfey, ... exen})t.
Cumpliéndose asi que (¢, ¢$2)x, = 0. Podemos expresar ¢; como ¢ = Zf;’,? cie;
C; € R.

Como ¢ es autofuncién va a cumplir la ecuacién (3.2), entonces:

AellpllZ 0, = fw@(x) ~ $(v)*K(x,x ~p)dxdy =9Il = lprlZ, + b2,
(Recordemos que (¢, P,)x, = 0).

Como {eg, ... ek} son autofunciones correspondiente a Ay =... = Ay, entonces ¢,
es una autofuncién correspondiente a Ay.

Escribimos entonces la ecuacién del problema de autovaloresconu=¢;y p = ¢,

/\k.f $1(x)Pa(x) = J- (p1(x) = p1(¥)(P2(x) — p2(¥)K(x, x —y)dxdy = (P1, P2)x, = 0.
Q R2N

Por otro lado seglin la forma en la que habiamos expresado ¢ y usando la ortogona-
lidad dada en la proposicién anterior de {e;} ey tenemos que

k+h k+h k+h
2 2 2 2 2 2 2 2
pllz, =) cllleil, = ) lleill? g i = Ae ) lleill?zig, = Allall?
i=k i=k i=k

Asi tendriamos de las igualdades vistas que

A1+ Aullbal o) = Aell9lZ2 0, = 61, = bl + lihally, =

Al 0, + 192, = AdligallZs ) = Il

Por tanto ¢, es una autofuncién para Ay, cumpliendo (3.2) satisfaciendo la ecuacién
del problema de autovalores.

Gracias al Lema 3.1 se tiene (¢, e1)x, = ... = (¢2,€x-1)x, = 0. Esto junto al hecho
que ¢, € (spanfey, ... exyp}) - implica que ¢, € (spanfey, ... exn}) ™ = Propar-

Veamos que ¢, = 0.
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Por el apartado c) de la Proposicién 3.5 tenemos que

Joon 14(2) = u(R)PK(x, x — p)dxdy

Ak < Aksner = min

u€Pyy IQ [u(x)|2dx
_ Jeen 9200~ p20)PK(x x —p)dxdy il
B IQ |<l)2(x)|2dx ”(1)2”%2((2)

Por otra parte Allgll2 o)l = 113, = lpill%, + [l
Segun hemos demostrado antes tenemos que

lprll%, + lpally, > ArllpillFs g + Aelipallfs ) = Aelllpllzll)

Lo que es una contradiccién, por lo tanto ¢, = 0.
Asitenemos que ¢ = ¢, € spaniey,...,ex,;} como queriamos, terminando la prueba.
[
Por lo tanto hemos mostrado que el operador £ = (-A)%, s € (0,1) es un operador
autoadjunto con autovalores y con un conjunto de autofunciones normales en L?(Q))
con al menos una positiva que llamaremos ¢;.
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Ecuacion en medios porosos fraccionaria

En esta seccion introduciremos los diferentes tipos de soluciones centrandonos mas
adelante en las soluciones mild y en las soluciones débiles duales demostrando una
serie de propiedades importantes para estas como son su existencia y unicidad.

Para comenzar esta secciéon veremos dos resultados previos que son importantes
para la existencia y unicidad y para las cotas a priori de estas soluciones.

Definicion 4.1. La funcion de Green de un operador L es una funcion continua y diferen-
ciable que cumple para (x,v) € R*N que L[G(x,v)] = 8(x — ), en un dominio D C R?N (en

nuestro caso (1), de manera que L’“D G(x,y)f(y)dy] = fD o(x—v)f(v)dy = f(x), pudiendo

ser util para expresar soluciones de una ecuacion tipo Lu = f(x). Esa 6 es la medida de Dirac
centrada en cero.

El inverso del operador £ = (-A)°, que sera también simétrico, se denota como la
funcion £7! : L1(Q) — LY(Q) siguiente

-1 _ _
£ ) = L K(x,9)f (y)dy = fQ Glx,y)f (7)dy.

El ntcleo de la inversa, se puede ver como G, la funcién de Green del operador L.
Al ntcleo K hay que imponerle una serie de hipdtesis:

(K1) . Existe una constante ¢y > 0 tal que paraa.e x,y € ()
0 <K(x,y) < 1 olx -y N2 (4.1)

(K2) .Seas€(0,1), coq, c1,0>0tal que a.e Vx,p € Q)

co,odist(x,dQ) dist(y,dQ)’ <K(x,p) <

1.0 dist(x, dQ)* A1 dist(y, dQ)° A1
x—pN=2 - Jx -yl lx =yl '

(4.2)

Obtendremos ahora un resultado para la distancia de un punto x € RY al borde de
Q, dist(x,dQ) mediante el siguiente resultado demostrado en el Teorema 1.2. de [10].

Lema 4.1. Sea Q) el dominio acotado con borde suficientemente regqular (basta con que sea
variedad de clase C1'!), g € L(Q), u la solucién de

(-AYu=g xeQ,
u(x)=0 VYxeRN\Q,

Tenemos que u/dist(x,dQ) € C*(Q) y ||u/dist(x,dQ)*|| < ClIgllr=(0)-
Con a>0:a<min{s,1-s}y C otra constante que dependen ambas de () y s.

Bl Lema 4.1 dara lugar a que cerca del borde de Q) cumpla que ¢ (x) = dist(x, RN\Q)*
pues

L(p1) =191 = L7 (A1¢1) = 1.
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Por como hemos definido £~! tenemos que ¢, = fQ K(x,p)A1¢1(y)dy
Usando la hipétesis (K2).

P1 = coqdist(x,dQ)’ J- A1 (p)dist(y, dQ)°dy

, < [ dist(y,0Q)°
¢y < c1 odist(x,0Q) L #/\1¢1@)d?

Teniendo que ¢ dist(x,dQ) < ¢;(x) < crdist(x,dQ) yendo a cero en el borde ¢;(x) <
dist(x, 0Q).

4.1 Tipos de soluciones

Definamos diferentes tipos de soluciones para la ecuacion en medios porosos frac-
cionaria
u;=—Lu™ en Qr=(0,T)xQ. (4.3)

Definicion 4.2. Una funcion u es una solucion débil a la ecuacion (4.3) si
i) ueC((0,T): LY (Q)),u" e L? ((0,T): H(Q)).

loc

ii) Se cumple que

f f dxdt—f J (LY2u™)(LY2p)dxdt =0 Vi e CL((0,T) x Q).

iii) Ademas la funcion u es una solucion débil a nuestro problema de Cauchy Dirichlet si se
tiene también que u € C([0,T): L}PI(Q)) yu(0,x)=up € L}PI(Q).

iv) Se dice que la solucion débil a un problema de Cauchy Dirichlet es una solucion fuerte si
cumple que dyu y Lu™ € L®((1,00) : L1(Q)), V7> 0.

Definicion 4.3. La funcion u es una solucion muy débil, para la ecuacion (4.3) si

i) ueC((0,T): L}

L (Q),u e LY(0,T) : L} ()

ii) Se cumple que

T P T , _
J J u——dxdt —J f u™Lpdxdt =0 Vi e CI((0,T)xQ).
0o Jo Ot 0o Ja

Una solucion muy débil a nuestro problema de Cauchy Dirichlet con la ecuacion (4.3)
si es una solucion muy débil a esa ecuacion y ademds u € C([0,T) : L(li)1 (Q)) vy u(0,x) =

Ug € L}{JI(Q).

Definicion 4.4. Una funcion u es una solucion débil dual a nuestro problema de Cauchy-
Dirichlet con ecuacion (4.3) si:

i) ueC((0,T): L}

L (Q)),um e LY((0,T): L} ().

P
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ii) Se cumple para toda funcion test 1V : % € CLH((0,T): L=(Q)).

f | e dxdt_j | wmpaxar =0

ii1) u(0,x) = u eLé) (Q).
El siguiente concepto surge de intentar resolver el problema conocido como pro-
blema de evolucién con un operador A:

u,+Au=0, Vt>0,
u(0) = uy.

Para ello discreticemos el tiempo en ty = ty,...,{; = T dando lugar a problemas iterati-
vos con hy =t —tp_q
u(ty) —u(ty—1)
hi
Obtenemos la solucién aproximada que dependera de ese hy, que podemos considerar
igual para todo k, con hy = h, u" = {u,};}k que cumple que hA(u]};) + ”Iil = ul}cl—l

Este proceso se conoce como discretizacion implicita en el tiempo (ITD) y la prime-
ra iteracion con la que se comienza u” seré el valor inicial dado en el problema o con
una aproximacion de este valor inicial uy.

Si A es un operador m-acretivo densamente definido en un espacio de Banach, X,
entonces haciendo uso del Teorema de Crandall-Ligget [7] tenemos la existencia de
soluciones a problemas iterativos. Ademas, cuando h converge a cero la solucién dis-
creta u" converge a la funcién u(t) € C([0,0) : X), lo que se conoce como solucién mild.
Teniendo estas soluciones se dice que el problema se ha resuelto en un sentido mild.
El conjunto de soluciones es un semigrupo de contracciones en X, aunque daremos
su definicion, no entraremos en detalle en esta parte ya que la teoria de semigrupos
requeriria un TFG completo [9].

En nuestro caso el operador A(u) es (~A)u™ = LF(u) y X = L}(RN). Recordemos la
definicion de semigrupo de contraccion:

+A(u(ty)) = 0.

Definicion 4.5. Consideremos un espacio de Banach X y L(X) el espacio de operadores
lineales acotados sobre X. Entonces una familia S(t) € L(X) de operadores es un semigrupo
de operadores lineales acotados de X si S(t; +t,) = S(t1) o S(t,) para t, t, >0y S(0) =

Es uniformemente continuo si ademds 1im;_,q ;50 ||S(#)ug —ugl| =0 Vuy € B.

Y es un semigrupo de contracciones en un espacio de Banach X si ademads ||S(t)||x < 1,
cumpliendo que ||S(t)ul|x < ||ul|lx para todo u € X.

Asi el Teorema de Crandall-Ligget nos proporciona un semigrupo de contracciones
en L1(Q).

Se puede usar, en nuestro caso, en lugar del Teorema de Crandall-Ligget, el Teorema
de Crandall-Pierre para la existencia de esas soluciones demostrado en [6].

Teorema 4.1. (Teorema de Crandall-Pierre). Sea L que satisface (A1), (A2) o equivalente-
mente (A2°) Y F que cumple (A0). Entonces Yu, € Ll(Q), no negativa,

1) Existe una solucion mild unica, u para la ecuacion (4.3).
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1
2) La aplicacion t — t% F(u(t, x)) es no decreciente en t > 0 para a.e x € ().
3) u e C([0,00): LY(Q)) v lu(t)llL1 ) < llatollLr (-

4) Se verifica que a datos iniciales ordenados corresponden soluciones mild ordenadas.

Esas soluciones mild van a ser fundamentales para el teorema de existencia y uni-
cidad de soluciones débiles duales, que podemos enunciar ahora aunque su prueba la
completaremos en el siguiente capitulo.

Teorema 4.2. (Existencia y unicidad de soluciones débiles duales.) Para todo u € L(lp1 existe

una solucion débil dual tinica al problema de Cauchy-Dirichlet para la ecuacion u; = —Lu™.
Es la llamada solucion minimal, que es obtenida como el limite mondtono del semigrupo de
soluciones (soluciones mild) que existe y es tinico. La solucion minimal, u es continua en el
espacio con pesos, u € C((0,00) : Lgpl (Q)) v se mantienen las desigualdades estandar es decir

que si u <u en JQ siendo sub y super soluciones respectivamente de la ecuacion, entonces
u<uenQ.

Para demostrar este teorema lo separaremos en existencia y en unicidad.
Antes de comenzar la demostracion es necesario introducir un tipo de soluciones
en las que veremos que se encontraran las soluciones mild.

Definicion 4.6. Clase S, serd el conjunto de soluciones duales débiles no negativas de nues-
tro problema de Cauchy Dirichlet con ug € Lé)l (Q), tal que:

i) la aplicacion uy — u(t) preserva el orden en L<1P1(Q)‘

ii) u(t) e LP(Q), p > 1,Vt > 0.

Necesitaremos la siguiente proposicion, cuya prueba se encuentra en [6]

Proposicion 4.1. Sea A un operador lineal, densamente definido, satisfaciendo (A1) y (A2),
seah>0yF:R — R, continua, no decreciente con F(0) = 0. Entonces

lull, < II(I+hAF)(u)ll, ue€Dom(AF), pell,co].

llp

En las siguientes proposiciones, comprobaremos algunos resultados de sumabili-
dad LP(Q)

Proposicion 4.2. Sea u la uinica solucion mild del problema (4.3) asociada al valor inicial
uy € LP(Q) siendo p > 1 como hemos visto en el Teorema 4.1. Entonces u(t) € LP(QQ) Vt >0,

ademds ||u(t)|lzr ) < lluollr()-

Demostracion:
Casop=1.

No hay problema pues las soluciones mild forman un grupo contractivo en Ll(Q).

Casop €(1,00).

Como uy € LP(Q)), veamos que podemos asumir que uy € L*(Q)): para ello, consi-
deramos una sucesion de aproximaciones de u,, denotada u,; € L*®(Q)) que converja

fuertemente a ug, para la cual siendo u; las soluciones a los problemas iterados de
ITD

lluj (E)llre () < Mo, ; (E)lIze()-
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Asi, cuando j — oo usando la semicontinuidad inferior de la norma se tiene que
lu()llre ) < lluollze ()

En el caso p = o solo seria tomar limites para p, supongamos que uy € L*(Q) y
consideremos p € (1,00), la solucién mild que nos da el Teorema 4.1 se obtienen a
través del método ITD de la siguiente forma.

Discretizamos [0, T], t; = %T Vk €[0,n], siendo h =ty —t, = T/n.

La Ginica soluciéon mild u(t,-) es el limite en L!'(Q) de las soluciones 11 (-) = t(tgs1,)
que solucionaria en nuestro caso la ecuacién

W = —LF(ttgs1). (4.4)

Ademas como uy € L*(Q) y hLF(uy,1) + ux,1 = Uy se puede ver que u, € L*(Q).
Para ello usemos la Proposicién 4.1 por la que se tendria que

lurrillLo) < MU +hLF)ugr o) = llugllio(q) < oo

Si multiplicamos la ecuacién (4.4) por u,f 11 = uP~!(t,1,-), integramos y obtenemos

-1
—f WP BLE (g, )dx = f (1 — il
Q Q

Conw = u]flll, podemos aplicar la hipétesis (A2’), que junto con la simetria del opera-

dor £ nos dara la siguiente serie de igualdades;
1
hJAQ uk+1£F(uk+1)dx = th (wrT)Lwdx = f B(w)Lwdx > 0.

1
Pues la funcién que transforma w en (w) = F(w?™") es una funcién continua monéto-
nay real con f(0) = 0 pudiendo usar (A2’), con w, Lw € L*(Q). Entonces :

J z’lk+1dx J ukuk+1 <0.
Q Q

p-1 p p-1
J;) uk+1dx < J-Q Uy, 1 = ||uk+1||Lp(Q) < ”ukuk+1 ||L1(Q)

Mediante el uso de la desigualdad de Hoélder tenemos que

Asi:

1
lluguy, i) < ||“k||LP(Q)||uk+1 || 0 ||uk||Lp(Q)||Mk+1 ||

Entonces [l 11l () < gl lo que da lugar a que [lug 1o o va
arepresentar uk(O)) Unavez tenemos esto, sihacemos tender k hacia oo obtendremos
que g1 — u(t) y U — up.
[
Ahora veamos que las soluciones mild son débiles duales:

Proposicion 4.3. Sea u solucion mild unica del problema (4.3) asociada al valor inicial
uo € LY(Q), la cual existird por el Teorema 4.1. Entonces u es una solucién débil dual.
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Demostracioén:

lgual que en la demostracién anterior suponiendo que uy € L*(Q) y p € (1,00), la
solucién mild que nos da el Teorema 4.1 se obtienen a través del método ITD de la
siguiente forma :

Discretizamos [0, T], t; = %T Vk €[0,n], siendo h =ty —tp = T/n.

La Gnica soluciéon mild u(t,-) es el limite en L!(Q) de las soluciones 11 (-) = t(tgy1,)
que solucionaria en nuestro caso la ecuacién

TE — —LF ().

Ademas como uy € L®(Q) y hLF(upyq) + Ups1 = U tenemos de antes que u; € L®(Q).
Aplicamos £7! a la ecuacién anterior

L7 1tgsq) — L7 () _
h

—F(ugy1).
Consideramos la funcién test ¢ : % € CH(0,T): L®(Q)).

Multiplicamos la expresién ultima por ¢ = Y(t,-) integramos y hacemos la suma-
toria sobre las k.

n-1
Zj (1) - -1<uk>>¢kdx=—;thP<uk+l>wkdx.

Para n suficientemente grande podemos asumir que

P1=9(t, ) =¢P(T/n,x)=0 P(T,") =
ya que ¥ tiene un soporte compacto en (0, T). Entonces
1

Zj ()= = [ (o= £ ) Y [ et s

k=17
n—1
SN RUIe:
k=0~

Teniendo en cuenta que las anteriores dos sumas son de Riemann, haciendo n tender
a infinito obtenemos:

ZJ (Yot~ Pu)/H)L™ ukdXHJ [ et
gjn F(ugs1)Ppdx — J;T J;) F(u)ipdxdt.

Asi obtenemos que

7}1_)no10 (1,bn£ U, — gblL‘ U dx—f J tgbdxdt—f J u)pdxdt.



Queda ver que entonces la parte de la izquierda es cero para que sea débil dual.
Como (t;) = 0 para un n grande, solo queda ver que lim,_,, IQ Y, L7 u,dx = 0,
pero usando lo que habiamos asumido para n suficientemente grande, pero eso lo te-
nemos pues lim,_,., IQ Y, L7 u,dx = fQ (T, x) L~ u(T,x)dx = 0, entonces lo tenemos.
Por otra parte tenemos la regularidad. Como las soluciones mild cumplen que u €
C([0,T] : L'(Q)) y como LY(Q) c L}PI(Q), de la misma manera se tendria que u, €
L<1P1(Q)'
Por otro lado si u es continua de [0, T] a L!(Q) entonces u™ es también L! de [0, T]
aLl(Q).
[
De estas dos proposiciones se obtiene que las soluciones mild anicas, u, asociadas
a un uy € LP(Q)), son soluciones duales débiles en LP(()) cuando ¢t > 0, cumpliéndose
la segunda caracteristica de la clase S,,. La primera caracteristica de preservacion del

orden en L(lp1 proviene de la construccion de las soluciones mild de la Proposicion 4.2
donde se vio que |[uxi1llrr() < lukllzr @) y de que LY(Q)c L(lpl(Q).
Asi, todas las soluciones mild pertenecen a la clase S,,.

4.2 Estimaciones a priori

Enunciaremos a continuacion tres resultados correspondientes a la Proposicion 5.1,
Lema 5.3, Lema A.1 y Teorema 6.1 de [2], respectivamente, que se usaran para demos-
trar cotas de las soluciones necesarias para la unicidad y existencia de las soluciones
que construiremos mas adelante. Esta es quiza la parte mas técnica del trabajo aunque
hemos incidido en la prueba de solo alguno de esos resultados técnicos debido a las
restricciones de extension del trabajo.

Lema 4.2. Sea u > 0 una solucion de clase S, de soluciones muy débiles al problema de
Cauchy-Dirichlet con p > N/2s. Entonces

j u(t, x)K(x, xg)dx < f ug(x)K(x,x9)dx Vit >0.
Q Q

y (%) (1 = to) F(u(t,0)) < JQ[”(to’x)  n(ty, )] x0)dx < (g = 1) Fla(t,x0)),
t'

ae 0<ty<t;<t, ae xye€Q.

Lema 4.3. Sea K la funcion de Green del operador. Entonces la hipotesis (K1) (4.1), implica
la existencia de una constante ¢, (q) > 0 tal que

K (x, xo)dx < v .
SUPJQ (x,xo)dx < c20(q) Y0 <g<

X()EQ

Lema 4.4. Consecuencias de la hipotesis (A0). Si una funcion H : R — R satisface (A0) con
0<ag<a; <l.Entonces, Vr > ry >0 con k,k > 0 siendo

1 1_ €1 €1 _ 1_ (&) €o
e T I R = I TR
—a; 1—0(0 €1 1—(11 ()
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0 < Hr) < 61: ademads dek T L < H((ro)) Sﬁrig
0

H( 0) T T

se tiene que

e
"o

Con el siguiente teorema obtenemos una cota superior del valor absoluto de la so-
lucion dual que no depende del dato inicial.

Teorema 4.3. (Cota superiores del valor absoluto). Sea u una solucion débil dual no ne-

gativa asociada al dato inicial ug € L(ll) (Q), entonces existen constantes Ky, Ki,K, > 0 que
1

dependen de N,s,aq,ay, tal que para t > 0:

F(llu()ll=)) < F° (Ktl)

En la anterior desigualdad F* es la transformacion de Legendre de F, definida como

F*(2) = sup(zr — F(r)) = 2(F') "' (2) = F((F')"'(2)) = F'(r)r + F(r).
reR
Con r = (F')7(z2).
Ademas, existe un tiempo, T con 0 < 7y (ug) < K tal que |[u(t)l||po0) < 1VE2 71
K,

lu(®)llr=Q) < ——»
tmi_l

coni=0sit<Kpei=1sit>K,.

Demostracién:
Dividiremos la demostracién en varias partes.

. Y . N
1. No supone ninguna restriccién asumir que u € S, para p > 7.

Consideremos una sucesién de datos iniciales 0 < u, € Ll ( ) L®(Q) que

converge inferiormente a u, € L1 ( ) L®(Q). Para cada n E N le correspon-
dera por el Teorema 4.1 para ese Uy, € L*(€Q)) una solucién dGnica mild u,, que
perteneceria a L(lpl(Q) gracias a la Proposicion 4.2. Por la misma proposicién
u, € L°(Q), pues ug € L*(Q).

Por otra parte como L*(Q)) Cc LP(Q), para p > %, por ello uy € LP(Q) y al ser u,
una soluciéon mild sabemos que sera de la clase Sp, por lo tanto una solucién
débil no negativa. Asf para u, se mantendria que F(||u,(t)lr~q)) < P*( ) Alo
que haciendo limite en n junto con la semicontinuidad de la norma de L*®(Q))
se obtendra la desigualdad para la solucién limite u, que por la unicidad (que
veremos mas adelante) sera la solucién débil dual de partida, lo que nos diria
que podemos usar u € Sp.

2. Cotas superiores fundamentales

Como ya hemos visto, u € Sp conp > %, por lo que podemos usar el Lema 4.2.
Entonces para todo t; tal que 0 < t; < t;, xy € (), en nuestro caso escojamos
tl = Zto

1

(l)ao (to)F (u(to, Xo)) < f (g, x)K(x, xo)dx - L 1(2t0, )K(x, x0)dx.

2 Q
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Entonces F(u(tg, xq)) fQ (tg,x) — u(2tg, x))K(x, xo)dx.

Por otra parte u(to, )—u (2t0, x) < u(tg,x), pues 0 < u(2ty, x) ya que u era no ne-
gativa. Asi

1

240

F(u(to, x9)) <

f (u(tg, x))K(x, x¢)dx.
Q

1
Entonces 2 jQ u(to, x))K(x, xo)dx = 2;)0 llu (o, x)K(x, x0)ll21 ()

También teniamos que K(x,y) € L1(Q)) pues nos lo asegura la hipétesis (K1). En-
tonces usando la desigualdad de Hélder con g = pp%l tenemos que

1 1

240 2“
(t0, X)K(x, x0)llL1 (0

o llu(to, %)l Lo () lIK(x, X0)l|La ()

Siusamos elLema 4.3 cong = pTl € (0, NN2 ) (recordemos que p > N/2sy N > 2s)

y la definicién de la clase Sp por la que tenemos que u también pertenecera a
LP(Q) conp>N/(2s) > 1

1 1

240 2“
(t0, )l1Le () IIK(x, x0)l|La (0 "
0 0

llu(to, X)llr(@)c2,0(q) < oo

1
Por lo tanto F(u(ty, xg)) < 2t_00||u(t0’x)”LP(Q)CZ,Q(q)-

Como u(ty) € LP(Q)) entonces la desigualdad anterior garantiza que u(ty) € L*(Q).
Esto implica que Sp y So, son iguales, pues lo Gnico que las diferencian es que si
u(t) € S, entonces u(t) € LP(Q)) mientras que si u(t) € S, entonces u(t) € L*(Q),
luego S, C S, pues por la propiedad (2.1) de los espacios LP(Q) al ser () acota-

do L*(Q)) c LP(Q)) y con la desigualdad demostrada tendriamos la implicacién
contraria.

. Prueba de la primera desigualdad

De antes teniamos que

1 1

290
0 Lu(rro,x)K(x,xo)dxs (o))

240
J K(x, xq)dx.
to Jo

Realizamos el supremo respecto a xj. En nuestro caso F era continua y crecien-

te por lo que se cumplirda que sup F(u(ty, xg)) = F(sup (u(tg,xg)) = F(||u(to)llr),
XOEQ X()EQ

F(u(to, xo)) <

entonces

ar

E([lu(to)llr=(c)) < lu(to)llpeo()—— sup JQ K(x, xo)dx.

0 xer
Ahora usando el Lema 4.3 para p = 1, tendriamos que

1 1

f K (x, x0)dx < 1(to)llim
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Recordemos (AQ) nos decia que F € C'(R\{0}), F/F’ € Lip(R) y existen agy,a; > 0

%)/ <1-agy, donde lf,(—(rr)) seanulasi F(r)=F'(r)=00r=0.

Por otro lado por como se ha definido la transformada de Legendre de F, F*, se va
a cumplir (Lo que seria la propiedad que cumplen la transformadas de Legendre)
cada una de sus primeras derivadas seran la funcién inversa de la otra, teniendo
asi que

talque 1 —a, S(

(F'(2)) = (F') ! (2) = 1. (4.5)

La ultima igualdad nos lo dice la hipétesis (AO), y la primera se obtiene de que
(F'(2)) = (2(F") "' (2) + F((F") "' (2))) = (F)) " (2) + 2((F') ' (2)+

2((F)(2)) = 2((F') " (2)) = (F)) ! (2).

Usando ahora la desigualdad de Young se tiene que ab < €F(a)+ eP*(%

) si solo si

b (b : b (b
ag < F(a)+ F*(2) lo que es equivalente a a; — F(a) < F*(2).

Teniendo esta desigualdad la usamos para € = 1/2, entonces

1

2a
F(llu(to)lli=(q)) < "

- cr,0llu(to)llie) <

1 1
1 1 (2% 1 (2%
EF(llu(tO)lle(Q))+_F [ CZ,Q]SEF [ CZ,Q]~

2 |

. Segunda desigualdad

Gracias a la hipétesis (AO) que cumplia F podemos aplicar el Lema 4.4, entonces
pasamos de

réo  H(r) r&
2 H(To) 7’81 ’

lu(to)llz=y=1yconk<1la

Ahora sustituyendo H por F, r por (||u(to)llr~(q)), 7o Por 1, ey por mg y consideran-
do el caso general en el que k < 1 no se cumpla, o que |[u(t)ll =) > 1 se puede
escribir como

tolllieoa)™  E((||u(to)|l; oo to)ll eo(c))™
(If2e( 0)1”511(())) < ((Ilu(Fo()1||)L (Q)))SméX{l,k}(”u( 0)1”:10((2)) .

maéx(1,k)

Entonces como F es creciente F(1) > 0, se puede escribir como

méx (1, k}(|lu(to)lle ()™ F(1) < F((llu(to)llzo(q))) (4.6)

con m; = 1%% < 1. Recordemos que ag,a; € (0,1), siendo j = 0 si |[u(ty)llre) = 1

oj = 1si|u(t)llz=) < 1. Vamos a hacer lo mismo para la transformada de
Legendre F*.
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Para ello veamos que cumple (AQ), es decir, F € C!(R\{0}), F/F’ € Lip(R) y existen

’
ap,a1 > 0talque 1 —a; < (If,(—(rr))) <1-ap, donde % seanulasi F(r)=F'(r)=0o0
r=0.
Entonces integrando respecto a r (entre O y r) obtenemos
E(r)
l-—a)r < =< (1—agp)r.
(I-ayr=_ ") (1—a)

Como F era creciente entonces F’ > 0, pudiendo rescribir la expresién de arriba:
agrF'(r) < rF’(r)—F(r) < a;rF'(r).
Por otro lado ya teniamos que
(F'(2)) = (F) (2) = . (4.7)

Ademas usando la funcién de la derivada de la inversa también tenemos que

(F@) = (P (@) = s = 7 2 O (48)

La desigualdad ultima se obtiene por convexidad. Asi usando las igualdades
(4.7)y (4.8):

aoz(F*)'(z) = agrF’(r) < F*(z) = rF'(r) = F(r) < a; = a;z(F*)'(z)rF'(r).

Entonces como F* creciente tenemos que su derivada es positiva convirtiendo la
desigualdad anterior en

*

<—< )
R EYE T

Derivando la expresién anterior, tenemos que

<( F*(Z) )’ <

agp = T = ai.

(F*)'(2)

Se obtiene asi la hipétesis (AO) pero para las transformaciones de Legendre.
E(r)

Pues por la propiedad de (AO) de que si r = 0 entonces () S€ anula, en ese caso
F*(0 F'(r)r+F F E(r) F
entonces ﬁ =0= M = %F’ + F,&%&F’(T) cuandor = 0.

. K
Por lo tanto estamos en condiciones para usar el Lema 4.4, con H = F*, r = t—ol,

ml ’
rg = 19, 61 = —=, expresando de forma general como lo habiamos hecho antes,
0 0, €1 = 7T

en el caso de que k>1nose cumpla quedando

K & mjfl
P*(—l) < min{E,uP*(ro)(t—O) ) (4.9)
to 1o

conj=0sity<Ky/rgyj=1sity=Ki/rg conmj= ﬁ > 1 (recordemos que

al,a0 € (0,1)). Apliqguemos ahora las ecuaciones (4.6) y (4.9) a la desigualdad ya
demostrada

méx{1, k}(|[u(to)ll=())™ F(1) < F(llu(to)llLo(r)) <
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Entonces

1 K1 m;—1
lF*[z i m] —F (&)smin{E l}F*(ro)[t—O]
t() ’ to 1o
; {E 1) & m}?il
m; < min,K, " t_O
||u(t0)||Loo(Q) = —méx{l,k}F(l)F (TO)[ o ] . (4:10)

Coni=1siK;/ty<ry,i=0siocurrelocontrarioy j=0si||u(ty)|li~>1,j=1en
caso contrario.

a)

Siry = Ky, entonces

minf{k,1} F*K;) K}

ttollimo = g P @)~ (40

Cumpliendo estavezquei=0sitp<lei=1sity>1.

Por lo que puede existir un valor de tiempo t; tal que Yt, > 7, se tenga
que [|lu(ty)llz=(q) < 1 este puede ser O ( por ejemplo cuando |[[u(0)||z() < 1),
pudiéndose suponer que 7; depende de u. Por otro lado tenemos que mj =
1—laj
Por lo tanto usando la desigualdad (4.11), tendremos que ||u(ty)||~q) < 1

m;—1

si solo si méx;—g 1 {(K{) ™ } < to.

mj
> 1 pues tanto a; como ag € (1,0), por tanto |[u(ty)llr~q) < ||u(0)||Lw(Q).

- i—1
Para calcular el maximo tenemos que mrln— =a; y como a; > ag entonces el
. 1
maximo exponente es parai = 1.

No es restrictivo asumir Kj > 1

, min{k,1}
0= méx{l,k}P(l)F (Ky).

Con F(1) > 1, % <1y K; de manera que el resultado Ké sea mayor

2%

L
igual que uno K; = C2,Q( o )

Entonces [|u(to)ll=(q) < 1 sisolosi (K{) ™ < t,.
mp—1

Teniendo asi que 0 < 7y(1y) < (K)) ™ = Kj, pudiendo obtener una cota
superior de 7; que no depende de u,,.

Si rg = K1/Kj en la desigualdad (4.10) para ty > K, siendo i = j = 1 pues
para esos t; se cumple que ||u(ty)llr~) < 1y Ki/ty < rp entonces

- K m
min{k, 1} oooom Kyt
t . mec — 7~ FYK,/K 0 T = 2
llu(to)llLo())™ < max(L, kIE(1) (Ky/ O)(KI/KO) i
ty

Cumpliendo la segunda desigualdad de la proposicién Yty > K.
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Para el otro caso:
Consideramos que t; = K en la desigualdad anterior y que m; > 1 tendria-

mos que
— K, w1
min({k, 1}  |© kM
Ko)llpeo())™ € ————————F*(K;/K 0 =2
(Il (Ko)ll=(0)) < max(LKIE(D) (K1/Kp) K,/Kq s
K,
Entonces
- 1/m1
minfk, 1} _, y
K)ll; o0y £ | —————F* (K, /K =K.

Ahora considerando el Teorema 4.1 de Crandall-Pierre, sabemos que la
1
aplicacién t — t™~Tu(t,x), YVt > 0, es no decreciente a.e.x € Q.

Entonces para el caso que nos quedaba 0 < t; < K; usando la desigualdad
anterior tenemos que

1 1 1 1

b (u(x, £)) < £ (Ilue(to)llpo(y) < Ko (1(x, Ko)) < Ky ([[u(Ko)llz()):

Ahora usando la desigualdad dada cuando K = t; tenemos que

1 1
mg—1 mo—1 7,"
Ky (Ilu(Ko)lle()) < Ky K.
Obteniendo el caso que nos faltaba, 0 < t; < K.

Lema 4.5. Segun la hipétesis (K2), existe una constante K¢ > 0 dependiendo de N,m;, s,y
tal que se cumple

lutiolly™ o
Flllu(®le=o)) = Ke—2rmmnss
2 2s
coni=1sit> ”u(tO)l'NdZ(.,am(Q) yi=sit< ||M(to)||fdtjt(_'am(())’ con
1 1

.= . = > 1.
Viy 25+ (N +y)(m; -1) i 1-a;

El exponente y € [0,1] es una caracteristica del operador que en nuestro caso seria s.

Proposicion 4.4. Sea u > v dos soluciones duales débiles a nuestro problema de Cauchy
Dirichlet correspondientes a dos valores iniciales no negativos, g, vy € L;bl (Q). Entonces

para cada 0 < ty < t; se tiene que:

f{u(tl, vt 2) )1 (x dx<f[u<to, o(to,)]b1 (x
Q Q
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Ademds V0 <ty <1,t <ootal queot,T < Kyo 19> K, tenemos que

f [u(nx)—v(nx)]cpux)dxsf [t %) — v(t, )by (¥)dx
Q Q

Kl (ro)]lt — TP L}[u(ro,m—v(m,anbldx.

2s 2s

Con i=0si t,T <llu(to)llyy () € 1= 1si t,7 > Ju(xo)l}, ) Con
¢1( )
Ay (méx{k, 1}F(K5) 2s(m;—1)
K. = A
s[1(70)] 250, llu(o )||L¢ Q)

y ¥ = s en nuestro caso de operador fraccionario restringido.

Demostracion:
Dividamos la demostracién en varios pasos.

1. Forma alternativa de la identidad de soluciones duales débiles

Consideremos para esas soluciones (que son duales débiles) la Definicion 4.4,
con una funcién test ¥(x,t) = 1, ()1h,(x), tal que ¥, € CL(0,00), Pr/Py € L®(Q)
cumpliendo lo que debia satisfacer 1, es decir /¢, € CL((0,T) : L*(Q)), tenien-
do la identidad:

J J u(x, ))(11) (£)Pa(x dxdt_f j (x)dxdt.

Por tanto

T T
jo <¢1>'<t>jgz:-1<u<x, ) (x)dxdt =f0 wt)jg F(u)a(x)dxd.

Como L~ es simétrico, es decir, (L1 (u), Po)r2q) = (u,£‘1(¢2))Lz(Q), entonces

T T
fo (ebl)'(t)fgu(x,tm-l(wz(x))dxdt=fo w11 LF(u)zpz(x)dxdt. (4.12)

Veamos que la parte de la izquierda es acotada. Escribimos la funcién test ¢, =
¢1 y usamos la simetria de £7!:

J E_l(u)¢2(x)dx = J [l_l(u)qbl(x)dx = f L_l(qbl(x))u(x, t)dx.
Q Q Q

Ahora recordemos que cj)l era una autofuncién positiva por lo que L(¢1) = A1 ¢4
asi g1 = L7 (A1) = [, K(x9)A191(9)dy = A, L7 (1),

Entonces £71(¢;) = ¢1/A;. Si consideramos ¢ < 1/1;, y como estamos trabajan-
do con soluciones u positivas, entonces

f Yy (x))u(x, t)dx < CJ u(x,t)pq(x)dx
Q Q
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Asi, podemos expresar que para todo 0 <ty < t1, se tiene usando (4.12):

Lu(to,x)ﬁ_lqbl(x)dx—j u(ty, x)L” qbl dx—ftlf u(t,x))p(x)dxdt.

(4.13)

Aquihemos tomado una sucesién 1 , de manera que converjan a ¢ (t) = X[to:tl](t)
en L®(0, ), siendo 1] , convergente a §| = (9;, — 0, )(t), con

. ]_ tE(t();tl)
X[to,tl](t) = { 0 té&(tyt)

Como se cumple que ¢y ,/P; € CL((0,00) : L®(Q))) podemos aplicar lo anterior a
estas sucesiones y aplicar después limite obteniendo el resultado deseado:

J:o zp{,n(T,x)J L'_ld)l(x)dxdf — j u(to,x)ﬁ_lqbl(x)dx - J;) u(tl,x)ﬁ_lc/)l(x)dx

t
J J u(t,x))¢p1(x)dxdr — J u(t,x))¢p(x)dxdr.
to

. Monotonia de ”'”L}p
1

En este paso obtendremos la primera desigualdad de la proposicién. Para ello,
primero usamos ahora la expresién que hemos obtenido (4.13). Asi

t
j@ u(to, x)[l_lqbl(x)dx - JQ u(tl,x)[l_l(pl(x)dx = J:O JQ F(u(t,x))¢1(x)dxdt.

Como L7Y(¢) = ¢1/A, entonces

t
| o 110 |t g e1ax = f | Pt pn st

Le aplicamos lo mismo a la solucién v. Y obtenemos que

J;) (to, x) 1 (x)d L (t1,%)P1 (x dx—(J‘Q v(to, x)P1(x)d JQ (t1,%)P1(x)d )

(4.14)

t
A J;O L(F(u(t,x))—F(v(t,x)))d)l(x)dxdt:JQ[u(tO, V(to, x)]ydx

—f [u(ty, x) —v(t, x)]Pp1dx.
Q

Como F es creciente,u >vy ¢; >0

J[”(tlr v(t1,x)]P1(Q dxsf[u(to, v(tg, x)]P1(Q
Q Q

Para todo t(, t; tal que 0 <ty < t;.

si v = 0 entonces obtendriamos la monotonia de la norma de L(ll)1 (Q):

u(t <||u(t .
” (O)HL(lm(Q) ” (1)||L(1P1(Q)
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3. Prueba desigualdad intermedia

Vamos a probar para todo 0 < u < v la siguiente desigualdad (con nuestro ope-
rador recordemos que y = s):

2s(m;—1)v;,
(TGS T

! $1(Q)
_ < _
Flu) = Fv) < K —v)— /e,

’ . 25+ .
Con K, = (max{k,1})F(K;),i =1sit> ||u(T0)||L1'(Z) e i = 0 si ocurre lo opuesto.
1

Como F es convexa entonces podemos asegurar
F(v)>F(u)+F'(u)(v—u).

Sea v = 2u, entonces F(u) + F'(u)u < F(2u).
Por como es nuestra F(u) = u™ para m > 1 tenemos que u" < mu™ — F(u) <
F’'(u)u. Por tanto F(u) < uF’(u) < F(2u).

Usemos ahora el Lema 4.4 con r = x,1y = 2r

F(x) < maxl{k, 1)F(2r,) (%)m
0

coni=0sixe€|[0,2ry]sinoseriai = 1. Por lo tanto, combinando las dos desigual-
dades anteriores, tenemos

< méx(k, 1}% U™t (4.15)

o

Coni=0siU€[0,rg],ei=1en caso contrario.

Como F es convexa y F € C1(R\{0}), en particular F € C!(0,0) su derivada sera
creciente en ese intervalo. Sea 0 <v <u < U tenemos F(u) — F(v) < F'(u)(u —v).
Por ser convexa, y por ser la derivada creciente junto a la desigualdad (4.15):

F(ro)
m,'—l
o

U™t u—-v). (4.16)

Por otro lado se tiene un corolario del Lema 4.5 (demostrado en el corolario 6.3
de [2]) que paratodo 0 <ty <t

2 .
(ol 6,
lu(t)llz0() < K7W =U,. (4.17)
2s

Conj=1sit> ||”(T0)||£V3i+y(9): o equivalentemente si U; > K; y j = 0 en caso
p1

contrario. Recordemos que en nuestro caso Y =Ss.
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Elegimos K; = rg coni = j unimos (4.17)y (4.16):

- F(K7)

F(u) - F(v) < méax{k, 1} =2 U™ (u—v) = Hmﬂklﬁ%Kﬁ

U™ tu—-v) (4.18)
K K?

= méx{k, 1}

t(dﬂ/)vi,y(mi—l) (=)

25

Coni=1sit> ||M(T0)|| 1 () &N €aso contrario.
¢1

. Aplicar la desigualdad anterior.

Recordemos la férmula deducida en el paso de la monotonia de la norma L(lp1 (Q)

J[ (o, x)—v(tg, x)]p1dx— j[u (t,x)—v(t,x) (pldx_AlJtlJ v))pidxdt.

Vamos aplicarle la desigualdad anterior a la parte derecha de la ecuacioén. Sea
2s 2s

N
$1

0 <7y <ty<t talquenit,ty<lu(zo)ll,”
5 Q)
ni O ni 1.

Entonces de (4.18) multiplicando por ¢; e integrando respecto a x y ¢, tendria-
mos para un i que

por tanto i no es

25v; 5 (m;—1)

: R G
J:O J;)(P(”) —F(@))¢p; < J;O JQ max{k, 1}F(K7) (N+7)v(i;(mi—1) (u—v)dxdt

25v;,,, (m;—1)

3] ”u(TO)” Q)
- K <P1 ~
=K | e J 00—t )
(4.19)

En la segunda parte, la parte de monotonia comprobamos la siguiente desigual-

J [u(t,x)—v(t,x)]p1(x)dx <J [u(ty,x)—v(tg,x)]dx VYO<ty<t. (4.20)

Usando esta igualdad tendriamos que

2sv;,,, (m;—1)

i (o)l 4
1 L (Q
K§£0 Ly, (@) . dTJQ(u(t,x)—v(t,x))(j)l(x)dx

eIN+Y)viy (mi—

, h 25v; ,,(m;—1) 1
<k; [ty o e [ (w000l 1) )

to

Usamos ahora que 2sv; ), < 1 se satisface

tl 1 1 t _ t 251/1',),
J dt = (V7 = t3sv; ) < (t=to)"
gy eNFYIviy(mi=1) 25v;, 25v;,
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t _ 25Vj 4 5v; ml
. J, 0= Fomr <GS0 o | a0 00 g

Si combinamos (4.14) y esta desigualdad deducida obtenemos que para cada t,ty > T

U [u(to,x>—v<to,x>]¢1dx—f [1(t1,%) = v(t1, )] by dx
Q
— tg) %Sy sv; ,,(m;—
<UD ST )jw(to, V(o )by (x)d
Q

25v;
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Resultados de existencia y unicidad

Estudiaremos la existencia y unicidad de las soluciones, para ello, demostraremos
paso por paso el Teorema enunciado 4.2 anteriormente, presente en el documento [2]

5.1 Existencia de solucion

1. Paso al limite en una sucesion monédtona de soluciones mild acotadas.

Consideremos el dato inicial 0 < u; € L<1P1(Q)' Conseguiremos un candidato a

solucién débil dual a partir de una aproximacion por la izquierda de u( con so-
luciones mild en L*(Q)).

Para ello consideramos la sucesién mondtona no decreciente de datos iniciales
{o,ntnen con ug, € L*(Q) tal que 0 < ug, < gy < ... < Uy, ¥ Ugy,y — Ug €N
L}pl(Q).

Por el Teorema 4.1 sabemos que para cada dato inicial de u;, va a existir una
unica soluciéon mild u,(t,x) la cual pertenece a L*(C)) por la Proposicién 4.2.
Ademas por la Proposicién 4.3, seran soluciones duales débiles.

También se va a mantener el orden de las desigualdades para las soluciones mild,
es decir, u,(t,x) < u,,(t,x) para cada x € (2,t > 0 (por el Teorema 4.1, por el cual
a datos iniciales ordenados le corresponden soluciones ordenadas).

Ya habiamos visto antes en la seccion 3 que esas soluciones mild pertenecen a la
clase S.,. Como pertenece a esta clase podemos usar tanto el Teorema 4.3 como
el Teorema 4.5. Especificamente el Teorema 4.3 nos ofrece una cota superior de
las soluciones u,(t,x) a partir de un tiempo 7; la cual no va a depender del dato
inicial de la solucién. Por ello existe el limite nh_)ngo u,(t,x) en L®((11,00) x Q) que
sera u(t,x)y por la semicontinuidad de la norma en L*(C)) cumplira las mismas
cotas superiores que 1.

2. Se cumple que u € C%([0,00): L}Pl(Q))

Por otro lado del Teorema 4.1 obteniamos que si t; < t, entonces t}/aoF(u(tl,x)) <

) 1
t}/QOF(u(tz,x)), y como %i((s)) > ;—;% luego %(F(u)ln(t)%) > 0, seria una formula-
cion débil de L F
dyu > — (1)
agt F’(u)

(En el caso de que u = 0, entonces % =1).

De la hipétesis (A0) obtenemos que 1 —a; < ( Fl) ) <1 -ay, integrando respecto

F'(u)
F(u)

de u, se tendria que (1 —ay)u < Py S (1 —ag)u, entonces

-1 F 1-
uz_LEW 1 an
apt F’(u) ay t

1-ag
Por tanto la funcion t — t “ wu(t,x) es no decreciente V¢ >0 a.e x € Q.
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Asi, si0<ty<t),conmy= 1 entonces

u(ty, x)—u(ty,x) > - u(to,x)—u(ty,x)=—|1- . u(to, x).
1 1
Por lo que para la parte negativa de u(ty,x) — u(ty, x), (u(t;,x) — u(ty,x))_ se tie-

1
ne que 0 < (u(ty,x) —u(tg,x))_ <|[1- (:—?)mo_l u(tg,x). Si ahora integramos con la

auntofuncién ¢, actuando de funcioén peso, obtenemos que

OSJ;)( (t1,x —u(tg,x))_¢p1(x)dx) < [1—(tl)m‘)lllJ;) u(to, x)pr(x)dx.  (5.1)

Ahora si usamos el primer resultado de la Proposicion 4.4 (sustituyendo v por
u,) tendremos que Yt; > 0

| e a1, 01001 < [ (ot (0161 (0
Entonces cuando n — co, como g, — 1 en L(lpl(Q) se tiene que u,(7y) — u(1y)

en la topologia fuerte de L(li)1 (Q). Ahora aplicando el segundo resultado que nos
proporcionaba la Proposicion 4.4 con v = 0 obtenemos que para cada t; > ;>0

‘JQ u(ty,x)¢q(x)dx - J;) (to, x)py (x)dx

Por otro lado como |f| = f + 2f_, f. = max{0,—f}, sustituyendo f por

M(tl, ) tO;
f|u %) — 1t )by (x)dx

—f( (11,%) — b, x)) by (x dx+zj (u(t1, %) — u(to )by (x)dx
Q Q

<K8[“0]|t1—f0|25v'7J u(to, x)¢pq(x)d
Q
(5.2)

Ahora usando las ecuaciones (5.1) y (5.2)

J (u(ty,x)—u(ty,x))Pq(x )dx+2J (u(t1,x) —u(ty, x))_¢q(x)dx
Q 0
<|Ks[upllty —fo|25v’”+2[(1 —t—o)mo 1] j u(to, x)¢P(x)dx
t 0
1

1
Lo que nos garantizaria la continuidad de la funcién u en L (I)1(Q) menos en el

punto t = 0. Veamos la continuidad en ese punto:
e = Cone < [t ) e 00 15+ [ 6,0 1 50 31

+f tg.n(£, ) — 1o, )lb1 (x)dx
Q
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Representaremos cada sumando con una letra

- J (8, %) — 0 (1, Db (x)dx; by = f 0n(£,2) — t1g,0(, ) 1 (x)d;
Q Q

o= f g0, %) — 1t (£, X)lep1 (x)dlx
Q

€

a) Parte c,. Puesto que ¢, — 0 podemos tener n de manera que ¢, < 5.

b) Parte a,,.Usamos el primer resultado de la Proposicion 4.4

f|utx (1, 2)lp1 (x dx<j|uo g ()1 ()

, , c
Asi tendriamos que a,, < 5.
c) Parte b,,.

f |un<t,x>—uo,n<t,x>|¢1<x>dxs||<¢>1<x>||mg>j 10t %) — 11 (1, )l
Q Q

Asi que cuando t — 0, esta expresion de arriba tiende a cero. Terminando este
paso de la demostracion.

. El limite es una solucion débil dual.

Veamos que para cada funcion test i tal que /¢; € C1((0,00) : L®(Q)) se cumple:

j [ e dxdt—fj u)pdxdt = 0.

Segun la Proposicion 4.3 las soluciones mild son soluciones duales débiles cum-
pliendo entonces que

[ i [ [ Fupasai=o

Por lo que nos queda ver que ocurre lo mismo, cuando n — co. Dividiremos la
demostracion en dos pasos.

a) Paso 1. Veamos que se verifica lo siguiente

f J e dxdt—>j | et Sasar,

Como u > u,, entonces se tendra que £~!(u—u,) > 0, por como est4 definido
el inverso del operador (como integral de la funcién con un ntcleo K). Por
otro lado

uun )

Y, (x)dxdt|.

(u—uy,)(t,x)d gbdxdt‘

¢()



Ahora como /¢, € CL : ((0,00) : L*(Q)), podemos decir que el soporte com-
pacto estard en el intervalo [t1,t,] asi

oy ‘ 2 R
(1 — 12,)(t, X)— x)dxdt , X x)dxdt|.
q:) ( (Pl )(.bl(x)(Pl( )
fzjcl( ) x)dxd fz iy f,c (u—1u,)( x)dxd

(u-u xdt| < (t,x) xdat.

n Jo ¢1 (Pl fn P10y Ja Prlx
Usando que el inverso del operador es simétrico.
20 9y J 1
L7 (u—u,)(t,x)dq(x)dxdt =
J; P10 () Ja ¥

jtz 9P
b 11 P1(x)

Por otro lado sabemos que ¢; = /\Ilﬁ_l((j)l), entonces

jtz
51
)

/\1 f

51

Ahora mediante el primer resultado que nos da la Proposicion 4.4 tenemos

f [l_l({)l(x)(u —u,)(t,x)dxdt.
L2(Q) JQ

diip
()l

%
ﬂi) L) L ¢1(x)(u —u,)(t, x)dxdt.

J [I_l(j)l (x)(u — uy)(t, x)dxdt
) Ja

que
B 3y
- ,x)dxd
A f o Lm(ﬂ)jgcpl(x)(u ) (1, x)dxde
X
< | gl Jo e e

Teniendo finalmente que cuando n — oo la expresidon de arriba converja a
cero. Veamos ahora el segundo paso.

Paso 2. Demostremos que se satisface que

J j (1 ¢ddeJ j u)pdxdt,

Para ello usamos que de la definicién de solucion débil dual tenemos que la
funcién test ¢ cumple que /¢, € CL((0,00) : L®(Q)). Consideramos como
antes que el soporte compacto se encuentra en [, ,], asi:

/1l ([, 1,1x00) < K- (5.3)
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Por otro lado también se tiene que segin hemos establecido el soporte com-

pacto
z,bdxdt‘ J f ﬁcpl(x)dxdt

Lo [tl tz]XQ

Como esa norma estaba acotada por (5.3) entonces

L2([1y,15]%Q) J j n))P1(x)dxdt
J; J n))P1(x)dxdt.

Ahora usamos para 0 < t; <t,,envezdety tylaexpresion (4.19) obtenemos

<P1(

H¢1

que
J J (Pldth
2s( m, 1)v;, (tl - t2)25vi’7’
<K, QRS LA
Quedando

ki j f ¢y (x)dxdt

2sv;
25m1 i, (t — )"0
T | (up(x) — g, (x))Pp1(x)d
Q

< Kglhally o 5

1,7/

Y ya lo tenemos, como u,, — uy cuando n — oo la expresion de arriba ya
converge a cero en ese caso.

5.2 Unicidad de solucion

Proberamos ahora la unicidad de soluciones débiles duales dadas por el método
anterior. Para esto vamos a suponer que existe otra soluciéon débil dual al problema,
v(x,t) que supongamos que sea el limite de soluciones mild, vi(t,x) que se obtienen de
otra sucesion de valores mayores que uy, 0 < vy, <...<ug € L(lj)1 (Q) (que convergen al

dato inicial en L}P1 (Q))), por el Teorema 4.1.
Ahora probemos que v = u en dos pasos:

1. Paso 1. Primerov <u

Consideremos el dato inicial (v(0,x)—u,(0,x)), que segin lo razonado anterior-
mente le corresponderia la solucion mild (vy —u,,),.
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Por la Proposicion 4.2 sabemos que |[[u(t)l[rr(q) < lluollirq) Yt > 0 para u una so-
lucién mild. Por lo tanto tenemos que para la parte positiva de vi(t,x) — u,(t, x),

[Vk(t, x) — (2, )] -

j [t %) -y (£,2)], sj (040, %) — 10a(0, )],
Q

Q
Hacemos tender n a infinito

lim | [vi(t,x)—u,(t,x)],dx < lim J [vi(0, x)—1,(0,x)] dx = J [vi(0, x)—up],.dx.
= Jo Q

n—-oo Q

Como ya hemos visto a la sucesion de aproximaciones de datos iniciales por abajo
del dato inicial ug, le correspondia una soluciéon mild cumpliendo que v, (0,x) =
Vo x < U entonces [v(0,x) —ug], = 0. Por ello Iﬂ[vk(o,x) —upl,dx =0.

Entonces fQ[vk(t, x)—u,(t,x)] < IQ[vk(t, x)—u,(t,x)]; <0. Lo que nos permite afir-
mar (usando el limite para cuando k — oo) que v(t,x) < u(t,x) Vt > 0.

2. Paso 2. Para la otra desigualdad u < v se hace de forma analoga, intercambiando
los papeles de vy y u,,.

Teniendo lo que buscabamos v(t,x) = u(t,x) V¢ >0
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Conclusiones

Con la realizacion de este trabajo he podido poner a prueba mi conocimiento en el
grado de matematicas, sobre todo, en asignaturas dentro de la rama del Analisis Mate-
matico pues este es el punto de vista desde el que desarrollo el estudio, como Analisis
Vectorial o Ecuaciones Diferenciales I y II. Ademas he aumentado mis conocimientos
en esta rama de Analisis a través de los nuevos conceptos que he tenido que aprender
como los espacios de Sobolev, tipos de soluciones, o mediante algunas demostracio-
nes, aparte de mejorar mi vocabulario matematico en inglés ya que todos los libros
consultados se encontraban en tal idioma.

También me ha servido como introduccién al mundo de la investigaciéon matema-
tica, con la ayuda de mi tutor y mediante las obras de estos matematicos dandome a
conocer investigadores importantisimos en esta materia. He visto aunque solo sea en
relacion a este trabajo, las numerosas aplicaciones que tiene los avances en Ecuaciones
en Derivadas Parciales en otros campos que a priori no suele ocurrir que estén pre-
sentes como en biologia con procesos como la osmosis. Gracias a esto me he percatado
mejor de la real importancia ya no solo tnicamente de la difusién o de las ecuaciones
diferenciales, sino de las matematicas en general en el resto de las disciplinas cientifi-
cas.
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