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Abstract in English

Elliptic partial differential equations are used to model phenomena that do not
depend on time. In physics, these equations appear in fields as diverse as electrostatics
or fluid dynamics.

As is usually the case with partial differential equations, there is, in general, no
explicit formula for solving this type of equation. Moreover, it is possible that some
equations do not have a solution or, if they do, the solution is not unique or has bad
properties.

That is why, in this work, we will see under what conditions some elliptic equations
have a solution and in which cases this solution is unique. We will also study some
theorems that guarantee good properties of the solution, such as its boundedness or its
non-negativity.

In particular, we will focus on some of the elliptic problems studied by Arcoya and
Boccardo in [1] and [2] and we will even dare to generalize some of their results.

Among all of them, the most general problem we will study will be

—div(M(x)Vu)+a(x)g(u) = f(x,u) enQ,
u=0 en dQ),

where Q) is a bounded open set of RN, M(x) is a bounded elliptic matrix, a(x) € L}(Q)
with a(x) > 0, g: R — R is continuous and f(x,s) is continuous in s. We will be able
to prove the existence of a unique weak solution and a strong maximum principle by
imposing, among other conditions, that there exists a continuous and positive h: R —
R such that

If(x,s)] < a(x)h(s) a.e. in Q xR.

As we will see, the concept of weak solution is directly related to Sobolev spaces
and, therefore, these spaces will be a cornerstone in our study.
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Resumen en espaniol

Las ecuaciones en derivadas parciales elipticas sirven para modelar fenémenos que
no dependen del tiempo. En Fisica, estas ecuaciones aparecen en campos tan diversos
como la electrostatica o la dinamica de fluidos.

Como suele ocurrir con la gran mayoria de ecuaciones en derivadas parciales, no
existe, en general, una formula explicita para resolver este tipo de ecuaciones. Es mas,
es posible que algunas ecuaciones no tengan solucién o que, en caso de tenerla, dicha
solucion no sea unica o tenga malas propiedades.

Es por ello que, en este trabajo, nos dedicaremos a ver bajo qué condiciones algunas
ecuaciones elipticas tienen soluciéon y en qué casos dicha solucién es tnica. También
estudiaremos algunos teoremas que nos garanticen buenas propiedades de la solucién,
como su acotacion o su no negatividad.

En concreto, nos centraremos en algunos de los problemas elipticos estudiados por
Arcoya y Boccardo en [1]y [2] e, incluso, nos atreveremos a generalizar algunos de sus
resultados.

De entre todos, el problema mas general que estudiaremos sera

—div(M(x)Vu)+a(x)g(u) = f(x,u) enQ,
u=0 en dQ),

donde Q) es un conjunto abierto y acotado de RN, M(x) es una matriz eliptica acotada,
0 <a(x) € LY(Q), g: R — R es continua y f(x,s) es continua en s. Seremos capaces
de probar la existencia de una tnica solucién débil y un principio del maximo fuerte
imponiendo, entre otras condiciones, que exista #: R — R continua y positiva tal que

If (x,5)] < a(x)h(s) c.t.p. en Q x R.

Como veremos, el concepto de solucion débil esta relacionado de forma directa con
los espacios de Sobolev y, por ello, estos espacios seran un pilar fundamental en todo
nuestro estudio.






Introduccion

En 2015, David Arcoya y Lucio Boccardo publicaron el articulo [1]. En él, probaron
la existencia y unicidad de solucion de varios problemas de Dirichlet. Mas tarde, en
2020, retomaron el estudio de algunos de estos problemas y fueron capaces de demos-
trar varios principios del maximo en el articulo [2].

El problema mas sencillo que se estudia en estos articulos es

{ ~div(M(x)Vu)+a(x)u = f(x) enQ, )
u=0 en dQ),
donde Q es un conjunto abierto y acotado de RN y M(x) es una matriz eliptica acotada.
Gracias al Teorema de Lax-Milgram 3.1, la existencia de solucion débil del proble-
ma (1) queda garantizada cuando 0 < a(x) € L*(Q) y f € LP(Q)) para p € [2,0]. En el
articulo [1], Arcoya y Boccardo consiguen ir mas alla y son capaces de generalizar es-
tas condiciones a cambio de establecer una novedosa interaccion entre a(x) y f(x). En
concreto, son capaces de probar que si

|f (x)| < Qa(x) c.t.p. en Q para algtn Q>0,

entonces basta con que a(x), f(x) € L'(Q) para que exista una tinica soluciéon débil de (1)
que, ademas, sera acotada.

Pero la cosa no acaba aqui. En el articulo [2] logran probar un principio del maximo
fuerte, es decir, logran dar condiciones sobre a(x) y f(x) bajo las cuales la solucion del
problema es estrictamente positiva. En particular, demuestran que si 0 < a(x) € L'(Q)
no es idénticamente nula y f(x) = Qa(x) para algin Q > 0, entonces la Gnica soluciéon
del problema (1), ademas de ser acotada, es estrictamente positiva.

En este trabajo generalizamos ambos resultados. Uno de los problemas que estu-
diaremos sera

—div(M(x)Vu)+a(x)u = f(x,u) en(), )
u=>0 en aQ, ( )

donde Q) es un conjunto abierto y acotado de RN, M(x) es una matriz eliptica acotada
y f(x,s) es continua en s.

Con el objetivo probar la existencia de solucion débil del problema (2) impondre-
mos, siguiendo las ideas de [1], que 0 < a(x) € L'(Q)) y que exista h: R — R continua y
positiva tal que

If (x,s)] < a(x)h(s) c.t.p. en Q xR.

Aun asi, estas condiciones no son suficientes para probar la existencia de solucion.
Como veremos en este trabajo, para demostrarlo sera necesario exigir a h alguna con-
dicion mas.

Del mismo modo, seguiremos las ideas de [2] para probar un principio del maximo
fuerte. Probaremos que si 0 < a(x) € L'(Q) no es idénticamente nula y f(x,s) = a(x)h(s)
para alguna h: R — R satisfaciendo, entre otras cosas, que es continua y positiva,
entonces el problema (2) tiene una Unica soluciéon que, ademas, es acotada y estricta-
mente positiva.

Como podremos imaginar, probar todo esto requiere de un marco teérico adecuado.
Es por ello que dedicaremos los tres primeros capitulos a preparar este marco y, en el
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INTRODUCCION

ultimo capitulo, demostraremos los dos teoremas aqui mencionados. De forma mas
detallada, el contenido de cada capitulo puede resumirse del siguiente modo:

» En el Capitulo 1 definiremos los espacios LP(()) y veremos algunas de sus pro-
piedades mas interesantes. Ademas, estudiaremos varios teoremas relacionados
con la convergencia de sucesiones en estos espacios.

» En el Capitulo 2 nos centraremos en los espacios de Sobolev. Veremos una version
de la regla de la cadena en estos espacios, asi como también veremos algunos
teoremas clasicos como, por ejemplo, el Teorema de Rellich-Kondrachov 2.3 o
la desigualdad de Poincaré 2.4. Por ultimo, probaremos algunos resultados de
convergencia de sucesiones en estos espacios.

» En el Capitulo 3 nos dedicaremos al estudio del problema

—div(M(x)Vu) = f(x) en(Q,

u=>0 en dQ),
donde Q) ¢ RN es un conjunto abierto y acotado y M(x) es una matriz eliptica
acotada. Comenzaremos el capitulo demostrando un teorema de existencia y uni-
cidad de solucion débil para este problema. Después, probaremos dos principios
del maximo: uno débil y otro fuerte. Por Gltimo, veremos algunas condiciones
bajo las cuales la solucién de este problema esta acotada.

» En el Capitulo 4 estudiaremos una versiéon mas general del problema (2). Como
ya hemos comentado anteriormente, lo que haremos sera demostrar un teorema
de existencia de solucion débil y un principio del maximo fuerte, entre otros.



Espacios LP(Q))
1.1 Definicion

Comenzaremos definiendo los espacios que dan nombre a este capitulo. En dichas
definiciones y durante el resto del capitulo consideraremos que () es un abierto de RV.

Definicion 1.1. Dado p € R tal que 1 < p < oo, se define el espacio de funciones integrables
LP(Q)) como

LP(Q):{]’: Q — R: f es medible y fQ|f|p<w}.

En el caso en el que p = oo, se define el espacio de funciones esencialmente acotadas
L*®(Q)) como

L®(Q)={f: Q—R: f es medible y |f (x)| < C c.t.p. en Q}.

En estos espacios identificaremos aquellas funciones que sean iguales c.t.p. en ),
por lo que los elementos de estos espacios seran realmente clases de equivalencia. Aun
asi, permitiendo un abuso de notacién, cuando indiquemos f € LP(Q) o f € L*(Q) lo
que estaremos haciendo sera tomar una funcién f y no una clase de equivalencia.

A estos conjuntos podemos dotarlos de la estructura propia de un espacio vectorial
definiendo las operaciones suma y producto externo como es habitual. No obstante,
esta estructura no es suficiente, pues necesitamos dotarlos de una norma. Si 1 < p < oo,
definimos

T (L Ifl”)p, VfelP(Q)

y, si p = o0, definimos
Ifllis(@) = Ifll = esssuplf|:= Inf{C € R: [f(x)| < C c.tp. en Q}, Vf € L¥(Q),

donde “esssup” hace referencia a supremo esencial.

Puede demostrarse que, efectivamente, estas aplicaciones que acabamos de defi-
nir son normas. Es mas, se puede probar que para 1 < p < oo los espacios LP({2) son
espacios de Banach. Estas demostraciones pueden consultarse en [4, Teorema 4.7, Teo-
rema 4.8].

De entre todos estos espacios, el caso p = 2 es especial, pues en L?(Q)) podemos
definir el producto escalar

(f>&12Q) = Lfg’ Vf,g€L*(Q).

La norma que induce este producto escalar coincide con la norma que ya habiamos
definido en L?(Q)). Como consecuencia, el espacio L?(Q)) es un espacio de Hilbert.

Algo mas que podemos hacer es estudiar, entre otras propiedades, su reflexividad
y su separabilidad. La siguiente proposicion recoge estos aspectos.

Proposicion 1.1. Los espacios LP(Q)) son reflexivos si, y solo si, 1 < p < co. Por otro lado,
tales espacios son separables si, y solo si, 1 < p < co.
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1. Espacros LP(Q)

Sobre estos espacios podriamos seguir estudiando otras propiedades como, por
ejemplo, ver a qué son isomorfos sus espacios duales. Algo mas que podriamos ha-
cer es demostrar algunos teoremas de representacion para dichos espacios duales. En
cambio, no profundizaremos en estos aspectos, pues no son el objetivo de este trabajo.
Para saber mas sobre estos hechos o para consultar la demostraciéon de la proposicion
anterior remitase a [4, Seccién 4.3].

A continuacion, enunciaremos una desigualdad cuyo uso sera recurrente a lo largo
de este texto: la desigualdad de Holder. De nuevo, no demostraremos este resultado.
Su prueba puede consultarse en [4, Teorema 4.6].

Para simplificar su enunciado es necesario hacer una definicién previa.

Definicion 1.2. Sea 1 < p < co y adoptemos el convenio de que = es 0. Se define el exponente
conjugado de p, notado por p’, como
1 1
— 4+ - —
p p
Hecho esto, estamos ya en condiciones de enunciar la desigualdad mencionada.

1.

Teorema 1.1 (Desigualdad de Holder). Sea f € LP(Q) y sea g € LP (Q) con 1 < p < co.
Entonces fge LY (Q) y

f 8l <IIfll Nl
Q

Finalizamos la seccién indicando cuales son las relaciones de inclusion existentes
entre estos espacios. Como veremos, para que dichas relaciones puedan darse es nece-
sario imponer que Q) tenga medida finita.

Proposicion 1.2. Sea QO € RN un conjunto abierto de medida finita y sean 1 < p < q < co.
Entonces existe una constante C > 0 dependiendo tinicamente de p, q y () tal que

1fll, < Clifllg, ¥ f € LI(C).
Como consecuencia, L1(Q)) C LP(Q).

Demostracién:
El caso en el que g = 00 es inmediato, pues

=], |f|P)’1’ < (L ||f||f;)’1’ — (meas())" fllor Vf € L7()

Veamos el caso en el que 1 < g < c0. Dado f € L9(Q)), teniendo en cuenta que

q

p < g, podemos aplicar la desigualdad de Holder 1.1 a las funciones |f|P € LP(Q)) y
q ’

1e L(P) (Q)) para obtener que

[y < meascc) ¥ [ v
1

La demostraciéon concluye elevando esta expresiéon a i

4
il

Comentario 1.1. Esta proposicion nos proporciona mucho mas que una simple inclu-
sion entre conjuntos. Mas adelante, en la Seccién 2.4, veremos que lo que acabamos de
probar es que L9(()) es una inyeccién continua en LP(€)), notado por L1(€)) — LP(Q)).
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1.2. Teoremas de convergencia

1.2 Teoremas de convergencia

En gran parte de este texto trabajaremos con sucesiones que estan en los espacios
LP(Q)). Por ello, es necesario conocer algunos resultados que nos den informacion sobre
la convergencia de estas sucesiones.

Comenzamos enunciando dos teoremas clasicos.

Teorema 1.2 (de la convergencia monétona). Sea {f,} una sucesion de L' (Q) verificando
que

(a) fl SfZ << fy an+1 <. ctp.en(,

(b) sup, [, fu <oo.

Entonces {f,,(x)} converge c.t.p. en Q3 a un limite finito, que denotamos por f(x). Ademads,
esta funcion f pertenece a LY(Q) v ||f,, — flli — 0.

Teorema 1.3 (de la convergencia dominada). Sea {f,} una sucesién de funciones de L' (QQ)
verificando que

(a) fu(x)—> f(x)c.t.p.enQ,
(b) existe una funcion g € L' (Q) tal que |f,(x)| < g(x) c.t.p. en Q para cada n € N,
Entonces f € LY(Q) v ||f, - fll = O.

Tanto estos dos teoremas como el siguiente estan relacionados con la convergencia
c.t.p. en (. Recordemos que una sucesioén de funciones es convergente c.t.p. en ( si
converge puntualmente en todo Q) salvo, quizas, en algin conjunto de medida nula.

La demostracion del teorema que aparece a continuacion esta tomada de [4, Teore-
ma 4.9].

Teorema 1.4. Sea {f,,} una sucesion de LF(Q) y sea f € LP(Q) tal que ||f, — fll, — 0. Existe
una parcial {f5 ()} de {f,} v una funcion h € LP(Q) tal que

(@) fo(m(x)— f(x) c.t.p.en Q.
(b) |f0 x)| < h(x), VneN, c.t.p. en Q.

Demostracién:

Veamos primero el caso en el que p = co. Como ||f,, — flle = esssupglf, — f| = 0,
existe un conjunto E C () de medida nula tal que supg, g |f, — f| = 0. De aqui es facil
deducir que [f,(x) — f(x)| = 0 para cada x € Q\E, es decir,

fu(x) = f(x) c.t.p. en Q.

Por otra parte, sabemos que existe nj € N tal que

() = 1f (x |<|fn(x)—f(x)|Szu\lglfn—fkly Vn>ng, Vx € Q\E.

Si definimos h(x) = max{|f;(x)|,...,|f, (x)|, 1+]f (x)|} en Q, de las hipétesis deducimos
que h € L*(Q)) y, por cémo esta deﬁmda h, se cumpllra que |f,(x)] < h(x), Vn € N,
Vx € Q\E, es decir,

|fu(x)] < h(x), VneN, c.t.p.en Q.



1. Espacros LP(Q)

Veamos ahora el caso en el que 1 < p < co. En primer lugar, observemos que {f,,} es
una sucesién de Cauchy en LP(Q)). Por ello, es posible construir una parcial {f;(,} de

{f,} tal que

||fa(n+1 fa ”p = , YneN.
Esta sucesién se construye tomando n; € N tal que ||f,, — full < %, Vm,n >nyy
definiendo o (1) = n;; después tomando n, > ny tal que ||f,, — full < %, VYm,n > ny,y

definiendo 0 (2) = n,; etc.
Hecho esto, para cada n € N definimos

Dfa (1) (%) = fo (¥, Yx € Q.

Se cumple asi que
n o) 1
Igally < ) Wowsy~fowlly <) g <) sp=1 VYneN.
k=1

Como la sucesion {gf;} esta en L'(Q) y verifica las hipétesis del Teorema de la con-
vergencia monétona 1.2, podemos aplicar este resultado para afirmar que {gﬁ(x)} con-
verge a una funcién gP(x) c.t.p. en Q con gP € L}(Q). Observemos que, como las fun-
ciones s > /s y s > sP son continuas, esto es equivalente a decir que g,(x) — g(x)
c.t.p. en O con g € LP(Q). Asi, existe un conjunto E C (O de medida nula tal que
2.(x) — g(x) para cada x € Q\E.

Ademas, por como se han definido las funciones g, tenemos que

Zlfa 1) () = foiig (X)), ¥x € Q\E.

De esta forma, param >n > 2y para x € Q\E se cumple que

|fa(m)(x)_fa(n)(x)| < |fa(m)(x)_fa(m—l)(x)|+"'+|fa(n+1 fa | <g ) gn—l(x)-

Observemos que el término de la derecha de esta desigualdad tiende a 0. Por lo
tanto, fijado x € Q\E, la sucesion {f;(,)(x)} es de Cauchy y, en consecuencia, tendra
limite. Si definimos

f(x) _11rnf(T ), Vx € Q\E,

podemos decir que f;(,)(x) — f*(x) c.t.p. en Q. Notemos que, en principio, f* no tiene
por qué ser igual que f. Siguiendo el mismo procedimiento que en la desigualdad
anterior, deducimos que para cadam >n>1y c.t.p. en ) se cumple que

|fo(m)(x) _fa(n)(x)l < |fo(m)(x) _fa(m—l)(x)l -+ |f(7 n+1 fa = X).
Tomando limites cuando m — oo, tenemos que
(%) = fom(x)| < g(x), Vn €N, c.t.p. en Q. (1.1)

Como f(1)y g estan en LP(Q), usando la desigualdad triangular inversa se prueba
que £ € LP(QL). Como |fou ()~ S0P — 0 c.tp. en Q y Ify () - F (0P < g(x) c.p.
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1.2. Teoremas de convergencia

en () con gf € Ll(Q), podemos aplicar el Teorema de la convergencia dominada 1.3 a
la sucesion {|fy () — fIP} de L'(Q) para deducir que | fo(m) = f7Il, = O.

Ahora bien, como por hipétesis sabemos que [|f,, — fl, — 0, gracias a la unicidad
del limite ya si que podemos afirmar que f* = f c.t.p. en Q). Por lo tanto, f;(,)(x) — f(x)
c.t.p. en Q. Finalmente, por (1.1) concluimos que

[fom(X)] < g(x) +1f (x)] € LP(QQ), VneN, c.t.p.en Q.

|

Continuamos esta seccion con una proposicion valida para cualquier espacio nor-

mado reflexivo y relacionada con la convergencia débil. Recordemos que una suce-

sion {x,} de un espacio normado X es débilmente convergente si existe x € X tal que
7(x,) — T(x) para cada 7 € X’, donde X’ denota el dual topoldgico de X.

Proposicion 1.3. Toda sucesion acotada en un espacio normado reflexivo X admite una
parcial débilmente convergente.

Demostracion:

Sea {x,} una sucesién acotada en X.

En primer lugar, supongamos que X es separable. Como X es reflexivo y separable,
entonces X’ es separable. Por ello, existe una sucesion {t,} que, vista como conjunto,
es densa en X’. Observemos que, como {x,} esta acotada, las sucesiones {1,,(x,)} ,en
también estan acotadas para cada m € N.

A continuacioén, definiremos infinitas parciales de {x,} de forma recursiva.

» Como {1;(x,)} es acotada, por el Teorema de Bolzano-Weiertrass existe una par-
cial {xg, ()} de {x,} tal que {7, (x5, (n))} €s convergente.

= Supongamos que para algun ky € Ny para todo k € N con 2 < k < ky hemos
definido la parcial {x,, (4} de {x,,_, ()} de forma que {T.(xs (n))}nen €S cOnvergente
para cada ¢ <k.

= Como {7y 11 (xgko(n))}neN es acotada, por el Teorema de Bolzano-Weiertrass existe
una parcial {x%ﬂ(n)} de {x%(n)} tal que {Tk0+1(xc7k0+1(n))}neN es convergente. Co-
mo {xgk0+1(n)} es una parcial de {xo_ko(n)}, entonces {Tc(xgk0+1(n))}neN es convergente
para cada ¢ < kg + 1.

Una vez definidas estas sucesiones, utilizamos el método de la diagonal de Cantor
para definir
o(n)=o0,(n), YneN.

Obtenemos asi que {x4(,)} es una parcial de {x,}. Ademés, dado k € N, la sucesion
{Xg(m) i €5 una parcial de {xg, ()}, POF lo que {Ty(Xs(n))tnen converge.

Una vez construida la parcial {x4(,)} de {x,}, nuestro objetivo sera probar que dicha
parcial converge débilmente.

Veamos primero que dado 7 € X’, la sucesién {7(x4(,))} converge. Sea ¢ > 0. Como
{xs(n)} €5 acotada, existe M > 0 tal que

IXomll <M, VneN.

Como el conjunto {7, : n € N} es denso en X’, existe k € N tal que

&
< —
o=l < 5o



1. Espacros LP(Q)

Como ademas la sucesion {1y (x4(n))}nen €S convergente, también es de Cauchy. Asi,
existe ny € N tal que

£
Tk (X ) = T )l < 5 Vi, 12 mg.

Teniendo todas estas desigualdades en cuenta, obtenemos que

1T(Xg(m)) = T(Xe(m))] < NT(Xe(m) = T (X (m))] + 1Tk (X (m)) = T (X ()| + 1Tk (X (1)) = T(X ()]
< ”T - Tk” ”xa(m)” + |Tk(xa(m)) - Tk(xcr(n))l + ”T - Tk” ”xa(n)”

<e¢, Ym,n > ny.

Deducimos asi que {t(x;(,))} es de Cauchy y, como R (o C) es completo, {T(x;(x))}
converge.

Veamos ahora que existe el limite débil de {xa(n)}. Consideremos el funcional lineal
¢: X’ — R definido como ¢(t) = 1im,,_,, T(x4(n)). Observemos que, por lo que acaba-
mos de probar, este funcional esta bien definido y, ademas, es continuo, pues como
para cada 7 € X’ se cumple que

T (xo ()l < ITllllxg(mll < Mllzll, Yn €N,

entonces

[e(7) =

lim 7(xo(n))

= lim |7 (xy(y)| < Mll7ll, YT € X'
n—o00

Por lo tanto, £ € X”. Como X es reflexivo, existe x € X tal que ¢(t) = 7(x) para cada
7 € X’. Por la forma en la que se ha definido ¢, esto Gltimo nos permite afirmar que x
es el limite débil de {xa(n)} y, asi, esta sucesién es convergente débil, como queriamos
probar.

Supongamos ahora que X no es separable. Sea Y el cierre del subespacio genera-
do por el conjunto {x, : n € N}, es decir, sea Y = span{x,, : n € N}. Como X es reflexivo
e Y es un subespacio cerrado de X, deducimos que Y también es reflexivo. Ademas,
Y es separable, pues el conjunto formado por las combinaciones lineales finitas de
{x,, : n € N} con coeficientes en Q (o su analogoen C) es densoen Y.

De esta forma, si tenemos en cuenta las propiedades que satisface Y y que {x,}
es una sucesién acotada de Y, podemos aplicar lo ya probado en esta demostra-
cién para afirmar que existe una parcial {x;(,)} de {x,} y un elemento x € Y tales que
O (Xg(m) — ¢(x) paracada p €Y',

Ahora bien, dado 7 € X’, tenemos que 1|y € Y’y asi

T(Xg(n)) = Tly (Xg(m) = Tly(x) = T(x).

Por tanto, x es el limite débil de {x,,}. En definitiva, {x,(,} es una parcial de {x,}
convergente débil, como queriamos probar.
[
Para finalizar esta seccion, demostraremos un lema valido para espacios métricos.
Su importancia radica en que, a veces, necesitamos que toda la sucesion converja. En
cambio, algunos resultados como, por ejemplo, el Teorema 1.4 o la Proposicién 1.3,
toman sucesiones parciales para obtener mejores propiedades. Este lema permitira ex-
tender, bajo ciertas condiciones, la convergencia de dichas parciales a la convergencia
de la sucesion completa.
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1.2. Teoremas de convergencia

Lema 1.1. Sea (X, d) un espacio métrico y sea {x,} una sucesion de X tal que de cada parcial
suya se puede extraer una parcial convergente a algiin x € X fijo. Entonces x,, — x.

Demostracion:

Probaremos este lema por contrarreciproco. Supongamos que {x,} no converge a
x. Entonces existe ¢y > 0 tal que para cada n, € N existe n > ng tal que d(x,,x) > &g. En
consecuencia, el conjunto A = {n € N: d(x,,x) > €y} es infinito. Por lo tanto, podemos
considerar o: N — A estrictamente creciente. Como d(x4(,), X) 2 €y para cada n € N,
podemos afirmar que la parcial {xa(n)} de {x,} no admite ninguna parcial convergente
a x, tal y como queriamos probar.







Espacios de Sobolev
2.1 Definicion

De nuevo, durante todo el capitulo consideraremos que () es un conjunto abierto
de RN y que p € [1,0], a no ser que se indique lo contrario. Ademas, notaremos por
Cl(Q) al conjunto de las funciones de clase C! en Q con soporte compacto contenido
en (). Recordemos que el soporte de una funcioén f: (3 — R cualquiera se define como

sop(f)={xeQ: f(x)=0}
Dicho esto, comencemos el capitulo definiendo los espacios de Sobolev.
Definicion 2.1. Se define el espacio de Sobolev WP (Q)) como

dgy,...,9n € LP(Q) tales que

Wl'pQ = LPQ
Q) ={uel’(Q) ug?:_J- @p, Vo eClQ), Vi=1,...,N
Q Xi Q

Al igual que ocurria con los espacios LP(Q)), los elementos de W1P(Q) son clases de
equivalencia en las que las funciones iguales c.t.p. en Q) estan identificadas. Aun asi,
cuando tomemos u € W'P(Q)), consideraremos a u como funcién y no como clase de
equivalencia.

Dado u € Wl’p(Q) eie{l,...,N}, ala funciéon g la llamaremos derivada débil o
generalizada de u respecto a x; y notaremos

Ju

a—xi = gi.

Puede probarse que esta definicion tiene sentido, es decir, que las funciones g; son
unicas c.t.p. en Q). Su demostraciéon puede encontrarse en [4, Corolario 4.24].

La importancia de estos conjuntos radica en que, bajo ciertas condiciones, genera-
lizan al conjunto C!(Q)). Teniendo en cuenta el Teorema de la divergencia, es claro que
siue€CHQ)NLP(Q)y 9ufox; € LP(Q) para todo i = 1,...,N (donde 94/, indica la deri-
vada usual de u), entonces u € WHP(Q)). Ademas, la derivada débil de u coincide con
su derivada usual, por lo que la notaciéon que hemos establecido es consistente. En el
caso en el que () sea acotado tendremos una relacion mas clara aun, pues de lo anterior
podemos deducir que C'(Q) ¢ WP(Q) para cada p.

Por otra parte, en cada uno de los espacios W!?(Q) podemos definir una norma a
partir de las normas ya definidas en los espacios L?(Q). Para 1 < p < oo, definimos la
norma

N

Il = [nuuﬁ )

i=1

1
p\?

ou ] , Vue WhP(Q)

ax,-

P
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2. Espracios pE SOBOLEV

y, para p = oo, definimos la norma

N
du -~
fuhwiesior =Nl + Y| 55|+ vue w=(@)
i=1 Hileo

De nuevo, el caso p = 2 es especial, pues en él podemos definir el siguiente producto
escalar a partir del producto escalar de L(Q):

[ du v
<u,v>wl,2(Q) = <M,U>L2(Q) + Z<§’ %

=1

> , Yu,ve WH(Q).
12(Q)

Observemos que la norma inducida por este producto escalar coincide con la norma
que ya habiamos definido en W1?(Q).

Terminamos esta seccidon enunciando una proposiciéon que recoge las principales
propiedades de estos espacios. Aunque no haremos su demostracién, cabe decir que
ésta se basa en las propiedades que ya conocemos de los espacios LP(()). La prueba de
este resultado puede consultarse en [4, Proposiciéon 9.1].

Proposicion 2.1. El espacio W'P(Q) es un espacio de Banach para 1 < p < co. En conse-
cuencia, W2(Q) es un espacio de Hilbert. Ademds, W1P(Q) es reflexivo para 1 <p < oo y
separable para 1 < p < oo.

2.2 Elespacio Wol’p(Q)

Ya hemos visto antes que si Q es acotado, entonces C'(Q) ¢ WH?(Q). Cuando Q sea
un abierto cualquiera de RN no tendremos esa inclusién, pero si que tendremos que
CL(Q) c WlP(Q), pues toda funcién de C} (Q) es acotada en un compacto y, ademas, sus
derivadas también son acotadas en dicho compacto. Esto nos permite hacer la siguiente
definicion.

Definicion 2.2. Sea 1 < p < co. Se define el espacio Wol’p(Q) como el cierre de CL(Q) en
WLP(Q)), esto es

—ll,1,
Wy (@) =cl) "

1, . . : .
Como W, P(Q) es un subespacio cerrado de W1P(Q)), es inmediato obtener el si-
guiente corolario a partir de la Proposicion 2.1.

Corolario 2.1.1. El espacio Wol’p(Q) es un espacio de Banach para 1 < p < co con la norma
heredada de W'P(Q). En consecuencia, Wol’z(Q) es un espacio de Hilbert con el producto

interno heredado de WV2(Q)). Ademds, el espacio Wol'p(Q) es reflexivo para 1 <p < ooy
separable para 1 < p < oo.

De manera intuitiva, las funciones de este conjunto son aquellas que se anulan en
la frontera de Q) y estan en WP(Q). Es dificil formalizar esto, pues recordemos que
los elementos de W, ?(Q) son clases de equivalencia en las que las funciones iguales
c.t.p. en Q estan identificadas y, en consecuencia, el valor que tomen estas funciones en

12



2.3. Regla de la cadena

conjuntos de medida nula, como en muchos casos lo es d(), no importa. Ademas, estas
clases de equivalencia no tienen por qué tener ni siquiera un representante continuo.

A pesar de todos estos inconvenientes, existen varios resultados que tratan de for-
malizar esta interpretacion. Uno de ellos afirma que, bajo ciertas condiciones de regu-
laridad del dominio, una funcién u € WHP(Q)NC(Q) cumple que u € Wol’p(Q) si, y solo
si, u = 0 en JQ. La demostracion de este hecho puede consultarse en [4, Teorema 9.17].

Finalizamos la secciéon demostrando un teorema de densidad que nos sera atil mas
adelante.

Teorema 2.1. El conjunto Wol’p(Q) N L*®(Q)) es denso en Wol’p(Q) para 1 < p < oo, es decir,

W, (Q)NLe(Q) = W, P (Q).

Demostracion:
Probaremos esta igualdad por doble inclusién. Por una parte, es obvio que

W, (Q)nLe(Q) € W, P (Q),

puesto que Wol’p(Q) NL®(Q) C Wol’p(Q) y, por definicién, Wol’p(Q) es cerrado.

Por otra parte, sea u € Wol'p(Q). Por la forma en la que se ha definido el espa-
cio Wol’p(Q), existe una sucesion {@,} de C}(Q) tal que ¢, — u en W'P(Q). Como
Q€ Wol’p(Q) N L*®(Q)) para cada n € N, deducimos que

ueW,?(Q)nL=(Q)

y, por lo tanto, podemos afirmar que

W,”(Q) € W, P(Q) N L=(Q).

2.3 Regladela cadena

En esta secciéon nos limitaremos a enunciar dos proposiciones que nos daran infor-
macidn sobre algunas de las propiedades que tiene la composiciéon de una funciéon real
con una funcién de un espacio de Sobolev. Estos enunciados estan tomados de [6, Pro-
posicion A.2.4] y de [6, Teorema A.3.5]. Sus demostraciones, que requieren de algunos
teoremas de densidad y de algtn tipo de convergencia que no veremos en este trabajo,
pueden consultarse en [5, Seccion 7.4].

Proposicion 2.2. Sea u € W'P(Q) y sea f: R — R una funcién de Lipschitz. Considere-
mos el conjunto A ={seR:3f'(s)} y la funcion g: R — R dada por

| fl(s) siseA,
g(s)‘{ 0 siseR\A.

Si fou € LP(Q), entonces f ou € WHP(Q) con

d(f o J
({Tiu)(x) = g(u(x))a;li (x), c.t.p.en Q)

para todo i €{1,...,N}.
13



2. Espracios pE SOBOLEV

Comentario 2.1. Al ser f una funcion de Lipschitz, f también es una funcién absoluta-
mente continua y, por lo tanto, existe la derivada de f en casi todos los puntos de R.
En consecuencia, R\A tiene medida nula.

Comentario 2.2. Una condicién suficiente para que f sea lipschitziana es que f € C}(R)
con derivada acotada. Para probarlo, basta aplicar el Teorema del valor medio.

Comentario 2.3. Algunas condiciones suficientes para que fou € LP(Q)) son que f(0) =0
o que () sea acotado. Para probar estas condiciones, basta tener en cuenta que por ser
f lipschitziana existe M > 0 tal que |f(s) — f(0)| < M|s| para cada s € R.

Proposicion 2.3. Si 1 <p <oy f: R — R es una funcion de Lipschitz con f(0) =0,
entonces f ou € Wol'p(Q) para todo u € Wol'p(Q).

Para finalizar esta seccion, veremos qué consecuencias tienen estos resultados sobre
dos funciones concretas. La eleccion de estas funciones se debe a que en los siguientes
capitulos recurriremos en mas de una ocasion a ellas y, por tanto, nos conviene conocer
algunas de sus propiedades.

La primera de las funciones se trata de la funcién parte negativa, f_ : R — R, defi-

nida como
_ s sis<O,
f-(s)=s '_{0 sis>0.

Como f_ es una funciéon de Lipschitzy f (0) =0, dado u € Wol’p(Q) con 1 <p<oo,

la funcién
u(x) siu(x)<o,

(foou)(x):=u"(x) = { 0 siu(x)>0, (2.1)
verificaque f_ou:=u" € Wol’p(Q). Ademas,

v ) Vu(x) siu(x)<0,
Vu~(x):= { 0 siu(x) >0, c.t.p.en Q.

La segunda de las funciones a la que nos referiamos se trata, en realidad, de una
familia de funciones. Dado k > 0, definimos la funcién G;: R — R como

0, si|s| <k,
Gr(s)={ s—k, sis>k, (2.2)
s+k, sis<-—k.

Como Gy es una funcion de Lipschitz, ya que

|Gi(s1) = Gi(s2)] = 0 < [s1 — 5] si|si], |so| <k,
|Gi(s1) = Gi(s2)| = Is1 = 52| si sy, s, >k,
|Gr(s1) = G(s2)| = 51 = 5] si sy, sy <—k,
|Gi(s1) = Gi(s2)l =51 =k <51 —55 = [s1 — 5] si s >k, lsy| <k,
|Gr(s1) — Gi(s2)| =51 =3 —2k < s7—5, =|s; —s5| sis; >k,sy<—k,
|Gi(s1) = Gi(s2)| = =52 —k <51 =55 = |s1 — 5] silsi| <k, sy <k,

y Gx(0)=0,dado u € Wg’p(Q) con 1 <p <ocotenemos que Gyou € Wg’p(Q). Ademas,

Vu silu|>k,
VGi(u) = { 0 si I“I <k c.t.p. en Q.
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2.4. Embebimientos de Sobolev

2.4 Embebimientos de Sobolev

Cuando hablamos de embebimientos de Sobolev nos referimos a una serie de rela-
ciones de inclusion entre espacios de Sobolev y espacios LP(()) que verifican algunas
propiedades topologicas.

Antes de enunciar dichos embebimientos, necesitamos definir dos de las propieda-
des que puede tener un operador entre espacios normados.

Definicion 2.3. Sean X e Y dos espacios normados. Un operador T: X — Y lineal es
continuo si existe C > 0 tal que

ITx| < Cllx]l, Vx € X.
Si T es continuo, se define su norma como

T ]|
ITll= sup =—= = sup [[Tx||.
0xxex Xl =1

Comentario 2.4. Esta definiciéon de continuidad es equivalente a la definicién clasica
cuando el operador es lineal. Recordemos que si un operador T: X — Y entre espacios
normados es continuo y {x,} es una sucesiéon de X tal que x,, — x para algin x € X,
entonces Tx, — Tx.

Definicion 2.4. Sean X e Y dos espacios normados. Un operador T: X — Y es compacto
si la imagen de cualquier conjunto acotado de X es un conjunto precompacto de Y, esto es,
un conjunto con cierre compacto de Y.

Comentario 2.5. Siun operador T: X — Y entre espacios normados es compacto y {x,}
es una sucesion acotada de X, entonces la sucesion {Tx,} admite una parcial conver-
genteen Y.

Comentario 2.6. En operadores lineales, la condicidon de ser compacto es mas fuerte que
la de ser continuo. Para probar esto, basta considerar un operador lineal T: X — Y
compacto y tener en cuenta que, por ser T compacto, la imagen del conjunto acotado
{x € X :||x|| = 1} es un conjunto precompacto y, por ello, acotado. Por lo lo tanto, ||T|| es
finita y, en consecuencia, T es continuo.

A continuacion, introduciremos dos condiciones que se le pueden pedir a una in-
clusion entre espacios normados. Ambas estan relacionadas con los conceptos que aca-
bamos de definir.

Definicion 2.5. Sean A y X dos espacios normados. Diremos que A es una inyeccion conti-
nua en X, denotado por A = X, si A C X y si la inclusion i: A — X es continua, esto es, si
existe C > 0 tal que

lIxllx < Clixlla, ¥x € A.

Definicion 2.6. Sean A y X dos espacios normados. Diremos que A es una inyeccion com-
pacta en X, denotado por A —» X, si A C X y si la inclusion i: A — X es compacta.

Una vez hechas estas definiciones, podemos enunciar ya los embebimientos de So-
bolev.
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2. Espracios pE SOBOLEV

Teorema 2.2 (de inmersién). Sea 1 < p < +oo y sea QO C RN un conjunto abierto. Se tienen
las siguientes inyecciones continuas:

Wol’p(Q)cﬁLq(Q), Vg€ [p,p*], donde }% :%—%, sip<N,
W, ?(Q) = LI(Q), Vg€ [p,+oo, sip=N,
W, ?(Q) = L=(Q), sip>N.

Teorema 2.3 (Rellich-Kondrachov). Sea 1 < p < +oco y sea Q C RN un conjunto abierto y
acotado. Se tienen las siguientes inyecciones compactas:

Wol’p(Q) —» L1(Q), Vqe[l,p*[, donde I% = %— ﬁ, sip<N,
W,?(Q) <> LI(Q), Vg€ [p,+oo], sip=N,
W, 7 (Q) < C(Q), sip>N.

En particular, Wol’p(Q) < LP(Q)) para todo p (y para todo N ).

Comentario 2.7. Ambos teoremas siguen siendo ciertos si sustituimos Wol’p(Q) por
W1LP(Q)) y establecemos ciertas condiciones de regularidad sobre el dominio; en con-
creto, que Q) sea de clase C! (definido en [4, Seccién 9.2]). De hecho, los teoremas aqui
enunciados son un simple corolario de los teoremas para los espacios W!?(Q). Todas
estas demostraciones pueden consultarse en [4, Seccion 9.3] y pueden ampliarse en [7,
Capitulo 4].

El siguiente resultado que enunciaremos refina, en cierto modo, algunos aspectos
del Teorema 2.2. Para conocer el argumento de su prueba remitase de nuevo a [4, Ca-
pitulo 9: Remark 20].

Teorema 2.4 (Desigualdad de Poincaré). Sea p € [1,+oco[ y sea Q € RN un conjunto
abierto y acotado. Entonces existe una constante S (dependiendo tinicamente de () y p) tal
que
1;
lullzo) < SIVull ey, Yu € Wy P(Q),

1
p\P
p

De este teorema se deduce que, cuando () es acotado, la expresion ||V - [ zpq)w

donde
N

IVullzo ey = [X

i=1

a_u
axi

. 1, .
constituye una norma en W, P(Q) equivalente a la norma || - llwirq)- Es por ello que,
: 1, .
cuando () sea acotado, la norma que consideraremos en W, p(Q) serd [V - [[zp(qy~- En
tal caso, notaremos
1,p
||M||W0Lp(Q) = IVull oy, Yu € Wy (Q).

Observemos que, en el caso p = 2, esta norma esta inducida por el producto escalar

N
Ju Jdv
vz = (Vi Vo) = Z<W o,

i=1

> , Yu,ve W(Q).
L2(Q))

Finalizamos la seccion enunciando un resultado que se deduce inmediatamente del
Teorema 2.4.
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2.5. Teoremas de convergencia

Corolario 2.4.1. Sea QO C RN abierto y acotado, sea p € [1,+oco[ vy sea u € Wol’p(Q). Si
Vu =0 c.t.p. en (), entonces u = 0 c.t.p. en ().

2.5 Teoremas de convergencia

En esta seccion probaremos dos resultados relacionados con la convergencia en los
espacios de Sobolev. Como veremos, ambos se apoyan en lo ya probado en la Sec-
cion 1.2.

El primero de ellos relaciona la convergencia débil en WO1 ?(Q) con la convergencia
fuerte en los espacios LP(Q)).

Proposicion 2.4. Sea QO C RN abierto y acotado, sea 1 < p < 0o y sea {u,,} una sucesion de
Wol’p(Q) tal que u,, — u en Wol’p(Q). Entonces u,, — u en LP(Q).

Demostracion:

Para probar la convergencia fuerte de toda la sucesién en LP(Q)) vamos a tratar de
aplicar el Lema 1.1. Por ello, tomaremos una parcial cualquiera de {u,} y veremos que
dicha parcial admite una parcial convergente a u en LP(Q)).

Por lo tanto, sea {ug, (n)} una parcial cualquiera de {u,}. Como la sucesion {ug, (4}
converge débilmente en W’ P(Q), entonces es acotada en W’ P(Q). Por el Teorema
de Rellich-Kondrachov 2.3, tenemos que W (Q) < LP(Q)) y, por ser esto un embe-
bimiento compacto, existe una parcial {u,, )} de {uq,(n)} tal que ug)(,) — w en LP(Q)
para algtn w € LP(Q). X

Nos queda ver que w = u. Primero, notemos que, como Wo’p(Q) — LP(Q)), existe
C > 0tal que

1,
||V||LP(Q) < C”vllwol'p(Q)l Yv e WO p(Q)
A partir de esta desigualdad podemos deducir la inclusién LP(Q)" C Wol'p(Q)’. En
efecto, dado 7 € LP(Q))" se cumple que

lr@)l <T@yl ) < Clitlqylivllyie g, YveW ) ()

y, en consecuencia, T € Wl’p(Q)’.

Gracias a esta inclusiéon, podemos afirmar que la convergencia débil de una su-
cesion en W P(Q) implica su convergencia débil en LP(Q) al mismo limite. De esta
forma, como por hipétesis u,,) — u en W, P(Q)), entonces Ug,(n) — u en LP(Q)y, por
ello, w = u. Asi, ya podemos concluir que u,(,) — u en LP(Q).

Por lo tanto, queda probado que toda parcial de {u,} admite una parcial conver-
gente a u en LP(Q)). Por el Lema 1.1, u,, —» u en LP(Q)), como queriamos probar.

[

Ahora, si tenemos en cuenta que para 1 < p < oo el espacio Wol’p(Q) es reflexivo,
de la Proposicion 1.3, de la Proposicion 2.4 y del Teorema 1.4 podemos deducir el
siguiente corolario.

Corolario 2.4.1. Sea QO ¢ RN un conjunto abierto y acotado, sea 1 < p < co y sea {u,,} una
sucesion acotada en Wol'p(Q). Entonces existe una parcial {uy(,)} y existe u € Wol’p(Q) tal
que

17
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(a) Ug(n) — U en Wol’p(Q),
(b) Ug(n) = U C.t.p. en Q.
Ademds, existe h € LP(Q)) tal que |uy(y,)(x)| < h(x), Yn €N, c.t.p. en Q.

Como vemos, este corolario engloba muchos de los resultados de convergencia vis-
tos hasta ahora. Es por ello que, en los siguientes capitulos, este resultado sera funda-
mental.
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Estudio de un problema lineal basico
3.1 Planteamiento del problema

En lo que resta de trabajo, consideraremos que QO € RN es un conjunto abierto y
acotado.
En este capitulo, nos dedicaremos al estudio del problema lineal

—div(M (x)Vu) = f(x) en(), (3.1)
u=0 en dQ), ‘
donde M: Q —> RN’ es una matriz medible y acotada tal que
alg)? < M(x)EE, VE RN, (3.2)
IM(x)| < B (3.3)

con a, >0y x en ct.p. de Q. Ya veremos mas adelante qué condiciones imponemos
sobre f.

A la primera de las condiciones impuesta sobre M(x) se la conoce como condicion
de elipticidad. Durante todo el trabajo nos permitiremos un abuso de notaciéon y deno-
taremos por M(x)&; &, al producto ézTM(x)El, donde &; y &, son vectores columna de
RN,

A la segunda de las condiciones, como cabe esperar, se la conoce como condicion de
acotaciéon. Con [M(x)| denotamos a la norma de Frobenius de M(x), que simplemente
es la raiz cuadrada de la suma de todas sus componentes al cuadrado. En consecuencia,
tendremos que

IM(x)&1 & = 1E; M(x)&1] < 1] IM(x)E1] < IM(x)[1E4][Eo] < BIEIIEo], VEL, &, € RY.

Como vemos, estamos notando de la misma forma al valor absoluto, a la norma
euclidea en RN y a la norma de Frobenius. Esta notaciéon se mantendra durante todo el
trabajo, pues aunque pueda resultar un poco confusa en ningin momento deja lugar a
dudas.

Antes de seguir avanzando, cabe decir que la restricciéon “u = 0 en dQ” recibe el
nombre de condicion de frontera de tipo Dirichlet. Por otro lado, observemos que si con-
sideramos a M(x) como la matriz identidad, el operador div(M(x)Vu) es, en realidad,
el operador laplaciano usual.

Dicho esto, analicemos el concepto de solucién del problema (3.1). En general, se
entiende por solucién de (3.1) a una funcién u € C*(Q) que verifica las condiciones
del problema. El principal inconveniente de esta definiciéon es que pedir que u esté
en C?(Q) es una condicién muy restrictiva. Con el objetivo de debilitar esta condi-
ciéon, multiplicamos la ecuaciéon —div(M(x)Vu) = f(x) a ambos lados por una funciéon
cualquiera de C!(Q) e integramos sobre Q, obteniendo asi que

| ~avtvig = | s, voccla



3. EsTUDIO DE UN PROBLEMA LINEAL BASICO

Si tenemos en cuenta que div(eM(x)Vu) = div(M(x)Vu)p + M(x)VuVe, el Teorema
de la divergencia y que las ¢ se anulan en la frontera de (2, lo anterior nos queda como

| Mg = | s, voeci
Q Q

Ahora bien, como el conjunto C}(Q) es denso en Wol'z(Q), es posible deducir que la
igualdad anterior se sigue satisfaciendo para cada ¢ € Wol’z(Q). En este tipo de proble-
mas, estas funciones reciben el nombre de funciones test.

Por otra parte, para que la primera integral tenga sentido basta con que existan las
derivadas débiles de u y estén en L%(QQ) o, lo que es lo mismo, basta que u € W?(Q).
Ademas, para tener en cuenta la condicién “u = 0 en dQ)”, exigiremos que u € Wol’z(Q),
pues recordemos que las funciones de este espacio son, de forma intuitiva, aquellas que
estan en W12(Q)) y valen 0 en la frontera.

Es asi como surge el siguiente concepto de solucion.

Definicion 3.1. Una solucion débil del problema (3.1) es una funcion u € WOI’Q(Q) que
verifica

J M(x)VuV¢q = f f(xX)p, Yo € W, *(Q). (3.4)
Q Q

En general, en este y en otros problemas elipticos, una solucién débil no va a ser
una solucidn clasica ni va a gozar de buenas propiedades. Es por ello que, si es posible
probar la existencia de solucion débil, es conveniente estudiar la regularidad de dicha
solucion o ver bajo qué condiciones sobre M, f o similares las propiedades de la solu-
cién mejoran. A esta parte del estudio del problema se la conoce como regularizacion.

Por lo tanto, nuestro primer objetivo sera probar la existencia (y unicidad) de solu-
cioén débil para el problema (3.1) y, tras esto, estudiaremos algunos teoremas de regu-
larizacion.

3.2 Existencia y unicidad de solucion débil

La prueba que haremos estara basada en el Teorema de Lax-Milgram. Para poder
entender su enunciado, es necesario hacer una definicién previa.

Definicion 3.2. Sea X un espacio normado. Una forma bilineal a: X x X — R se dice

(a) continua si existe C > 0 tal que

la(u, v)| < Cllull[lv]l, Yu,v e X,

(b) coercitiva si existe k > 0 tal que

a(v,v) > k|v|*, Vv e X.

Tras esto, pasemos a enunciar el Teorema de Lax-Milgram. Su demostracion uti-
liza tnicamente herramientas del Analisis Funcional y puede consultarse en [8, Sec-
cion 6.2.1]. Una demostracion alternativa y con consecuencias mas potentes puede en-
contrarse en [4, Corolario 5.8].
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Teorema 3.1 (Lax-Milgram). Sea H un espacio de Hilbert y sea a: HxH — R una forma
bilineal continua y coercitiva. Dado t € H’, existe un tinico u € H tal que

a(u,p) =t(p), Yo € H.

Tras enunciar este teorema, estamos en condiciones de demostrar un resultado de
existencia y unicidad para el problema (3.1).

Teorema 3.2. Supongamos que M (x) verfica (3.2) y (3.3) y que f € L*(Q). Entonces existe
una unica solucion débil del problema (3.1).

Demostracion:
Seaa: WOI’Z(Q) X WOI’Z(Q) — R la forma bilineal definida por

a(v,p) = JQM(x)VvVQ, Yv,p € Wol’z(Q).

En primer lugar, observemos que a es continua, pues usando (3.3) y la desigualdad
de Cauchy-Schwarz en (L?(Q))N deducimos que

(o]

1 1
2 2
<p (J; IVv|2) (J; IV(pP) = /3||v||W(;,z(Q)||(p||W01,2(Q), Vo, € WH(Q).

Ademas, a es coercitiva, pues usando (3.2) tenemos que

la(v, )| <

J M(x)VvVe
Q

a(v,v) = f M(x)VvVv > aJ Vo> = allv||> ., ., Yve Wol’z(Q).
0 Q Wo™(Q)
Por otra parte, sea 7: Wol’z(Q) — R el funcional lineal definido por

() = Lf(xm Ve € WIR(Q).

Este funcional es continuo, pues aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en
L*(Q) y la desigualdad de Poincaré 2.4 obtenemos que

(@) = UQf(x)qo

donde S es la constante dada por la desigualdad de Poincaré.
Por el Teorema de Lax-Milgram 3.1, existe una Gnica u € Wol’z(Q) tal que

<IIfll2)llell0) < SlIflloll@llyiz o) Yo € Wy (Q),

a(u, @) = (@), Yop € Wy (Q)

o, equivalentemente, tal que

| Mg | s, voewi?a),
Q Q
como queriamos probar.

Comentario 3.1. Como consecuencia de la Proposicion 1.2, este teorema también sigue
siendo cierto para f € LP(Q)) con 2 < p < co.
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3.3 Principios del maximo

Cuando hablamos de principios del maximo nos referimos a aquellos resultados
que, bajo ciertas condiciones, nos dan informacién sobre el signo de las soluciones
débiles de un problema determinado. En concreto, los principios del maximo débil nos
garantizan la no negatividad de la solucién, mientras que los principios del maximo
fuerte nos garantizan que dicha solucidén sea positiva.

Los principios del maximo que veremos para el problema (3.1) no se restringen
solamente a sus soluciones, sino que también engloban sus super-soluciones. A conti-
nuacion, definimos qué entendemos por una super-soluciéon de la ecuacion que define
el problema (3.1).

Definicion 3.3. Consideremos la ecuacion
—div(M(x)Vu) = f(x) en Q. (3.5)

Diremos que u € W2(Q) es una super-solucién de esta ecuacion si

f M(x)VuVe > J f(x)p, Vo € Wy (Q) tal que ¢ > 0. (3.6)
Q Q

Observemos que toda solucion del problema (3.1) es, en particular, una super-
solucién de la ecuaciéon que define. Tras introducir este concepto, estamos en condi-
ciones de probar un principio del maximo débil.

Teorema 3.3 (Principio del maximo débil). Supongamos que M(x) verifica (3.2) y (3.3) y
que f(x)>0c.tp.en Q. Siue Wol’z(Q) es una super-solucion de la ecuacion (3.5), entonces

u(x) >0 c.t.p. en Q.

En consecuencia, si ademds f € L*(Q), el problema (3.1) tiene una tinica solucion y dicha
solucion es no negativa.

Demostracion:

Comencemos probando la primera parte del teorema. Consideremos como fun-
cion test en (3.6) la funcién u~ € Wol’z(Q) definida en (2.1). Teniendo en cuenta que
u~(x) <0enQ, nos queda que

J;) M(x)VuVu~ < j@f(x)u_

Usando (3.2), que f(x) > 0 c.t.p. en Q y que u~(x) < 0 en (2, obtenemos que

alju|? Wi —aJ|Vu 1> < JM \Wu Vu~ JM )WuVu~ J-f

De aqui deducimos que ||u‘||W1,2(Q> =0y, en consecuencia, u~(x) = 0 c.t.p. en Q. De
0

esta forma, concluimos que
u(x)>0ctp.enQ,

como queriamos probar.
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La segunda parte del teorema se deduce inmediatamente del Teorema 3.2 y de lo
que acabamos de demostrar.
|
El camino que tenemos que recorrer para probar nuestro principio del maximo
fuerte es un poco mas largo. En primer lugar, definiremos el concepto de infimo esen-
cial que, como podemos imaginar, es analogo al concepto de supremo esencial que
utilizamos para definir la norma de L*(Q).

Definicion 3.4. Dada una funcion medible f: () — R, se define el infimo esencial de f en
A CQ como
essl.qinff =sup{CeR: f(x) > C c.t.p. en A}.

Tras hacer esta definicién, enunciaremos una desigualdad que sera clave en la si-
guiente demostracion. Su prueba, que es larga y tediosa, puede consultarse en [5, Teo-
rema 8.18].

Teorema 3.4 (Desigualdad débil de Harnack). Supongamos que M(x) satisface (3.2)
v (3.3). Sea u € WY2(Q) una super-solucién de la ecuacion (3.5) con f = 0. Si u es no
negativa en alguna bola Byr(y) CQy1<p< %, entonces

RNPullpo s < Cessinfu
(B2r(v)) Ba(v)

donde C depende solamente de N, p, a v B.

El teorema que probaremos a continuacién sera el que dé pie a nuestro principio
del maximo fuerte.

Teorema 3.5. Supongamos que QO C RN, ademds de ser abierto y acotado, es conexo. Supon-
gamos también que M (x) satisface (3.2) y (3.3) y que u € W12(Q) es una super-solucién de
la ecuacion (3.5) con f = 0. Si existe una bola B con B C Q) tal que

essinfu = essinfu
B Q

entonces u es constante c.t.p. en ().

Demostracién:
El esquema que seguiremos en esta prueba es el siguiente:

(1) Probamos que u es constante c.t.p. en B.

(2) Probamos que si B’ una bola tal que B’ ¢ Q y tal que BN B’ # 0, entonces u es
constante c.t.p. en B'.

(3) Definimos B = {B,(x): B,(x) CQ conx € Qyr>0}ypara cada n € N definimos los
conjuntos V,, de forma recursiva como

V1:B,
V,={UB:BeBABNV, %0}, ¥n22.

Tras esto, probamos que u es constante c.t.p. en V,, para cada n € N.
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(4) Probamos que Q) = {J,,cn V,, ¥, asi, podemos demostrar que u es constante c.t.p. en
Q.

Comenzamos probando el punto (1). Antes de eso, observemos que podemos es-
cribir B = Bg(y) para algin R > 0 y algin y € QQ y que, sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que Byg(y) C (2. Ademas, para simplificar las expresiones notare-
mos

m = essinfu.
Q

Ahora si, probemos que u es constante c.t.p. en B. Primero, notemos que la funcién
u—me WH2(Q) sigue siendo una super-solucién de la ecuacién (3.5) con f =0y que,
ademas, es no negativa. Por ello, podemos aplicar a esta funcién la desigualdad débil
de Harnack 3.4 con p = 1 para afirmar que existe C > 0 tal que

R_NJ (u—m)SCessinf(u—m):C(essinfu—m):O.
B B
Byr()

En consecuencia, u = m c.t.p. en Byg(p) y, en particular, u = m c.t.p. en B.

Probemos ahora el punto (2). Sea B’ una bola satisfaciendo lo descrito en el pun-
to (2). Primero, observemos que u = m c.t.p. en BNB’, pues BNB #0y u =mc.t.p. en
B. Como BN B’ tiene medida positiva por ser abierto y m es el infimo de u en todo Q),
podemos decir que essinfg u = m.

De esta forma, tenemos que B’ satisface las mismas condiciones que By, por ello,
podemos repetir el razonamiento que hemos hecho con B en el punto (1) para afirmar
que u =mc.t.p. en B.

Vayamos ahora con el punto (3). Veamos por induccién que u = m c.t.p. en los V,
definidos en el punto (3).

» Elcason =1 lohemos probado en el punto (1).
» Supongamos que para algun n € N la funcién u = m c.t.p. en V,,.

» Para probar que u = mc.t.p. en V, | basta ver que paracadaBe BconBNV, =0
la funcién u = m c.t.p. en B. Para demostrar esto, repetimos el mismo razona-
miento que en el punto (2) pero esta vez con V,, haciendo el papel de B y con
estas B haciendo el papel de B’. De esta forma, queda probado que u = m c.t.p.
en cada By, en consecuencia, que u = m ctp.enV,, .

Por altimo, vayamos con el punto (4). Por la forma en la que se ha definido B, te-
nemos que () = (Jzep B. Por lo tanto, para probar que () = |,y V, basta probar que
cada B € B esta contenida en algtin V,,. Veamos que esto dltimo es cierto.

Por reduccién al absurdo, supongamos que existe una bola de B que no esta con-
tenida en ningun V,. De esta forma, el conjunto R = {Be B: B¢ V,, ¥n € N} es no
vacio y, por ello, el conjunto W = UEeRB es no vacio. Si definimos V =, cn Vi, tene-
mos que V y W son dos abiertos no vacios y disjuntos cuya unién es (). Llegamos asi
a una contradiccién, pues () es conexo.

Por lo tanto, queda probado que Q) = |,y Vy;- Como u = m c.t.p. en V,, para cada
n € N, entonces u = m c.t.p. en (), como queriamos probar.

[ |

A partir de este teorema podemos deducir nuestro principio del maximo fuerte.
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Corolario 3.5.1 (Principio del maximo fuerte). Supongamos que QO C RN, ademds de
ser abierto y acotado, es conexo. Supongamos también que M(x) satisface (3.2) y (3.3) y que
ue WOI’Z(Q) es una super-solucion de la ecuacion (3.5) con f = 0. Entonces, o bien u = 0
c.t.p. en Q, o bien

u(x)>0c.t.p.en Q.

Demostracion:

En primer lugar, observemos que gracias al Principio del maximo débil 3.3 cual-
quier super-solucion de la ecuacién (3.5) con f = 0 es no negativa c.t.p. en ().

Tras hacer esta observacién, comencemos con la demostracién. Supongamos que
u =0 en algtn conjunto A C Q) de medida positiva (negacién de u(x) > 0 c.t.p.en Q)y
veamos que u = 0 c.t.p. en (.

Veamos primero que existe Aj C A de medida positiva tal que A_O cQ.SiACQ,
tomamos Ay = A. En caso contrario, definimos los conjuntos abiertos

Q, :{er:d(x,aQ)>%}, VneN.

Supongamos que no existe k € N tal que A N (), tiene medida positiva. Entonces, los
conjuntos de la sucesion decreciente {A N (RN\Q,,)} tienen la misma medida que A y,
en consecuencia, la medida de su limite, que es AN (RN\Q) = 0, es igual a la de A, lo
cual es absurdo. Por ello, existe k € N tal que AN Q) tiene medida positiva y podemos
tomar Ag = ANQy, pues Ag=ANQ; cQ.

En definitiva, tenemos que u =0 en Ay y que A_O c Q). Si consideramos

B:{Br(x):BT(x)CQconxeA_Oyr>0},

tenemos que B es un recubrimiento por abiertos de A_Oy, como A_O es compacto, existe
un subrecubrimiento finito B’ de B que recubre a Ag. De esta forma, {AoNB: B € B}
es una particioén finita de Ay y, por lo tanto, existe B € B’ tal que Ay N B tiene medida
positiva. Deducimos asi que

0 <essinfu <essinfu =0
Q B

y, como B € Q, por el Teorema 3.5 concluimos que u = 0 c.t.p.en Q.

3.4 Mayoraciones en L=(())

En esta seccion obtendremos condiciones suficientes bajo las que la solucion del
problema (3.1) esta acotada. Las demostraciones de estos resultados se hacen siguiendo
una estrategia conocida como método de Stampacchia, realizada por primera vez en el
articulo [3] del propio Guido Stampacchia.

Antes de demostrar estos teoremas, necesitamos un lema previo. Su demostracion
original puede consultarse en [3, Teorema 4.1].

Lema 3.1. Sea ko > 0 y sea ¢: [ko, +oo[— R} una funcion decreciente verificando

P(h) < = k)a¢(k)b, Vh> k> ko, (3.7)
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siendo a, b y C constantes positivas. Si b > 1, entonces
¢lko+d)=0
con d* = Cp(ky)b~120/(0-1),

Demostracion:

Sea d > 0 como en el enunciado, esto es, verificando d% = C(j)(ko)b_lZ“b/(b_l). Sea
k, = k0+d—% para cada n € N. Observemos que {k,,} es una sucesién creciente conver-
gente a ky +d que ademas cumple que k,, > ky para cada n € N. Considerando h = k4
y k =k, en la desigualdad (3.7) y teniendo en cuenta que k, .1 — k,, = 2,%, obtenemos
que

Cza(n+1)
Plkpi1) < ch}(kﬂ)b, VneN. (3.8)
Ahora, probemos por induccién que
k
ok < 250 e, 5.9

donde p = ;% (notemos que b = 1).

Para n = 0 es trivial. Supuesto cierto para algin n € N, veamos que también es
cierto para n+ 1. Para ello, basta tener en cuenta la desigualdad (3.8), la hiptesis de
induccion y la definicion de d. Obtenemos asi que

C2a(n+1) ; Cza(n+1)qb(k0)b 1 paln+l) pa(n+1) ¢(k0)
plhnir) < ——¢(ky)" < — Sbun = b b (ko):W¢(ko): )

De esta manera, la desigualdad (3.9) queda probada. Si ademas tenemos en cuen-
ta que ¢ es decreciente y que k,, < ko +d para cada n € N, de esta desigualdad dedu-
cimos que

Plko+d) < ‘Pz(llf,f), VneN,

Observemos que, como b > 1, entonces p = 3% > 0. En consecuencia, si tomamos
limites cuando n — oo en la desigualdad de arriba, obtenemos que ¢(ky+d) = 0, como
queriamos probar.

[ |

En las siguientes demostraciones haremos uso de la funcién caracteristica. Recor-
demos que dado A C (), la funcion caracteristica en A, x4: Q — R, se definia como

(x) = 1 sixe€A,
XA =1 o si x € Q\A.

A continuacion, demostraremos dos teoremas. El primero de ellos sera valido para
N >3y, el segundo, para N =1y N =2.

Teorema 3.6. Sea QO C RN abierto y acotado con N > 3. Supongamos que M(x) satisfa-
ce (3.2) y (3.3) y que f € L1(Q)) con % <g<oo. Siue Wol’z(Q) verifica que

J M(x)VuVe < J fx)@, Vo e W (Q),
Q Q
entonces u € L*(Q)) con
lullo) < 4,
donde d depende tinicamente de (3, de f v de q.
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Demostracion:

Dado k > 0 arbitrario, consideremos la funcién Gi(u) € Wol’z(Q) definida en (2.2)
como funcién test. Si ademas tenemos en cuenta la condicién de elipticidad (3.2) de
M(x), obtenemos que

« j@ VGe(u)P? < f M (x)VG(4)V Gy (1)

j M(x)VuVGy(u Jka J f X uisk) Gie(u).

Ahora bien, observemos que, como g >N 5> N—+2 = (2*)’, por la Proposicién 1.2 te-
nemos que f € L (Q). Ademas, como Gy (u ) € W0 (Q) y N > 2, por la primera parte

del Teorema de inmersién 2.2 podemos decir que G (1) € L2 (Q). Por tanto, podemos
aplicar la desigualdad de Holder 1.1 para deducir que

o J;) IVGy(u)]* < LfX{|u|>k}Gk(u)

< |\ xqusn ” 2y

1
2y
O X | It

y s
Como f(#) e LY (Q) Y X{u>k} € L7(€2), podemos aplicar de nuevo la desigualdad
de Hélder 1.1 con p = 47 > 1 para afirmar que

J £ X sk l 7

2*)/

SHGk(”)”z* (foq) ! (meas{|u|>k})1_ q

11
q(meas{lul > k})(z*)' 1

@ [ WGP < o],

= ||Gr(u)

Por otra parte, puesto que N > 2, podemos volver a aplicar la primera parte del
Teorema de inmersién 2.2 para afirmar que existe S > 0 dependiendo Gnicamente de

Q) tal que
s|lGrwl < L VGy(u)P

Juntando esta desigualdad con la primera parte de la anterior, obtenemos que

aS”Gk |Gk f“q(meas{|u| > k})ﬁ_%

)z <l

o, equivalentemente, que

1 11
—If[l, (meas(lul > k}) =" 2.

<
2~ aS

Observemos ahora que si h > k > 0, entonces {|u| > h} C {|u| > k} y asi

| Gr()

|Gr(u)| = u|—k>h—-k, Vx € {|lu| > h}.
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Por lo tanto, se cumple que

w—kxmawWA>h95:(L}”Jh—by)yS(LnlﬁGumij

< G 7—*)2*: G
<(J@bﬂ|kun| |G

< al—S”qu(meas{lul > k})(le)'_%;

2*

es decir, que

1112
(@$)F (h-k)F

meas{|u| > h} < (meas{|u| > k})2*((21), 37)

Gracias a esta desigualdad, para poder aplicar el Lema 3.1 a la funcién decrecien-
te ¢: [0,+00o[— R definida como ¢(h) = meas{|u| > h}, Vh € [0,+00[ solo nos queda

probar que b := 2*(@ - %) > 1. En efecto,

(2*) q
lo cual es cierto.

Asi, aplicando el Lema 3.1 a la funcién ¢ obtenemos que ¢(d) = meas{|u|>d} =0
con d dependiendo Gnicamente de (), f y q. En consecuencia, podemos concluir que

(2*y  2* " g 2N 2N

N
>—e=>g>—

2*(1 1)1 11 1 N+2 N-2 1
21

lullp o) < d.

Comentario 3.2. Este teorema sigue siendo valido si g = co. Su demostraciéon es muy
similar a la que acabamos de hacer.

Comentario 3.3. Este resultado es algo mas general que el teorema original de Stam-
pacchia ([3, Teorema 4.1]), pues en dicho teorema la condiciéon es g > N.

La demostracion del segundo de los teoremas sera muy parecida a la del primero.
La principal diferencia la encontraremos al aplicar el Teorema de inmersion 2.2.

Teorema 3.7. Sea Q) C RN abierto y acotado con N =1 0 N = 2. Supongamos que M(x)
satisface (3.2) y (3.3) yque f € L1(QQ) con 1 <g<o0. Siu e Wol’z(Q) verifica que

J M(x)VuVe < J. f(x)p, Yo € Wol’z(Q),
Q Q

entonces u € L*(Q) con
lullp-) < d,

donde d depende tinicamente de (3, de f v de q.
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Demostracion:

Las demostraciones del caso N =1 y N = 2 son muy similares. La Unica diferencia
la encontramos a la hora de aplicar el Teorema de inmersién 2.2. Por ello, probaremos
Unicamente el caso N = 2.

Por lo tanto, supongamos que N = 2. Sea y un nimero real positivo tal que

Al igual que en la prueba anterior, si para k > 0 arbitrario consideramos la funcién
Gr(u) e WOI’Z(Q) definida en (2.2) como funcién test y tenemos en cuenta la condicién
de elipticidad (3.2) de M(x), de la desigualdad del enunciado deducimos que

« fQ VG ()P < L M(x)VGy(1)VGi (1)

=f M(x)VuV Gy (1) sf £Gi(u) =j FxpeaGeln).  (3.10)
Q Q Q

Ahora bien, observemos que 7/’ <gq, pues

, 1 1 1 q
y<qge—= <5 —+-—<le=y>—7,
)4 qa v q-
lo cual es cierto porque
29 q
Y>> — > —
q-1 g-1

Asi, en virtud de la Proposicién 1.2, f € LV'(Q). Ademas, como Gi(u) € WOI’Z(Q),
N=2yy> ;qu > 2, por el segundo punto del Teorema de inmersién 2.2 podemos decir

que Gy(u) € L7 (Q). Por tanto, podemos aplicar la desigualdad de Hélder 1.1 en (3.10)
para obtener que

a J;) IVGk(u)I2 < JQ I X{lup>k) Gi (1)

L
7

<ol Aol = el | [ 77 xuuss| "

, 4
Como f7 € L7 (Q) y X{ju>k € L*(Q), podemos aplicar de nuevo la desigualdad de
Hoélder 1.1 conp = % > 1 para afirmar que

L
7

avfIVGuuHZS”GMuHL JﬂfVme%Jy
Q | JQ
) 1
|

v
q Y

<|Gewll, (L fq) (meas(lul > k}) 7

1_
7

= HGk(u)Hy”]’Hq(meas{lul > k})V

=
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3. EsTUDIO DE UN PROBLEMA LINEAL BASICO

Por otra parte, puestoque N =2y y > ;qu > 2, podemos volver a aplicar el se-
gundo punto del Teorema de inmersién 2.2 para afirmar que existe S > 0 dependiendo

Ganicamente de () y de y tal que

sllcwf, < | 1veitur

Juntando esta desigualdad con la primera parte de la anterior, obtenemos que

—

1_
as||Gew||) <||Gew]| JIf],(measllul> k)"
o, equivalentemente, que
4 _
6], < 5171 (meastinl > 1)

Observemos ahora que si h > k > 0, entonces {|u| > h} C {|u| > k} y asi

|Ge(u)| = |ul—k>h—k, Vx €{lu| > h}.

S

4

Por lo tanto, se cumple que

(h— k)(meas{ju| > h})7 =( f{ ) h}(h—kv)y < (f“ | h}|Gk<u>|V)y

Y % —
(], jesor| = o,

L_1

1 -
< —<Ifllg(measfjul > k)" 7,

es decir, que
£y y(%— )
———————(meas{|u| > k}) \" 7.
(aS)V(h—k)V( {lul })
Gracias a esta desigualdad, para poder aplicar el Lema 3.1 a la funcién decrecien-
te ¢: [0,+o0o[— R definida como ¢(h) = meas{|u| > h}, Vh € [0, +o0[ solo nos queda

= =

meas{|u| > h} <

probar que b := y(% - %) > 1. En efecto,
(1 1) 1 1 1 1 2 2g
Vi less > —=l-—->——=y>—7—7,
Y4 yoaqa vy a v q-1

lo cual es cierto.
Asi, aplicando el Lema 3.1 a la funcién ¢ obtenemos que ¢(d) = meas{|u|>d} =0
con d dependiendo tGnicamente de (), f y g. En consecuencia, podemos concluir que

lullpo) < d.
[ |

Comentario 3.4. Este teorema sigue siendo cierto para g = co. Su demostracion es muy
similar a la que acabamos de hacer. La principal diferencia es que esta vez basta con
tomar y > 2.

Comentario 3.5. El teorema original de Stampacchia ([3, Teorema 4.1]) no considera el
caso N =1 ni el caso N = 2 por su trivialidad. Aun asi, en este trabajo hemos decidido
detallar su prueba.
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Estudio de un problema no lineal

4.1 Estudios recientes

En este capitulo generalizaremos algunos de los resultados probados en [1] y en [2].
Por ello, comenzaremos exponiendo el problema que se estudia en esos articulos y
enunciando dos de los teoremas que en ellos se prueban.

El problema que se estudia en ambos articulos es

{ ~div(M(x)Vu) +a(x)g(u) = f(x) enQ,

u=0 en 0Q), (4.1)

donde QO ¢ RN es abierto y acotado. Sobre M: Q — RN * volvemos a imponer que sea
medible y que verifique las condiciones de elipticidad y acotacion, esto es, que

alg? <M(x)EE, YE e RN, (4.2)
IM(x)| < B. (4.3)

Sobre el término de orden cero a(x) impondremos que
0 <a(x)e L}(Q). (4.4)

Ademas, supondremos que existe Q > 0 tal que
|f (x)] < Qa(x) c.t.p. en Q. (4.5)

Sobre la funcién g: R — R impondremos que sea continua. Ademas, debera existir
ko € R* tal que
g(s)s>0, Vse{seR:|s| > ky} (4.6)

1g(s)| > Q, Vse{seR:|s| > kq}. (4.7)

Con todas estas hipotesis es posible probar la existencia de solucion acotada.

Teorema 4.1. Bajo las condiciones (4.2), (4.3), (4.4), (4.5), (4.6) y (4.7) existe al menos una
solucion débil u € W, *(Q) N L=(Q) del problema (4.1).

Con el objetivo de probar un principio del maximo fuerte, se sustituyen las hipote-
sis (4.6) y (4.7) por

g es impar y estrictamente creciente (4.8)
y
oo 1= 111}1 g(s)> Q. (4.9)
S—>+00

Observemos que (4.8) y (4.9) implican (4.6) y (4.7). Con estas nuevas hipdtesis es
posible probar el siguiente teorema.

Teorema 4.2. Supongamos que QO C RN, ademds de ser abierto y acotado, es conexo. Su-
pongamos también que la matriz M(x) verifica (4.2) v (4.3), que a(x) € LY(Q) con a(x) > 0
ct.p. en QQ vy a(x) = 0 en algun conjunto de medida positiva y que g: R — R es conti-
nua satisfaciendo (4.8) v (4.9). Si f(x) = Qa(x), entonces existe una vinica solucion débil
ue Wol’z(Q) NL*>(Q) de (4.1) y dicha solucion satisface que

u(x) >0 c.t.p. en Q.
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4. ESTUDIO DE UN PROBLEMA NO LINEAL

4.2 Generalizacion del Teorema 4.1 y del Teorema 4.2

En este capitulo nos dedicaremos al estudio del problema

{ ~div(M(x)Vu) +a(x)g(u) = f(x,u) enQ, (4.10)

u=>0 en JQ).

donde QO c RN es abierto y acotado. Sobre M: Q — RN * volvemos a imponer que sea
medible y que verifique las condiciones de elipticidad (4.2) y de acotacion (4.3).
Sobre a(x) volvemos a suponer que

0<a(x)e LY(Q). (4.11)
Sobre f(x,s) impondremos que
f(x,s) sea continua en s. (4.12)
Ademas, supondremos que existe h: R — R positiva y continua tal que
|f (x,5)] < a(x)h(s) c.t.p. en Q xR, (4.13)

Sobre la funcién g: R — R impondremos que sea continua. Ademas, debera existir
kg € R* tal que

2(s)s>0, Vse{seR:|s| > ky} (4.14)
y
'ig;' >1,VsefseR:|s|> ko). (4.15)

Por altimo, pediremos que exista Q € R* tal que
h(s) > Q, Vs eR. (4.16)

Observemos que el problema que vamos a estudiar engloba al problema enuncia-
do en la seccion anterior, pues si en este problema f(x,s) depende solo de x, esto es,
si f(x,5) = f(x), entonces podemos considerar que h(s) es constante y asi la condi-
cion (4.13) se convierte en (4.5) y la condicion (4.15) en (4.7).

Una vez planteado el problema, definimos el concepto de soluciéon débil del pro-
blema (4.10) sin ninguna hipotesis sobre sus términos.

Definicion 4.1. Entenderemos por solucion débil de (4.10) a una funcion u € Wol’z(Q) tal
que

a(x)g(u), f (x,u) € L'(Q),

4.17
f M(x)VuVe +J a(x)g(u)p = J f(x,u)p, Vo € WOI’Z(Q) NL>(Q). ( )
Q Q Q
Como vemos, la definicion de solucién débil que acabamos de hacer difiere ligera-
mente de la que hicimos para el problema (3.1), pues aparecen restricciones del tipo
(ORS W()l’z(Q) NL®(Q) o a(x)g(u) € L}(Q). Estas restricciones se imponen para que las
integrales que aparecen en la definicion siempre tengan sentido.
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4.2. Generalizacion del Teorema 4.1 y del Teorema 4.2

De todas formas, observemos que bajo (4.11) y (4.13) y bajo las hipotesis de conti-
nuidad impuestas sobre ¢ y 1 las condiciones a(x)g(u) € L}(Q)y f(x,u) € L'(Q) siempre
se cumplen cuando u € L*(Q).

Nuestro primer objetivo sera probar la existencia de soluciéon débil del proble-
ma (4.10) al imponerle todas las condiciones expuestas en esta secciéon. Su demos-
tracion comienza considerando las soluciones de unos problemas aproximados. Es por
ello que lo primero que haremos sera estudiar la existencia de solucion de dichos pro-
blemas.

4.2.1 Problemas aproximados

En este trabajo, cuando hablamos de problemas aproximados nos referimos a pro-
blemas de la forma (4.10) en los que se impone que algunos de sus coeficientes sean
acotados. En esta subseccion, estudiaremos dos problemas aproximados. Veremos que
la existencia de solucién del primero de ellos, que es menos general, se utiliza para
probar la existencia de solucion del segundo.

Antes de eso, lo que haremos serd demostrar un lema de convergencia que utiliza-
remos de forma recurrente en lo que resta de trabajo.

Lema 4.1. Supongamos que M(x) satisface la condicion de acotacion (4.3). Si {u,} es una
sucesion de WOI’Z(Q) tal que u, — u, entonces

J‘ M(x)Vu,Vo — J‘ M(x)VuVe, Vo € Wol’z(Q).
Q Q

Demostracion:
Seape Wol’z(Q) yseaty: Wol’z(Q) —> R el funcional definido como

T,(v) = LM(x)Vvap, Vo e W, (Q).

Claramente, Ty €S lineal y, ademas, es continuo, pues usando la desigualdad de
Cauchy-Schwarz en (L*(Q))N y la condicién (4.3) deducimos que

(ot s

! 1
2 2
< ﬁ(L IVv|2) (JQ |V<p|2) = Bllglly12i0) [Vl 120y Yo € W (@),

’
Por lo tanto, 7, € WOI’Z(Q) . Si ademas tenemos en cuenta que u,, — u, deducimos
que Ty, (u,) — To(u), es decir,

1T (V)] < J;) M(x)VvVe

J M(x)Vu, Vo —>J M(x)VuVe,
Q Q

como querfamos probar.
|
Una vez enunciado este lema, centrémonos en el primero de los problemas aproxi-
mados. Para su estudio, sera necesario conocer el Teorema del punto fijo de Schauder.
Este teorema es, en realidad, una extension del Teorema del punto fijo de Brouwer. Su
demostraciéon puede encontrarse en [5, Teorema 11.1].
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4. ESTUDIO DE UN PROBLEMA NO LINEAL

Teorema 4.3 (Schauder). Sea X un espacio de Banach y G C X un conjunto cerrado, conve-
xo0 y acotado. Si T: G — X es un operador continuo y compacto tal que T(G) C G, entonces
T tiene un punto fijo.

En general, probar que un operador es compacto (véase la Definicién 2.4) puede
resultar tedioso. Cuando el espacio de partida es reflexivo la situacién es bien distin-
ta, pues es posible obtener el siguiente resultado como consecuencia inmediata de la
Proposicion 1.3.

Proposicion 4.1. Sean X e Y dos espacios normados y sea T: X — Y. Supongamos que
X es reflexivo. Si para cada sucesion {x,} de X tal que x, — x € X se tiene que Tx,, — Tx,
entonces T es compacto.

Comentario 4.1. Observemos que si un operador T: X — Y satisface que para cada
sucesion {x,} de X tal que x,, — x € X se tiene que Tx,, — Tx, entonces dicho operador
es continuo.

Una vez enunciados todos estos resultados, estamos en condiciones de probar la
existencia de solucioén débil del primero de los problemas aproximados. En dicho pro-
blema, todos los coeficientes son acotados, por lo que podemos relajar las restricciones
impuestas en la definicion de solucion débil (Definicion 4.1).

Teorema 4.4. Supongamos que la matriz M(x) satisface (4.2) y (4.3), que a(x) € L*°(Q), que
f(x,5) € L2(QxR) es continua en s y que g: R — R es continua y acotada. Entonces existe
al menos una solucion débil del problema (4.10), esto es, existe u € Wol’Z(Q) verificando

j M(x)VuVe +I a(x)g(u)p = J f(x,u)p, Vo € WOI’Z(Q).
Q Q Q

Demostracién:
La idea de esta demostracioén es aplicar el Teorema del punto fijo de Schauder 4.3
a un operador conveniente. Definiremos el operador T': Wol’z(Q) — Wol’z(Q) de la

siguiente forma. Dado u € Wol’z(Q), la funcién f(x,u)—a(x)g(u) € L*(Q) y, por el Teo-
rema 3.2, existe una Unica v € WOI’Z(Q) tal que

f M(x)VvVe = j fx,u)p —J a(x)g(u)p, Yo € Wol’z(Q). (4.18)
Q Q Q

El hecho de que esta v exista y sea Unica nos permite definir correctamente el
operador T: W01’2(Q) —> Wol’Z(Q) como

Tu=v,Yue WOI’Q(Q).

Observemos que si probamos que T tiene un punto fijo habremos probado la exis-
tencia de solucién débil de este problema. Para poder aplicar el Teorema del punto fijo
de Schauder 4.3 necesitamos probar los siguientes dos puntos:

(1) T envia un conjunto cerrado, convexo y acotado en si mismo.
(2) T es continuo y compacto.
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4.2. Generalizacion del Teorema 4.1 y del Teorema 4.2

Probaremos primero el punto (1). Para demostrar dicho punto bastara probar que
T esta acotado, es decir, que existe k € R* tal que ||Tu|| <k, Yu € Wol’z(Q), pues de
esa forma tendremos que T(Ek(())) C Bi(0).

Seau € Wol'z(Q) y sea v = Tu. Estas funciones verifican la relacién (4.18). Si to-

mamos v como funcién test y aplicamos, entre otras cosas, la condicién de eliptici-
dad (4.2), la desigualdad de Cauchy-Schwarz en L?(QQ) y la desigualdad de Poinca-

ré 2.4, nos queda que
a||v||2 —aj [Vv|? < j M(x)VvVv < J f(x,u)v

<|If (¢ w2 )llvlliz@) + lla(x)g(w)ll2 o)Vl o

a(X)g(u)v

< SIf (o wllzllvllye2 ) + s||a<x>g<u>||Lz<Q)||v||W01,z(Q)
1
< $(meas(Q))*IIf ()l w2

1
+ S(meas(Q))lla(x)llso(olg (s ey 2

donde S es la constante dada por la desigualdad de Poincaré 2.4.
Asi, si notamos

k= g(meaS(Q))é[||f(x,5)||L°°(QxR) + ||61(x)|ILoo(Q)||g(s)||Loo(R)], (4.19)

tenemos que
— <
||T”||Wl,2(Q) — ||v||W1'2(Q) = k;

como queriamos probar.

Veamos ahora el punto (2). Podemos utilizar el Comentario 4.1 para probar que T
es continuo y, puesto que Wol’z(Q) es reflexivo, podemos usar la Proposicién 4.1 para
demostrar que T es compacto. Por lo tanto, sea {u,,} una sucesiéon de WOI’Z(Q) tal que
u, — u en Wol’z(Q). Tenemos que probar que Tu,, — Tu en WOLZ(Q). Para simplificar
las expresiones, notaremos v,, = Tu,yv =Tu.

Puesto que T es un operador acotado (en el sentido visto en el apartado anterior),
tenemos que

||vn||W01,2(Q) <k, VneN,

donde k es la constante dada por (4.19).

Por lo tanto, {v,,} es una sucesién acotada en W (Q) Por el Corolario 2.4.1, esta
sucesién tiene una parcial {v, (4} tal que v () — w en W (Q) Y Vg, (n) = W C.t.p. €n
Q) para algn w € Wol’z(Q) y, ademas, existe h € L?(Q)) tal que Ve, (m)(X)] < h(x), Yn €N,
c.t.p.en Q.

Por otro lado, como i, (,) — u en Wol’z(Q), entonces i, () €s acotada en Wol’Z(Q) Y,
por ello, podemos aplicar de nuevo el Corolario 2.4.1 para afirmar que esta sucesién
tiene una parcial {uaz(n)} tal que Uy, () — u c.t.p. en (). Observemos que la sucesién
{Vs,(n)} sigue satisfaciendo lo mismo que {v,, (n)}-

Lo primero que haremos sera probar que w = v. Dado n € N, como Tug,(4) = Vo, (n),
entonces

L M%)V, () Vep = L F gy () — L a(x)g (1t () s Y € Wy 2(Q).
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4. ESTUDIO DE UN PROBLEMA NO LINEAL

Por una parte, gracias al Lema 4.1 podemos afirmar que
J M(x)Vvg, () Ve — J M(x)VwVe, Yo € W, (Q).
Q Q

Por otra parte, si tenemos en cuenta que a, f y g son acotadas, que g es continua,
que f(x,s) es continua en sy que Ugy(n) — U C.t.p. en (), podemos aplicar el Teorema
de la convergencia dominada 1.3 para afirmar que

f £ (6t )0 —j a(X)g (11 ) — f £ u) —f a(x)g(u)p, Vo € WIR(Q).
Q Q Q Q
Por tanto,
|| Meavuveo = [ s | aigtug, vo e wiia)
Q Q Q
y, en consecuencia, w = Tu = v.

Veamos ahora que v,,(,) — v en Wol’z(Q). Si tenemos en cuenta la condicién de
elipticidad (4.2) de M(x) y la definicién de los elementos de {v,,(,)}, deducimos que

a”vaz(n) - v”f/\/ol’z(()) =a 0 |V(U02(n) - v)|2

~
< | MX)V(Veyn) = VIV (Voy(m)
JQO
= M(X)VUGZ( ) f M VUV Voy(n )
JQ
:de(x’“az(n))(vaz( )_V)_JQ (x)g(ucrz( ) J M VVV Voy(n) — )

De las tres ultimas integrales, las dos primeras tienden a O por el Teorema de la
convergencia dominada 1.3 (donde es necesario usar que [vg, ) (x)| < h(x), Vn €N,
c.t.p. en Q) para verificar sus hlpote5|s) y la tercera integral tiende a O por el Lema 4.1.
En consecuencia, vy, ;) — v en W (Q)

Por altimo, nos queda probar que v,, = v en Wol’z(Q). Observemos que, dada una
parcial cualquiera de {v,}, podemos seguir el razonamiento que acabamos de hacer
para probar que dicha parcial admite una parcial convergente a v. Por el Lema 1.1,
concluimos que v,, > v en WOI'Z(Q).

Una vez probados los puntos (1) y (2), podemos aplicar el Teorema del punto fijo
de Schauder 4.3 para afirmar que existe u € Wol’z(Q) tal que Tu = u, es decir, tal que

f M(x)VuVg = f £ o) —f a(x)g()p, Y € WEA(Q).
Q Q Q

|

Tras probar la existencia de soluciéon débil del primero de los problemas aproxi-

mados, estamos en condiciones de probar la existencia de solucién débil del segundo.

En este problema, la acotacion de la solucién y las hipotesis impuestas sobre los co-

eficientes nos vuelven a permitir relajar las restricciones impuestas en la definicion de
solucion débil (Definicion 4.1).
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4.2. Generalizacion del Teorema 4.1 y del Teorema 4.2

Teorema 4.5. Supongamos que M(x) verifica (4.2) v (4.3), que 0 < a(x) € L*(Q)), que
f(x,5) € L®°(Q x R) es continua en s y que g: R — R es continua y satisface (4.14).
Entonces existe al menos una solucion débil acotada del problema (4.10), esto es, existe
ue W (Q) N L*(Q)) satisfaciendo la relacion

J M(x)VuVe +I a(x)g(u)p = J f(x,u)p, Vo € WOI’Z(Q).
Q Q Q

Demostracion:
Sea n € N. Consideremos el problema aproximado

—div(M(x)Vu) + a(x)%?(u)| =f(x,u) en(Q), (4.20)

u=>0 en dQ).

Observemos que la funcién g,: R — R dada por

_g(s)
) = Loy

es continua (por ser composicién de dos funciones continuas) y acotada, pues
|g.(s)| <n, Vs eR.

Por tanto, el problema (4.20) verifica las hipétesis del Teorema 4.4 y, en conse-
cuencia, tiene al menos una solucién débil. Sea u,, € Wol’z(Q) dicha solucién. Por ser
u,, solucién débil de (4.20) se cumple que

J‘ M(x)Vu,Ngo+J a(x)g,(u J‘ f(x,u,)p, Yo e W”(Q) (4.21)
0 Q

Sitomamos la funcién Gy (u,) € Wol’z(Q) definida en (2.2) como funcién test, donde
ko es el nimero real positivo dado por la condicién (4.14), y tenemos en cuenta la
condicién de elipticidad (4.2) de M(x) obtenemos que

an |vcko<un>|2+La(x)gnwn)c;kown)

< L M(x)VGr, (1) VG (11) + L 80 (1) (1)

)
=fQM<x>anGko<un>+L a(x)g, (1) G, (1 ff 1) G 14):

Notemos que fQ x)8n (1) Gi, (uy) 2 0, pues a(x) > 0y g,(u,)Gy,(u,) = 0. En efecto,
esto Ultimo es cierto, pues se cumple para cada uno de los siguientes casos:

» Silu,| < ko, entonces Gy, (u,) = 0y asi g,(u,) Gy, (uy,) = 0.

= Siu, > ko, entonces Gy, (u,) >0y, ademas, g,(u,) > 0, puesto que g(u,)u, >0 por
la condicion (4.14). Asi, Gy, (u,)g,(u,) > 0.

» Siu, <-ko, entonces Gy, (u,) <0y, ademas, g,(u,) < 0, puesto que g(u,)u, >0
por la condicion (4.14). Asi, Gy, (u,,)gu(14,) > 0.
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4. ESTUDIO DE UN PROBLEMA NO LINEAL

En consecuencia, podemos afirmar que

« L VG, (1) < Lf(x, )G ().

Como ademas f € L*(Q) xR), tenemos que

« fQ VG, ()P < Lﬂx,un)Gko(un) <l L X uiot Ge1).

Ahora bien, observemos que aunque no tenemos exactamente la misma desigual-
dad del enunciado de los Teoremas de Stampacchia 3.6y 3.7, tenemos la desigualdad
clave con la que comienzan sus demostraciones. Por lo tanto, a partir de aqui pode-
mos copiar la demostracién de los Teoremas de Stampacchia 3.6 y 3.7 para concluir
que existe C > 0 independiente de n tal que

||un||Loo(Q) <C,VneN.

En definitiva, la sucesién {u,} esta acotada en L®((Q)). Veamos ahora que esta aco-
1,2
tada en W, (Q).

Dado n € N, podemos tomar u,, € WOI’Z(Q) como funcién test en (4.21) y, teniendo
en cuenta la condicién de elipticidad (4.2) de M(x), deducimos que

il = [ VP < | M6V,
r

_ _ T
= [, uy)uy, jQ a(x)l N %|g(”n)| n

JQ
r g(uy,)
< [ 1wl | T g™
("

< |f<x,un>un|+f|a<x>g<un>un|
Q Q

J

< Cmeas(Q)lfll(z) + Cmeas(Q)lall o) méxg(s))

En la dltima desigualdad se ha tenido en cuenta que g es continua y que ||un||Loo(Q) <C.

Por lo tanto, la sucesién {u,,} esta acotada en Wol’z(Q). En virtud del Corolario 2.4.1,
la sucesién {u,} admite una parcial, que seguiremos notando por {u,}, tal que u,, — u
en Wol’z(Q) y tal que u,, — u c.t.p. en Q) para alguna u € WOl'Z(Q). Ademas, como
lunllz=q) < C para cada n € N, gracias a la convergencia c.t.p. de {u,} deducimos
que u € L®(Q) con ||u||p(q) < C.

Probemos ahora que u es solucién débil del problema del enunciado. Recordemos
que las u,, son soluciones débiles de los problemas aproximados, es decir, verifican la
relacion (4.21). Veamos a qué converge cada una de las integrales de dicha relacion.

» Gracias al Lema 4.1 podemos afirmar que

J M(x)Vu, Vo — J M(x)VuVe, Vo € Wy (Q).
Q Q
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4.2. Generalizacion del Teorema 4.1 y del Teorema 4.2

» Seape W01’2(Q). Como g es continuay u, — u c.t.p. en (), entonces g(u,) — g(u)
c.t.p. en Q. Como ademas %lg(un)l — 0 c.t.p. en ), deducimos que g,(u,) — g(u)
c.t.p. en Q. Asj,

a(x)g,(u,)p — a(x)g(u)p c.t.p. en Q.

Por otra parte, si tenemos en cuenta que |g,(s)| < |g(s)| para cada s € R, para todo
n € N se verifica que

la(x) g (un) @l < la(x)g(u,)pl < ﬁfg g(s)] - llallL=()l¢l c.t.p. en Q

con méxs\<c |g(s)] - llallz~()lpl € L'(Q). En consecuencia, podemos aplicar el Teo-
rema de la convergencia dominada 1.3 para concluir que

f a(x)gu (10,)¢ ef a(x)g(u)e.
Q Q

» Seap e WOI’Z(Q). Como f(x,s) es continua en sy u,, — u c.t.p. en Q, deducimos
que f(x,u,) — f(x,u) c.t.p. en Q). Asi,

f(x,u,)p — f(x,u)p c.t.p. en Q.
Por otra parte, para cada n € N tenemos que
|f (e un)pl <l (xr)lel c.t.p. en Q

con ||fllzexr)l@l € L'(Q). En consecuencia, podemos aplicar el Teorema de la
convergencia dominada 1.3 para afirmar que

| o= [ s

Por consiguiente, si tomamos limites cuando n — oo en la igualdad que satisfacen
las u, obtenemos que

f M(x)VuVe +f a(x)g (1) = f £, u)p, Y € WE(Q).
Q Q Q

De esta forma, u es una solucién débil acotada del problema del enunciado, como
queriamos probar.
[ |

4.2.2 Existencia de solucion

En esta subseccion probaremos la existencia de solucion débil del problema (4.10)
al imponerle el resto de hipotesis planteadas al comienzo de la Seccién 4.2. Para ello,
nos basaremos en las ideas de [1, Teorema 2.4].

Teorema 4.6. Supongamos que M(x) verifica (4.2) y (4.3), que a(x) > 0 cumple (4.11), que
f(x,s) verifica (4.12) y (4.13) con h satisfaciendo (4.16) y que g: R — R es continua y
satisface (4.14) y (4.15). Entonces existe al menos una solucion débil u € Wol’z(Q) NL=(Q)
del problema (4.10) verificando que

llullLo() < ko,
donde kg es el niimero real positivo dado por las condiciones (4.14) y (4.15).
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4. ESTUDIO DE UN PROBLEMA NO LINEAL

Demostracion:
Sea n € N. Definimos

fu(x,s) = = %If(x,s)l' () s Qa(x)'

n

a(x)

Consideremos el problema aproximado

{ —div(M(x)Vu)+a,(x)g(u) = fu(x,u) en(),

u=20 en 0Q). (4.22)

Observemos que, como |f,,(x,s)| < ny |a,(x)] < 6, se cumple que f,(x,s) € L°(QQ xR)
y que a,(x) € L*(Q). Como el problema (4.22) verifica el resto de hip6tesis del Teore-
ma 4.5, podemos aplicar dicho teorema para garantizar la existencia de una solucién
débil u, € WOI'Z(Q) N L*(Q)) del problema aproximado (4.22). Por ser solucidn, u,, satis-
face que

f M(x)Vu, Voo +f an(x)g (1) = f f )0, Yoo € WIR(Q)
Q Q Q

En particular, tendremos que

j M(x)Viu, Ve + f ()5 {100) 0 = f fo ), Vg € WEHQINLR(Q).  (4.23)
Q Q Q

Ahora bien, entre f,(x,s) y a,(x) podemos establecer una relacién parecida a la
relacion existente entre f(x,s) y a(x) dada por (4.13). En efecto, si tenemos en cuenta
que la funcién : ]Rg — R dada por

P(s) = ;1, Vs eR{

1+ES

es creciente, basta aplicar esta funcion en la desigualdad (4.13) y utilizar después (4.16)
para obtener que
|f (x, )l a(x)h(s) a(x)
g = LN _ahe) el
L+ 2lf(xs) 1+ a(x)h(s) 1+ <a(x)

h(s) = a,(x)h(s). (4.24)

Dicho esto, veamos que la sucesiéon {u,} esta acotada en L*(Q)). Consideremos
la funcién Gy, definida en (2.2), donde k( es el namero real positivo dado por (4.14)
y (4.15). Observemos que, como u, € L*(Q) y Gy, es continua, Gy (u,) € L*(Q). Co-
mo ademas Gy, (u,) € Wol’z(Q), podemos usar Gy, (u,) como funcién test en (4.23). Si
ademas utilizamos la condicién de elipticidad (4.2) de M(x) y la desigualdad (4.24),
obtenemos que

)

aj VG, (1) +j 0 (3)g (1) G (100) < | M(X)Vun VG, (1) +f 8 (x) (1) Gy (1)
Q Q JQ Q

= fn(x;un)Gko(un)

IA
s
®
N
I
D)
£
=
E—/

IA
=N
=
sl
=
=
S—/
)
&
[}
<
T
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4.2. Generalizacion del Teorema 4.1 y del Teorema 4.2

Gracias a la condicién (4.14) tenemos que g(s)Gy,(s) > 0 para cada s € Ry, asi,
g(s)Gy, (s) = |g(s)Gy,(s)| para cada s € R. Usando esto, de la desigualdad anterior de-
ducimos que

h(uy)

Ahora bien, observemos que la segunda integral es no negativa, pues a,(x) y h(s)
son funciones no negativasy, si

a J;) |VGk0(un)|2 + L ay(x)h(uy,) |: |g(””)| - 1] 'Gko(un)| <0.

|g(u)|
M)

por (4.15) tendriamos que |u,| < ko y esto implicaria que
Gko(un) = O’

por lo que dicha integral valdria 0. Como ambas integrales son no negativas y susuma
es menor o igual que 0, deducimos que ambas integrales deben valer O. En particular,

2 _ 2 _
Gy 1)) =1 [ VG ) =0

De esta forma, Gy (u,) = 0 c.t.p. en Q. Por la definicién de Gy, deducimos que
|un| < ko c.t.p.en Q o, equivalentemente, que

lunllzo() < ko (4.25)

Por lo tanto, la sucesién {u,} esta acotada en L*(Q)). Veamos ahora que esta aco-
tada en Wol’z(Q). Para esta acotacién seguiremos un procedimiento parecido al de la
demostracion del Teorema 4.5.

Dado n € N, podemos tomar u,, € Wol’2((2) N L*(Q) como funcién test en (4.23)
y, teniendo en cuenta la condicién de elipticidad (4.2) de M(x), la relacién existente
entre f(x,s), a(x) y h(s) dada por (4.13) y que a(x) € L}(Q) por (4.11), podemos deducir
que

il = [ VP < | MV,

= fn(x'un)un_jg a,(x)g (1)1t

JQ

c
< [ 10w +j an(0)g (1010
Q Q

\Jf‘
< [ 17 6ol +f la(x)g ()11
JQ Q
(

< |a<x>h<un>un|+f|a<x>g<un>un|
JQ Q

< llallp(qymax|h(s)s| + [|al| 1 (o) méx|g(s)s].
Is|<ko Is|<ko

En la dltima desigualdad se ha tenido en cuenta que ||un||Loo(Q) < ko y que las funciones
s+ h(s)sy s — g(s)s son continuas.
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4. ESTUDIO DE UN PROBLEMA NO LINEAL

Por lo tanto, la sucesién {u,} esta acotada en Wol’z(Q). Por el Corolario 2.4.1, {u,}
tiene una parcial, que seguiremos notando por {u,}, satisfaciendo que u,, — u en
WOI’Z(Q) y que u,, — u c.t.p. en Q para algin u € W01’2(Q). Gracias a la convergen-
cia c.t.p. de {u,}, de (4.25) deducimos que u € L*(Q) con |[ul[;~(q) < ko-

Veamos ahora que u es solucién del problema del enunciado. Recordemos que las
u, son soluciones débiles de los problemas aproximados, es decir, verifican la rela-
cion (4.23). Veamos a qué converge cada una de las integrales de dicha relacion.

» Gracias al Lema 4.1 podemos afirmar que

f M(x)Vu, Vo — f M(x)VuVe, Yo € Wy 2 (Q) N L¥(Q).
Q Q

» Sea @€ Wol’z(Q) N L*(Q). Como g es continuay u,, — u c.t.p. en (3, deducimos
que g(u,) — g(u) c.t.p. en Q. Ademas, a,,(x) — a(x) en Q. Por lo tanto,

a,(x)g(u,)p — a(x)g(u)p c.t.p. en Q.

Por otra parte, si tenemos en cuenta que |u,| < ky c.t.p. en Q paratodon e Ny
que g es continua, para cada n € N se cumple que

|2, (x)g(un)p| < la(x)g(uy)pl < méx|g(s)l - lplloa(x) c.t.p. en QO

s|<kg

con maxjs<, 18(s)] - llpllealx) € L'(Q). En consecuencia, podemos aplicar el Teo-
rema de la convergencia dominada 1.3 para concluir que

f a(x)g (1)@ —>f a(x)g(u)e.
Q Q

» Sea @ € Wol’z(Q) N L*®(Q). Como f(x,s) es continua en sy u, — u c.t.p. en (),
deducimos que f(x,u,) — f(x,u) c.t.p. en Q. Como ademas %|f(x, u,)| — 0 c.t.p.
en Q, podemos decir que f,(x,u,) — f(x,u) c.t.p. en Q. Asi,

fn(x; un)(P — f(x, M)(P Ctp en (.

Por otra parte, teniendo en cuenta la relacién (4.13), que |u,| < ko c.t.p. en Q) para
cada n € Ny que h es continua, para todo n € N se verifica que

oo )] < 1f (o 0,)0 < ({1, lp] < maxh(s) -l .. en O

con méxs\<k, h(s) - [l¢lla(x) € L'(Q). En consecuencia, podemos aplicar el Teore-
ma de la convergencia dominada 1.3 para afirmar que

| o= | s,

Por consiguiente, si tomamos limites cuando n — oo en la relacién (4.23) obtene-
mos que

J M(x)VuVe +f a(x)g(u)p = J f(x,u)p, Vo € Wol’z(Q) NL>(Q).
Q Q Q
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4.2. Generalizacion del Teorema 4.1 y del Teorema 4.2

Ademas, si tenemos en cuenta que u € L*(Q)), que g es continua, que f(x,s) ve-
rifica la relacién (4.13) con h continua y que a(x) € L'(Q) por (4.11), inmediatamente
podemos deducir que a(x)g(u) € L'(Q) y que f(x,u) € L'(Q).

En definitiva, u € WOI’Z(Q) N L*(Q)) y satisface (4.17), como queriamos probar.

[

4.2.3 Un principio del mdximo fuerte

En esta subseccion seguiremos las ideas de [2] expuestas en la Secciéon 4.1. Con el
objetivo de probar un principio del maximo fuerte, sustituiremos las hipotesis (4.14)
y (4.15) por

% es impar y estrictamente creciente (4.26)
’ (s)
) = 1im &Y

(h)oo = sgﬂo ) > 1. (4.27)

Observemos que (4.26) y (4.27) implican (4.14) y (4.15). La imposicion de estas dos
nuevas condiciones mas restrictivas nos permitira conocer y controlar mejor la cota en
L*(€)) que aparecia en el Teorema 4.6, tal y como se muestra en el siguiente corolario.

Corolario 4.6.1. Supongamos que M(x) verifica (4.2) y (4.3), que a(x) > 0 cumple (4.11),
que f(x,s) verifica (4.12) v (4.13) con h satisfaciendo (4.16) y que g: R — R es continua y
satisface (4.26) y (4.27). Entonces existe al menos una solucion débil u € Wol’z(Q) NL=(Q)
del problema (4.10) verificando que

Demostracion:

Observemos que la condicién (4.26) y el hecho de que h sea positiva implican que
g(s)s > 0 para todo s € R. De esta forma, la condicién (4.14) se cumple para kg > 0
arbitrario.

Por otra parte, gracias a la condicién (4.26) podemos decir que 8/ tiene inversa y
que el dominio de dicha inversa sera |—(¢/1),,(¢/1),[. Gracias a (4.27), tenemos que 1
pertenece a dicho dominio. Asi, podemos considerar ky = (¢/4) '(1). En ese caso, ten-
dremos que

18(s)l

h(s)
como consecuencia de (4.26). Por lo tanto, considerando dicho k, también se verifi-
ca (4.15).

Como para ky = (¢/r)'(1) se verifican tanto (4.14) como (4.15), podemos aplicar el
Teorema 4.6 para concluir que existe una solucién débil u € Wol’z(Q) NL*(Q) de (4.10)
tal que

=109

(1).

lullgeo(y < (

>1,Vsef{seR:|s| > ko}

lull e ) < (%)'1(1»

|
Tras afinar la cota de u en L*(()) estamos en condiciones de probar el siguiente
principio del maximo fuerte.
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4. ESTUDIO DE UN PROBLEMA NO LINEAL

Teorema 4.7. Supongamos que QO C RN, ademds de ser abierto y acotado, es conexo. Supon-
gamos también que M(x) verifica (4.2) y (4.3), que a(x) € LY(Q) con a(x) > 0 c.t.p.en Qy
a(x) = 0 en algiin conjunto de medida positiva, que g: R — R y h: R — R son funciones
continuas satisfaciendo (4.16), (4.26) y (4.27) y que f(x,s) = a(x)h(s). Bajo estas condiciones
existe al menos una solucion débil u € Wol’z(Q) NL>®(Q)) de (4.10) satisfaciendo que

u(x)>0c.t.p.en Q.

Demostracion:
En primer lugar, observemos que podemos aplicar el Corolario 4.6.1 para afirmar
que existe una solucién débil u € WOI'Z(Q) NL*®(CQ)) de (4.10) tal que

oo < (£) (1)

Veamos ahora que u > 0 c.t.p. en Q. Utilizando la cota que tenemos de u en L*(Q))
y que por (4.26) la funcién g/ es estrictamente creciente, obtenemos que

a(x)g(u) = a(x)%h(u) < a(x)g ((g)_l(l))h(u) =a(x)h(u) = f(x,u)ct.p.en Q. (4.28)

Por ser solucién, u satisface que

| Meowuve = | (7 m-atgtle, v e wir@n1m@)  @29)

y, gracias a la desigualdad (4.28), también satisface que
J M(x)VuVe = J [f (x,u)—a(x)g(u)]p = 0, Vo € W, 2 (Q)NL¥(Q) con ¢ > 0. (4.30)
Q Q

Ahora bien, por el Teorema de densidad 2.1 sabemos que Wol’z(Q) N L®(Q) es
denso en W01’2(Q). Por lo tanto, dado 0 < v € Wol’z(Q) existe una sucesion {¢@,} de
W, %(Q) N L=(Q) tal que @, — v en W, *(Q).

Si definimos la parte positiva de una funcién w cualquiera como w* := —(—w)~, don-
de w™ se define como en (2.1), obtenemos que {@;;} es una sucesién no negativa de
Wol'z(Q) N L*(Q)) que, por (4.30), cumple que

J M(x)VuVe, >0, YneN.
Q

Por la forma que tienen sus gradientes, es inmediato probar que ¢;; — v* =v en
WOI'Z(Q) y, por el Lema 4.1, deducimos que

J M(x)VuVv > 0.
Q
Por la arbitrariedad de v, podemos decir que

f M(x)VuVv >0, Vv € Wol’z(Q) conv > 0.
Q
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De esta forma, u es una super-solucién de la ecuacién (3.5) con f = 0. Como Q
es conexo, podemos aplicar el Principio del maximo fuerte 3.5.1 para afirmar que,
o bien u = 0 c.t.p. en Q, o bien u > 0 c.t.p. en (). Observemos que u no puede ser
idénticamente nula c.t.p. en Q, pues si lo fuese tendriamos en (4.29) que

| remomp =0 vpew@nm@)
Q

pero esto no puede ocurrir porque por hipétesis f(x,0) = a(x)h(0) = 0 en algiin conjunto
de medida positiva. Por lo tanto, queda probado que

u(x)>0ct.p.en Q.

Comentario 4.2. Si sustituimos la hipétesis f(x,s) = a(x)h(s) por f(x,s) > 0 c.t.p. en Q)
seguimos teniendo la no negatividad de la solucién. Su demostraciéon es analoga a la
del Teorema 3.3.

Finalizamos esta subseccion exponiendo una familia de problemas a los que les
podemos aplicar el Teorema 4.7 pero no el Teorema 4.2 probado en [2].

Ejemplo 4.1. Como las hipoétesis sobre M(x) y a(x) son las mismas en el Teorema 4.2 y
en el Teorema 4.7, consideraremos M(x) y a(x) genéricas satisfaciendo las condiciones
impuestas en dichos teoremas. Para escoger la g y la h del Teorema 4.7, podemos fijar
y>1,neNyQ>0y tomar

1
g(S) = |5|7/—15, Vs eR, h(S) = m + Q, VseR.

Estas funciones son continuas y satisfacen (4.16), (4.26) y (4.27). Por lo tanto, podemos
aplicar el Teorema 4.7 para afirmar que existe al menos una solucién débil acotada y
estrictamente positiva del problema

1
1+u2”+Q) en ),

u=0 en JQ).

—div(M (x)Vu) + a(x)|u]’tu = a(x)(

En cambio, el Teorema 4.2 no se puede aplicar. El motivo es que si escribimos este
problema de la forma (4.1), la condicion (4.8) no se satisface.

4.2.4 La cuestion de la unicidad

Si comparamos el Teorema 4.2 demostrado en [2] con el Teorema 4.7, podemos
comprobar que el segundo teorema generaliza al primero en todos los aspectos salvo
en la unicidad de solucién. Para obtener un teorema que lo generalice completamente
es necesario imponer dos condiciones mas.

Teorema 4.8. Si a las condiciones del Teorema 4.7 aiiadimos que g sea creciente y que h sea
decreciente, entonces existe una tinica solucion débil u € W01’2(Q)0L°°(Q) de (4.10) y dicha
solucion satisface que

u(x)>0c.t.p. en Q.
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4. ESTUDIO DE UN PROBLEMA NO LINEAL

Demostracioén:

Gracias al Teorema 4.7 lo Gnico que nos queda por probar es la unicidad. Supon-
gamos que Uy, Uy € WOI’Z(Q) N L*(Q)) son dos soluciones de (4.10). Por ser soluciones,
ambas funciones satisfacen la igualdad (4.17). Si en ambas igualdades consideramos
como funcién test la funcién (u; — 1)~ definida como en (2.1) y las restamos, obtene-
mos que

f M (x)V(uy —uy)V(uy —uz)_+J‘ a(x)[g(uy) — guy)(uy —uy)”
Q Q
=L () ) = )1ty —102)"

Ahora bien, notemos que (u; — 1)~ es distinta de 0 solamente cuando u; < u,. Asi,
podemos afirmar que [g(uq) — g(up)](u; — up)™ > 0, pues g(uy) < g(uy) cuando u; < u,
por ser g creciente. Del mismo modo, podemos decir que [h(uy) —h(uy)](uq —uy)” <0,
pues h(uy) > h(u,) cuando uy < u, por ser h decreciente.

Gracias a la condicién de elipticidad (4.2) de M(x), a que a(x) > 0 c.t.p.en Qy a
todo lo que acabamos de deducir podemos obtener que

i =2 Ry —afw iy —115) P < jM o)Vt — )
= (x)V(uy —up)V(uy —uyp)”
uQ
'
< | MGV - w2V - 1) +j () g (1) — g(1u2)] (1t — 12)"
JQ Q
= o a(x)[h(uy) = h(uy)|(u; —uy)” <0.

De esta forma, ||(u1 — ”2)_||w01'2(Q) =0y, por ello, (u; —uy)” =0 c.t.p. en Q o, equiva-
lentemente, u; > u; c.t.p. en Q. Como el papel de u; y de u, es perfectamente inter-
cambiable, podemos deducir de la misma forma que u; > u; c.t.p. en Q. En definitiva,
u; = up c.t.p. en (Q y, como consecuencia, queda probada la unicidad de solucién.

[

Las dos condiciones adicionales impuestas en este teorema hacen que, en la prac-
tica, sea muy dificil encontrar funciones que satisfagan las hipdtesis de este teorema
y no las del Teorema 4.2. Durante la elaboracién de este proyecto hemos tratado de
relajar estas condiciones, pero todos nuestros esfuerzos han sido en vano. Esta es una
de las cuestiones que queda en el aire y, por ello, serd una de las lineas a seguir en mi
iniciacién como investigador.
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Conclusion

En un principio, el objetivo de mi trabajo era bien distinto: demostrar los teore-
mas expuestos en la Seccion 4.1 probados por Arcoya y Boccardo en [1] y [2]. Toda
esta idea cambid cuando, con la ayuda de mis tutores, pude encontrar una pequena
generalizacién de esos teoremas.

Desde entonces, he podido experimentar de primera mano los problemas a los que
dia a dia se enfrenta un investigador, que van desde volver a encontrar fallos en alguna
de tus demostraciones hasta tratar de entender las pruebas de otros autores explicadas
con los minimos detalles.

Al contrario de lo que puede ocurrir con otros temas, en este trabajo estaba clara la
meta pero no el camino. Por ello, he tenido que realizar todo un proceso de busqueda
inversa para intentar que este texto fuese lo mas consistente posible. Una de las venta-
jas de haber hecho todo el trabajo “tirando hacia atras del hilo” es que he podido tener
un control mayor sobre los resultados que se utilizan en cada momento. Por ello, he
procurado que todas las definiciones y resultados incluidos en el trabajo tengan alguna
finalidad posterior.

En cuanto a los contenidos del trabajo, me gustaria comentar que en un inicio mi
idea era incluir algtn problema mas de los que se estudian en [1] y [2], aunque debido
a la limitacién de paginas esto no ha sido posible. No obstante, el tiempo dedicado a
estudiar esos problemas no ha sido en vano, pues mi objetivo a medio plazo es seguir
con esta linea de investigacion.

Esta experiencia ha sido plenamente enriquecedora, pues me ha permitido ampliar
con creces los conocimientos adquiridos en algunas de las asignaturas del Grado. En
concreto, los dos primeros capitulos podrian verse perfectamente como dos temas mas
en la asignatura Andlisis Funcional. En cambio, los dos tltimos capitulos son mas difici-
les de encasillar. Quiza, las asignaturas con un contenido mas parecido sean Ecuaciones
Diferenciales 11 y Ecuaciones de la Fisica Matemdtica.

Por ultimo, me gustaria agradecer a mis tutores el trato recibido y su implicacion
en este proyecto. Ellos han conseguido volver a despertar en mi un interés por las
matematicas que hacia tiempo que habia desaparecido.
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