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Abstract in English

Sometimes, the solution of boundary value problems for partial differential equa-
tions can be reduced to the solution of ordinary differential equations which contain a
parameter and which are subject to certain boundary conditions. Specifically, we are
going to study, in a finite interval, the so called self-adjoint eigenvalue problems for
linear differential equations. We will deal with the parameter values (eigenvalues) for
which the solution are non-trivial (eigenfunctions). It is interesting to note that a lot
of information about eigenvalues and eigenfunctions can be obtained without actually
solving the problem. In fact, we will demonstrate the main properties of them, that
the eigenvalues are real, that they determine a discrete set bounded at the bottom,
and that the eigenfunctions form an orthogonal set. Then, we’ll prove that such eigen-
values exist and, next, we’ll study the completeness of eigenfunctions in the space of
square integrable functions, [lz(a, b). The latter will allow us to express any function
as an infinite combination of autofunctions. Furthermore, both the existence and the
relative positions of the zeros are of vital importance in the theory of boundary value
problems, so we will dedicate a chapter to develop different comparison and oscilla-
tion theorems for second-order self-adjoint equations. We will talk about particular
cases of boundary value problems, Sturm-Liouville regular and periodic problems.
The Sturm-Liouville theory studies the existence and the asymptotic behaviour of ei-
genvalues, as well as the corresponding qualitative theory of eigenfunctions.
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Resumen en espaniol

En ocasiones, la solucién de problemas de contorno para ecuaciones en derivadas
parciales lineales puede ser reducida a la solucién de ecuaciones diferenciales ordina-
rias que contienen un parametro y que estan sujetos a determinadas condiciones de
frontera. Concretamente, se van a estudiar, en un intervalo finito, los denominados
problemas de autovalores autoadjuntos para ecuaciones diferenciales lineales. Trata-
remos los valores del parametro (autovalores o valores propios) para los cuales las
soluciones son no triviales (autofunciones o funciones propias). Es interesante notar
que mucha informacién sobre los valores propios y las funciones propias puede ob-
tenerse sin resolver realmente el problema. De hecho, demostraremos las principales
propiedades de los mismos, que los valores propios son reales y determinan un conjun-
to discreto acotado inferiormente, y que las distintas autofunciones son ortogonales.
Después, probaremos la existencia de tales autovalores y, seguidamente, estudiaremos
la completitud de las autofunciones en el espacio de funciones de cuadrado integrable,
L?(a,b). Esto Gltimo nos permitira expresar cualquier funcién como combinacién infi-
nita de autofunciones. Ademas, tanto la existencia como las posiciones relativas de los
ceros son de vital importancia en la teoria de problemas de valores en la frontera, por
lo que dedicaremos un capitulo a desarrollar diferentes teoremas de comparaciéon y
de oscilacién para ecuaciones autoadjuntas de segundo orden. Hablaremos sobre casos
particulares de problemas de contorno asociados a ese tipo de ecuaciones, los proble-
mas regulares y periddicos de Sturm-Liouville. La teoria de Sturm-Liouville estudia la
existencia y el comportamiento asintdtico de los autovalores, asi como la correspon-
diente teoria cualitativa de las autofunciones.






Introduccion

Las ecuaciones diferenciales constituyen un elemento esencial del analisis mate-
matico y son una disciplina fundamental para la comprensiéon de fenémenos fisicos,
quimicos, bioldgicos, econdmicos o de ingenieria, entre otros. Entendemos por ecua-
cion diferencial cualquier ecuacion en la que interviene una variable dependiente y
sus derivadas con respecto a una o mas variables independientes. Podemos dividirlas
en dos grandes tipos: ecuaciones diferenciales ordinarias, aquellas que contienen deri-
vadas respecto a una sola variable independiente, y ecuaciones en derivadas parciales,
aquellas que contienen derivadas respecto dos o mas variables independientes. A lo
largo del grado, comenzamos el aprendizaje de esta materia con la asignatura Ecuacio-
nes Diferenciales I, en la que se estudian ecuaciones y sistemas diferenciales ordinarios
de coeficientes reales, proporcionando los principales métodos de resolucion de los
mismos (en el caso lineal y algunos no lineales), como por ejemplo el método de va-
riacion de las constantes, asi como las primeras nociones sobre la existencia y unicidad
de solucion, de problemas de valores iniciales. Después, en Ecuaciones Diferenciales 11,
comenzamos tratando el problema de existencia y unicidad, conocido como problema
de Cauchy, asociado a un sistema casi-lineal de primer orden, donde la mayoria de re-
sultados de existencia de solucidon que tratamos se basan en la construcciéon de una
sucesion de funciones que converge uniformemente a la solucién del problema. Bus-
camos condiciones que aseguren unicidad y, bajo estas, se estudian propiedades de
continuidad o diferenciabilidad de las soluciones en su dependencia respecto de da-
tos iniciales. Tras dar algunos métodos de resolucion de diferentes tipos de sistemas y
ecuaciones diferenciales, asi como analizado el problema de existencia y unicidad de
los mismos, se aborda entonces el estudio de la teoria cualitativa de sistemas lineales y
no lineales. Al mismo tiempo, en Métodos Numéricos II, estudiamos métodos numéricos
de un paso y multipaso lineales para la resoluciéon de problemas de valores iniciales.
También se introducen, sin profundizar, los problemas de contorno, en donde nos limi-
tamos tnicamente al estudio de un caso particular de estos de importancia relevante
en numerosas aplicaciones. Sin embargo, después se pasa directamente en la asignatu-
ra de Ecuaciones de la Fisica Matemadtica, al estudio de ecuaciones en derivadas parciales
sin apenas haber tratado los problemas de contorno asociados a ecuaciones lineales. En
definitiva, hasta ahora habiamos tratado s6lo detalladamente problemas de valores ini-
ciales, en los que se busca la solucion de una ecuacion diferencial de un determinado
orden que cumpla las condiciones en un solo valor de la variable independiente. Aqui
nos enfrentaremos a una situacion muy diferente, pues queremos satisfacer una condi-
cioén en dos valores distintos (los extremos del intervalo) de tal variable independiente.
Este tipo de problemas reciben el nombre de problemas de valores en la frontera o pro-
blemas de contorno. Esta fue la propuesta de mi tutor, completar la formacion en este
campo desde un punto de vista fundamental y a partir de un texto clasico como Theory
of Ordinary Differential Equations de Earl A. Coddington y Norman Levinson [2]. Los
objetivos que pretendemos alcanzar en este Trabajo Fin de Grado son los siguientes:

» Demostrar las principales propiedades de los problemas de autovalores autoad-
juntos y la existencia de valores propios para los mismos.

» Probar la completitud de las autofunciones asociadas a un problema autoadjunto
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

en el espacio £?(a, b).

» Analisis del comportamiento de las soluciones de ecuaciones autoadjuntas de
segundo orden. Estudio de los autovalores y de las soluciones en los problemas
del tipo Sturm-Liouville con condiciones de frontera regulares y periddicas.

Vamos a tratar, en un intervalo finito, los denominados problemas de autovalores
autoadjuntos. Estudiaremos las principales propiedades del conjunto que forman los
valores del parametro cuya solucién al problema sea no trivial y veremos las caracte-
risticas mas importantes de las soluciones asociadas a tales valores. Pueden motivarse
este tipo de situaciones con un ejemplo sencillo, buscando las soluciones de

-x"=1x, te[0,1], x(0)=x(1)=0, (1.1)
donde I representa un parametro escalar complejo y x(f) una funcion escalar compleja.
Las soluciones de (1.1) se obtienen a partir de las raices de la ecuacién caracteristica
12 +1= 0. Pueden estudiarse diferentes casos dependiendo del valor de I:
1. 1 <0. En esta ocasion, y = +V—I € R, luego la solucién general vendra dada por
x(t)=Cp-e VT, eV, C,CeC, 0<t<1.
Aplicando las condiciones de contorno x(0) = x(1) = 0:
x(0)=C;+C,=0=C, =-Cy,
x(1)=C -e_\m+C2-e\/jl: Cl(e_‘m—e\m) =0=>C;=0=>C,=0.
De esta forma, la solucién es la trivial: x(t) = 0, Yt € [0, 1].
2. 1 =0. Entonces, y = 0 (raiz doble) y la solucién general sera
x(t)=C1-1+Cy-t, C,CeC, 0<t<1.
Empleando las condiciones,
x(0)=C;+C,-0=0=C; =0,
x(1)=C1+C,=0=>C,=0=>C,=0.
Por tanto, de nuevo se obtiene la solucion trivial: x(t) =0, YVt €[0,1].

3. 1> 0. En tal caso, y = +V-I = +iVI € C. La solucién general viene dada de la
siguiente forma:

x(t)=Cp eV Gy eV, €, CreC, 052,
Aplicando las condiciones impuestas previamente, se tiene:
X(O):C1+C2:0:>C1 :—Cz,

x(1)=C4 A Cle_i‘ﬁt =C;- (ei\ﬁ— e_i‘ﬁ) = C;-2sen(VI) = 0= C; -sen(VI) = 0.

En este caso, pueden ocurrir dos situaciones diferentes:



a) C; =0, lo que implicaria una vez mas la solucion trivial,
x(t)=0, Yte[0,1].

b) sen(Vl)=0 < VI=kn, ke N. Estoes, | = k272, k e N.
Los valores de | para k € N para los cuales la solucion es no trivial son deno-
minados autovalores, y las soluciones asociadas a ellos,

xp(t) = C-sen(knt), CeC, keN, 0<t<1.

son denominadas autofunciones.

B V2sen(nt)

[ | \65011(27#)
W /2 sen(37t)

Figura 1.1: Ejemplos de ceros de distintas autofunciones reales.

En definitiva, el problema (1.1) tiene una sucesién infinita de autovalores reales
| = k1?2, k e N, cuyas autofunciones son un multiplo de la funcion real sen(kmt), de
manera que forman un espacio vectorial de dimension 1. La k—ésima autofuncion real
posee k —1 ceros en (0,1) (ver Figura 1.1) y las distintas autofunciones son ortogonales
en [0,1]. Es mas, puede observarse que, tomando C = V2,

1 CL
0 sii#]

xrdt =0, con Oi = ,
J;X]Xk jk ik {1 SiiZj

que es la denominada delta de Kronecker.

La existencia de autovalores para problemas autoadjuntos se estudiara para opera-
dores generales en el Capitulo 2, y la relacién entre los ceros de las autofunciones en el
Capitulo 4. Ademas, en el capitulo 3 veremos que, en el espacio de funciones £2(0,1),
dado por

1
£2(0,1) = {f :[0,1] — C medible Lebesgue: J IfI? < oo},
0



CAPITULO 1. INTRODUCCION

toda funcién puede escribirse como combinacion infinita de autofunciones. Asi, para
el ejemplo previo comprobaremos que si f € £2(0,1), entonces

o0

1
f(t) = chsen(knt), con ¢y :f f(t)sen(kmt)dt, (1.2)
0

k=1
donde los ¢, son denominados coeficientes de Fourier de f.

A continuacién, consideremos un problema mas general que el anterior, de nuevo
en el espacio £2(O, 1),
Lx =ix" =1x, x(1)=ax(0), (1.3)

donde L un operador diferencial lineal y a es una constante. Sean A; los autovalores y
X sus autofunciones asociadas. Observemos que

(Lxj, xk) =j
0
1 1

1
(xjLxx) = J Xi(Lxg)dt = f XiAkxedt = A | xixe = A(xjo Xx)-
0 0 0

Por otro lado, de acuerdo a (1.3),

1 1

1
(Lx;Tedt = fo A edt = Ajfo X = A,

1 1
(Lxj xx) — (L) = (x5 xi) = (xjp ixg) =f ix}x_kdt—f Xjixy dt=
0 0

1 1 1
. — . _ ) — _ o1
= ZJ XiXkdt + ZJ XjXi dt = ’J (xjxx + xjxe’)dt = [ixjxx], =
0 0 0

= i (X ()7E(1) = 1} (0)TE(0)) = i (a; (0)aTE(0) - x;(OVXR(0)) = i - (a@ — 1) (0)k(0).
Luego,
(Lxj> xx) =i L) = A0 xie) =X xi) = (A=) (xj» xx) = i-(aa—1)x;(0)xx(0). (1.4)
De esta forma, cuando aa = 1, (A; —/\_k)()(j,)(k) = 0. Entonces:
» Sij=k,
_— _— 2 _—
(A= A)(x; 2) = (4= ) "= 0= ;= 4.
Esto se debe a que ||)(]~||2 =0 o x; =0, y se estan considerando soluciones no
triviales, por lo que se deduce que los autovalores son reales.
» Sij=k, L
(A= A)(xjxk) = 0= (xj, xk) = 0= xj L X
Por tanto, si aa =1 o si en algun otro caso i - (aa —1)x(0)xx(0) se anula, los autovalores

son reales y las autofunciones pueden ser consideradas como un conjunto ortonormal.
En cambio, nétese que si aa # 1, entonces no necesariamente los autovalores son reales

y (X]iXk) = 0.

Comprobaremos que para operadores autoadjuntos, es decir, que cumplan la con-
dicién
(Lu,v) = (u,Lv), u,veC"([a,b]),
es posible obtener una sucesion de autovalores reales y un conjunto ortonormal de
funciones propias.

4



Problemas de autovalores autoadjuntos

En primer lugar, se presentaran algunas nociones previas sobre sistemas lineales
homogéneos necesarias para desarrollos posteriores. Tras ello, definiremos formalmen-
te el operador diferencial lineal L, asi como otros conceptos esenciales con los que va-
mos a trabajar. Seguidamente, se mostrara uno de los teoremas principales del trabajo,
que nos afirma que en el caso de los problemas de autovalores autoadjuntos, los valores
propios son reales, forman un conjunto numerable, y que sus diferentes autofunciones
asociadas son ortogonales. Posteriormente, se construira convenientemente la solucion
para el problema no homogéneo mediante una funcioén de Green. Expondremos un teo-
rema que recoge las principales caracteristicas de la misma, asi como la justificaciéon de
la existencia de la solucién previamente mencionada. La existencia de los autovalores
sera probada en la tercera seccion de este capitulo.

2.1 Problemas homogéneos

Antes de nada, recordaremos algunos conceptos acerca de sistemas lineales homo-
géneos que seran requeridos mas adelante. Se denomina ecuacion diferencial homo-
génea de orden n a

t
K P ey P (2.1)

pol(t) "~ polt)
Sea L el operador lineal diferencial de orden #n definido como
Lx = po(£)x"™ + py ()x" "V 4 .+ p,(t)x, (2.2)
siendo
" p; funciones complejas de clase C"J en el intervalo [a,b],

= po(t) =0 parat€[a,b].

El sistema asociado a la ecuacién (2.1) es

x'=A(t)x, tel, (2.3)
donde
0 1 0 0 0
0 0 1 0 - 0
A=1-- cee e | (24)
0 0 0 0 0 1
“Pn Pn-1 “Pn-2 “Pn-3 ... —P1
ao ao Po Po Po

Sean @1, @,,..., ¢, soluciones de (2.1). Entonces se tiene la matriz solucién de (2.3):

1 ©2 o Py

o= NP2 P (2.5)
(n—1) (n—-1) (n-1)
1 2 n



2. PROBLEMAS DE AUTOVALORES AUTOADJUNTOS

Definicion 2.1. Se denomina Wronskiano de Lx = 0 con respecto de ¢y, @,,..., ¢, a

W(p1,@y,..., ) = det D. (2.6)

Ademas, para un sistema lineal se verifica la férmula de Abel-Liouville-Jacobi:

det®(t) = detd(7)exp J-t trA(s)ds, tel. (2.7)
Entonces,
_ ' pils)
W(@1, 25 @) (t) = W(@1, @2, ) (T) €XP J- po(s)ds , tel (2.8)

Asimismo, el Wronskiano nos proporciona una condicién necesaria y suficiente para
que (2.1) tenga n soluciones linealmente independientes, y es que éste sea no nulo. En
concreto, de (2.8) se sigue que esto sera equivalente a que sea distinto de cero en un
punto particular.

Por otro lado, consideremos las condiciones de frontera homogéneas ij =0, con

n
Ujx = Z(Mjkx(k_l)(a) +Njx® D)), j=1,2,..,n, (2.9)
k=1

donde M y Nji son constantes. Se denotaran estas relaciones por Ux = 0.
Definicion 2.2. Se denomina problema de autovalores a un problema homogéneo de la

forma
t: Lx=1Ix, Ux=0. (2.10)

Definicion 2.3. Se denominan autovalores o valores propios de 1t a los valores de | de
manera que T tenga una solucion no trivial.

Definicion 2.4. Se denominan autofunciones o funciones propias a las soluciones no
triviales de Tt asociadas a los autovalores.

Vamos a trabajar en el espacio de funciones de cuadrado integrable,
b
L3(a,b) = {f : [a,b] —» C medible Lebesgue: j IfI? < oo}.
a
Definicién 2.5. El producto interior en L*(a,b) se define como
b
9= | faat vf.gerab),
Como es habitual, si (f,g) = 0, se dird que f y g son ortogonales. La norma en el espacio

L?(a,b) viene dada por
f=(ff)2 VfeLlab)



2.1. Problemas homogéneos

Definicion 2.6. Una sucesion {xi}, con k = 0,1,2,... se dice ortonormal si (x;, xx) = 0jk,
siendo ;i la delta de Kronecker.

Definicion 2.7. Un problema de autovalores se denomina autoadjunto si
(Lu,v) = (u,Lv), Yu,veC"([a,b]), (2.11)

satisfaciendo las condiciones de contorno Uu = Uv = 0.

A continuacion se muestra un resultado de suma importancia. Nos proporciona las
propiedades fundamentales de un problema de autovalores autoadjunto, que los auto-
valores son reales y forman un conjunto numerable, y que las distintas autofunciones
asociadas a estos son ortogonales entre si, aunque todavia no ofrece informacion sobre
su existencia.

Teorema 2.1. Sea 1t un problema autoadjunto. Entonces los autovalores son reales y consti-
tuyen a lo sumo un conjunto numerable sin puntos de acumulacion. Las autofunciones que
se corresponden con distintos autovalores son ortogonales.

Demostracion:
Consideremos t € [a,b]. Sea | = A un autovalor de 1t y x su autofuncién asociada.
Puesto que Lx = Ax, la relacién (2.11) implica que

b b
(Lx,x)—(x,Lx)=(Ax,x)—(x,/\x)=f Axfdt—J xAxdt =

a

b
- =) [ e = (=D =o.
a
Como se estan tomando soluciones no triviales y

x)=lxlP=0e x =0,

se deduce que (x, x) > 0. Luego, necesariamente A = X, por lo que el autovalor debe
ser real.

Consideremos dos autovalores distintos, Ay y A,, y sus correspondientes autofun-
ciones, x1 Y X»- Entonces, razonando de forma analoga a la anterior, por (2.11) se
tiene que:

b b

A1)(1)(_26”—.[ X1A2x2dt =

a

(Lx1,x2) = (x1,Lx2) = (A1x1, x2) — (X1, Aax2) = j

a

b
—(n —E)j XT3t = (A1 =) x2) = (41 = Aa)(x1sx2) = 0.

Por tanto, (x1, x2) = 0. De esta forma, las autofunciones correspondientes a distintos
autovalores son ortogonales.

Por otra parte, sean Pj = (pj(t,l),j =1,2,..,n las soluciones de Lx = Ix que satisfa-
cen las condiciones iniciales, para algin c € [a, b], dadas por:

o) e =05 jk=12.n (2.12)

7



2. PROBLEMAS DE AUTOVALORES AUTOADJUNTOS

Por el Teorema de diferenciabilidad de las soluciones respecto de los datos iniciales y

*1 son continuas en (t,]) parat € [a,b]y para todo l. Es

parametros, las funciones (p](-
mas, para t fijo, son funciones enteras de .

Puesto que las soluciones @; son linealmente independientes, formaran una base
del conjunto de soluciones del sistema. Luego cualquier solucién puede expresarse

como
n
x= ch(pj. (2.13)
=1

Entonces, 7t tendra a | como autovalor si, y solo si, existen constantes ¢ (no todas
nulas) tal que (2.13) verifica Ux = 0. Esto es equivalente a que lo siguiente no ten-
ga solucién trivial (los problemas de autovalores se estudian GUnicamente en estos
casos):

n
) ¢Ukpj=0, k=12,..n (2.14)
j=1

Asi nos encontramos ante un sistema de n ecuaciones para los Cj (n incégnitas). Si
es compatible determinado, la solucién es Unica y como ademas el sistema es ho-
mogéneo, la trivial siempre es una solucién del mismo. Por ello, para conseguir que
la solucién no sea la trivial, el sistema tiene que ser compatible indeterminado, por
lo que es necesario y suficiente que el determinante de la matriz (denotado por A)
formada por los Uy ¢; en la k—ésima filay j-ésima columna, sea cero.

1)

. . ke~ .
Como se ha mencionado anteriormente, los (p](. son funciones enteras de [ para

t € [a,b] fijo. En concreto, parat =ay t = b, A sera una funcién entera de | (pues esta
formado por dichas funciones). Puesto que 7t Ginicamente tiene autovalores reales, A
solo puede tener ceros reales. Por tanto, A es una funcién entera que no es idéntica-
mente nula, y los autovalores de 7t (ceros de A) forman un conjunto numerable sin
puntos de acumulacién (Principio de Identidad).

m
2.2 Problemas no homogéneos. Funcion de Green
Sea el problema no homogéneo
Lx=Ix+f, Ux=0, feC(ab]). (2.15)

Lo resolveremos haciendo uso de la férmula de variacion de las constantes. Consideremos
de nuevo ¢; las soluciones de Lx = Ix, las cuales satisfacen las condiciones iniciales
(2.12) para algan c € [a,b], establecidas en la demostracion del Teorema 2.1. La idea
sera, a partir de estas n soluciones, construir una soluciéon u = u(t,I) de la ecuacion
diferencial no homogénea (2.15). Vamos a ayudarnos de la funcion auxiliar K que se
define a continuacion.

8



2.2. Problemas no homogéneos. Funcion de Green

Sea K(t,t,l)=0sit<ty

P1(7, 1) Pu(T,1)
. ZICORERIR A
K(t,7,1) = siot<t, (2.16)
HW(pq, @y, ..., - n—
pO() ((Pl P2 (Pn)(T) (Pg 2)(,1,;1) (P1(1 2)(,_[,1)
P1(t,1) Pu(t,1)

donde W (@1, @,,...,¢,) denota el Wronskiano de Lx = Ix con respecto de @1, ¢,, ..., @,,.

En primer lugar, veamos que la funciéon K estd bien definida, es decir, que para
T < t, sudenominador no se anula. Para ello, bastara con comprobar que el Wronskiano
es distinto de cero. Sabemos que para cualquier valor de ¢, éste puede escribirse como
en (2.8). Luego para la expresion (2.16), teniendo en cuenta las condiciones (2.12),

W(@1, @2, 0)(T) = W1, @2, .., %)(C)-eXPU —ITi;dS) = eXPU _zngs) = 0.

k-1)
, por

el Teorema de diferenciabilidad de las soluciones respecto de los datos iniciales y pardmetros,
son funciones continuas en (t,/) para t € [4,b] y para todo I. Ademas para t fijo son
funciones enteras de I. Para empezar, podemos asegurar que K es continua en t <ty
t < T por ser una funcion definida a trozos que es 0 en el primer caso y racional en el
segundo. Faltaria estudiar qué sucede en t = 7. Notese que en tal situacion, la Gltima
fila del determinante seria igual a la primera, lo que implicaria que éste fuera 0 y por
ende también K(7,7,!). En consecuencia, K es continua para cualquier valor de t y 7.
Veamos ahora que existen las derivadas parciales de K respecto de t y que también
son continuas. Observemos que (¢’ K/dt/)(t,7,1) = 0 cuando t < 7. Si T < t, por la forma
de derivar un determinante la derivada de orden j de K respecto de t viene dada por

Seguidamente probaremos que K es continua y entera. Recordemos que (p;.

(PI(TJZ) (Pn(Trl)
pi(t,l) - @n(T])
. 1 - S
- = @y (T,1) on'(T,1) |,
ot po(YW (@1, @2y r @u)(T) | . "
@5"__)2)(%’) @L”;)Z)W,l)
oV (1,1) o (t,1)

puesto que los j — 1 determinantes anteriores son cero ya que la fila que se deriva en
cada caso depende de 7 y de I. Es por esto que resta el Gnico determinante donde la
fila que se deriva depende de t, la Gltima. Por tanto, cuando j =0, 1,...,n—2 (nétese que
n—2 es el altimo orden de derivada que aparece en el determinante), la expresion de
d/K/dt] contendra siempre un determinante cuyo orden de derivada de la fila j + 1 va
a coincidir con el de la Gltima. Para t < T y 7 < t vuelve a ser continua por el mismo
argumento previo. Evaluando en t = 7 se tendran dos filas iguales, lo que implica que
este se anule. Asi, d/K/dt/ sera continua cuando j = 0,1,...,n—2 para cualquier valor de
ty 7 al coincidir los limites laterales. Por tanto, aplicando el Teorema de diferenciabilidad
de las soluciones respecto de los datos iniciales y pardmetros, podemos afirmar que ¢/ K/dt!

9



2. PROBLEMAS DE AUTOVALORES AUTOADJUNTOS

es continua en (t,7,l) para t,7 € [4,b] y para todo I. De hecho, asegura que es una
funcién entera de [ para (t,7) fijos. Veamos qué ocurre en los casos j=n—1,n.Sit <t
y T <t ya tenemos asegurada la continuidad en (¢,7,l) paratodolya<t<t<by
a<t<t<bpor el Teorema de diferenciabilidad de las soluciones respecto de los datos
iniciales y pardametros, al igual que se ha visto previamente. En cambio, para t = T no
van a existir tales derivadas, pues

" 1K " 1K 1
.1 O; ;l - 5,1 - O; ;l = »
atn-1 (T+0.70) dtn-1 (t=0,7.]) po(T)

donde a la derecha, como la dependencia en t solo esta en el determinante, al derivary
evaluar en t = 7 se obtiene el Wronskiano el cual se simplifica con el que se encuentra
en el denominador, resultando —— o ( PG Aqui se llega a una contradiccion puesto que a la
izquierda de la igualdad es 0. Esto implica que la derivada de orden n—1 no coincide a
izquierda y derecha, por lo que no existe en tal punto. Como consecuencia, la derivada
n—ésima no esta definida en t = 7, por lo que tampoco puede ser continua.

Por otro lado comprobemos que, como funcién de ¢, K satisface LK = [K cuando t #
7. Empleando el método de Laplace o de los cofactores, podemos desarrollar por adjuntos
la Gltima fila y asi expresar K como K(t,7,l)=0sit<ty

K(t, 1,1 (t,HA sit<t,
( ) () (9011902: '(Pn Z’QDI m

donde A,; denota el adjunto del elemento que se encuentra en la n—ésima fila e i—ésima
columna. De esta manera, se tiene a K expresado como una combinacién lineal de
©1,P3..., Py, que es una base del conjunto de soluciones de Lx =[x (establecida al prin-
cipio). En cambio, si t = 7, entonces los coeficientes de tal combinacion dependen de ¢
Y ya no es necesariamente cierto que dicha combinacion lineal sea solucion.

Sea

b t
u(t,l)= J K(t,7,I)f(T)dT = f K(t,7,1)f(7)d. (2.17)

a
Por el Teorema de variacion de las constantes, podemos afirmar que u es solucion del
problema Lu =lu + f, y de ello se deduce que u es de clase C" en t en su dependencia
del parametro /. Ademas, por linealidad y por el Teorema de diferenciabilidad de las
soluciones respecto de los datos iniciales y pardmetros, se sigue que es una funcién entera
de I. Sin embargo, u no tiene por qué cumplir la condicién de frontera Uu = 0. Asi
pues, para que se satisfaga Ux = 0 en (2.15), definimos G. Consideremos

G(t,7,1) :K(t,r,l)+Zc]-q0]-(t,l), (2.18)

que es conocida como funcion de Green. Los ¢; se eligen para 7 fijo en (a,b) de manera

que G como funcion de t satisface UG = 0. Es decir, teniendo presente (2.9),

n
UG = UK + ch Uppj =0, k=1,2,..,n, (2.19)
=1
10



2.2. Problemas no homogéneos. Funcion de Green

lo cual es equivalente a

n
¢j ngoj =-UK, k=1,2,..,n, a<t<bh. (2.20)
=1

Gracias a la forma de definir (2.9) y lo demostrado en los parrafos anteriores, el Teorema
de diferenciabilidad de las soluciones respecto de los datos iniciales y pardmetros garantiza
que —UiK es continua para todo !y a <t <b. Ademas, para 7 fijo es una funcién entera
de [. También por la misma razon, el determinante A de la matriz formada por los Ui ¢;
en la k—ésima fila y j—ésima columna, es una funciéon entera de [. Puesto que para
todo valor propio se verifican las condiciones de frontera homogéneas, A se anulara
en los autovalores del problema 7 (ya que ¢; son las autofunciones asociadas que dan
solucion al problema). Por tanto, en el caso de problemas autoadjuntos, se tiene A = 0.
Sino se trata de un problema de esas caracteristicas, A no es idénticamente cero y de la
expresion (2.20) puede deducirse que los ¢; como funciones de (£, ) son continuas para
T y para todo I menos en los autovalores de 7t (que determinan un conjunto aislado de
singularidades). Asimismo, si fijamos 7, sabemos que por el mismo teorema anterior,
la funcion es derivable en un entorno de todo punto excepto en los valores propios,
es decir, la funcidn es holomorfa en el plano complejo salvo en un conjunto aislado
de singularidades, por lo que es una funciéon meromorfa de I. De esta manera, G esta
definida en todo punto menos en los valores propios de 7t. Como (2.17) es solucion de
Lx =Ix+ f, por la forma de definir G puede afirmarse que

b
u(t) :J G(t,t,1)f (T)dt (2.21)

es solucion de (2.15) excepto en los autovalores de 7. Por tanto, se ha probado la exis-
tencia de solucion para el problema no homogéneo y se ha dado una forma de calcu-
larla explicitamente. En el siguiente resultado expondremos las propiedades de G.

Teorema 2.2. Si al menos para un valor de | el problema 1 no tiene solucion excepto la
trivial (la cual es siempre cierta para el caso autoadjunto), entonces existe una funcion tinica
G = G(t,7,1) definida para (t,7) en el cuadrado a < t, T < b y para todo | complejo excepto
los autovalores de 1, y teniendo las siguientes propiedades:

1. 9*G/atk para k = 0,1,---,n — 2 existen y son continuas en (t,7,1) para (t,t) en el
cuadrado a < t, T < b tal que | no es un autovalor de 1. Ademads, *G/oth conk =n—-1
y k = n son continuas en (t,7,l) para (t,T)ena<t<t<bya<t<t<bdeforma
que 1 no es un autovalor de . Para (t, ) fijo, esas funciones son meromorfas de I.

an—lG an—lG _ 1
2. W(T-i_ O,T,l)— W(T—O,T,l) = Do)

3. G como funcion de t satisface Lx = Ix si t # 7.
4. G como funcion de t satisface las condiciones de contorno Ux =0 paraa <t <b.
5. La solucion de (2.15) viene dada por la funcion u definida en (2.21).

Nota: A continuacion probaremos la existencia de la funcion de Green incluso en el caso no
necesariamente autoadjunto.
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2. PROBLEMAS DE AUTOVALORES AUTOADJUNTOS

Demostracion:

En primer lugar, por la manera de definir G en (2.18), la existencia de esta ya ha
sido asegurada ya que 27:1 cjp;(t,1) es de clase C" y se ha visto que la funcién K esta
bien definida. Veamos las propiedades.

En el primer apartado, como d'K/dt es continua paraj=0,1,..,n-2y Z}q:l cj(pj(t, I)
es de clase C", el Teorema de diferenciabilidad de las soluciones respecto de los datos
iniciales y parametros nos asegura que 1 G/ ot paraj=20,1,..,n—2 es continua en
(t,7,l) cont, T € [a,b], donde [ no es un autovalor (pues G no esta definida en tal situa-
cion). De hecho, garantiza que para (t, 7) fijos, la funcién es entera. Para k =n—1,n,
como la derivada de K de dichos 6rdenes no existe en t = t, mientras | no sea auto-
valor, el mismo teorema anterior afirma la continuidadena<t<t<bya<t<t<b,
asi como si se consideran (¢, T) fijos, la funcién es entera. Ademas, puesto que los au-
tovalores de 7t determinan un conjunto aislado de singularidades y d1G/dt) es entera
para (t, 7) fijos, se tiene que la funcién es holomorfa salvo en dicho conjunto, es decir,
es una funcién meromorfa de [.

El segundo apartado del teorema, mediante una contradiccién, afirma que no exis-
te 9" 1G/dt" ! si t = 1. Sin embargo, este hecho se sigue de que previamente se ha
demostrado que la derivada de ese orden no existe para K, luego por definicién de G,
ésta tampoco existe. Podemos comprobarlo igualmente como sigue:

Pt l) - @u(T])
/ "C,l / "C,l
PG 1 aEbh e el +ic o0
n—-1\" """ n— n— i¥j '
ot oW (@1, @2, ..., 9u)(T) (Pi 2)(7,1) (Piz 2)(111) P !
) AtR)
Asi, evaluando en t = t llegamos a la contradiccién:
an—lG a”_lG 1
.1 )] Il P - Y ll = .
atnl(r+0'c ) Py (t-0,7,1) Po(T)

Prosigamos con el tercer apartado. Por lo visto previamente, se satisface LK = [K
para t # T y por como se ha considerado la sumatoria, sabemos que ésta también
verifica Lx = [x. Por tanto, para G también es cierto al ser combinacién lineal de estas.

El cuarto punto se verifica por construccién, puesto que G se ha definido de mane-
ra que es justamente lo que se esta buscando.

El quinto y dltimo apartado también ha sido demostrado previamente, pues (2.17)
cumplia Lx = Ix + f pero no las condiciones de frontera, por lo que se sigue como
consecuencia del punto anterior.

Faltaria ver que G es Gnica. Supongamos que para algin I (no autovalor) existen
dos funciones de Green, G y G. De esta forma, la funcién G—G es de clase C"*"! y puesto
que cada una satisface Lx = Ilx, entonces G — G (combinacién lineal de soluciones)
también lo hace para t # 7, luego necesariamente G-G es de clase C". Como noes un
autovalor de 7t, entonces éste tinicamente tiene la solucion trivial, es decir, G=G = 0,

luego G = G,lo que prueba la unicidad.
|

En lo sucesivo, asumiremos que / = 0 no es un autovalor del problema autoadjunto
7 (lo cual conlleva que la Ginica solucion trivial es # = 0). Esto no supone ningun pro-
blema pues al ser el conjunto de los autovalores de un problema discreto, en cualquier

12



2.2. Problemas no homogéneos. Funcion de Green

caso debe existir una constante ¢ € R que no es un autovalor. Por lo tanto, haciendo una
traslacion de la forma Lyx = Lx —cx, L; ya no tiene a 0 como valor propio. De esta for-
ma, el problema 7 : Lx = Ix, Ux = 0 es de nuevo autoadjunto (teniendo L; las mismas
propiedades que L) ya que se verifica (cu,v) = (u,cv) para u,v € C"([a, b]):

b b b b
(cu,v):f cu?dt:cj u?dt:EJ u?dt:J ucvdt = (u,cv).

Ademas, si A es un valor propio de 7y, entonces A+c lo seria de 7t por la traslacién rea-
lizada. En cambio, las autofunciones de 7t y 7ty son las mismas, ya que si u es solucion
de 7, entonces Lu =luy Lyu = lu—cu = (I —c)u, luego las autofunciones de L asociadas
a | coinciden con las de L; asociadas a [ —c.

Como |/ = 0 no es autovalor, por lo probado anteriormente (G definida en todo
punto excepto en los autovalores), existe G(t,7,0). A partir de aqui, consideraremos
que 7t es un problema autoadjunto y que para [ = 0 la funciéon de Green se denota por
G =G(t, 7).

A continuacién, definiremos el operador lineal integral G con el que trabajaremos
en lo que sigue. Este poseerd un nicleo simétrico y continuo, la funcién de Green del
problema.

Definicion 2.8. El operador lineal integral G correspondiente a la funcion de Green G se
define como

b
gf(t):J G(t,7)f(t)dt, Vf eC([a,b]). (2.22)

Si f,g €C([a,b]), utilizando (2.11) aplicado a u = Gf y v = Gg, se obtiene

lo cual expresa el hecho de que G es un operador autoadjunto. También, de (2.23) se
llega a que (Gf, f) es real, pues

ngﬁ: (6f.f)=F.6f) = Lbfﬁ= Lbfgf - ngﬁ: G5 1)

Una consecuencia de que (Gf, f) sea real, y por tanto de (2.23), nos proporciona una
condicion suficiente para que el problema 7 sea autoadjunto, que es

G(t,7) = G(1,1). (2.24)
Veamoslo:

b b
9.0 = [ (j G(t,r>f<r>dr)7<t>dt.

Utilizando el Teorema de Fubini para cambiar el orden de integracion,

b b
<gf,f>=f U G(t,w?(t)dt)f(r)dr.

13



2. PROBLEMAS DE AUTOVALORES AUTOADJUNTOS

Como (Gf, f) es real, es igual a su conjugado, por lo que

b b
Gf. f)= f (J E(tﬂ)f(t)df)]_‘(f)dt

Intercambiando el nombre de las variables (es indiferente) se tiene

(6f,f) = fb (Lbéu, t)f(r)dT)J_‘(t)dt-

a

Comparando esta tltima expresion con la primera, se deduce (2.24). De hecho, se esta
utilizando que si fgf = fgh para cada g de cuadrado integrable, entonces f = h.

Comprobemos que, en efecto, el problema 7t es autoadjunto por lo anterior. Sean
u,veC"([a,b]) con Ux =0.Sea f = Lu, como LGf = f y el dato inicial que satisfacen es
0, L(u—-Gf) =0, luego u = Gf. Razonando de forma anéloga para vy g = Lv, se tiene
L(v—-Gg) =0, por lo que v = Gg. Asi,

(Lu,v) =(f,98) = (Gf,g) = (u, Lv).

Observacion: El operador G es un operador inverso de L en el sentido de que para
todo f € C([a,b]) y todo u € C" tal que se satisface Uu = 0, se tiene que

LGf=f, GLu=u.

Esto se debe a que si u verifica tal condicion, nos encontramos en la situacion mostrada
previamente, dado f = Lu, entonces u =Gf. Asi:

» Aplicando el operador L a ambos lados de la igualdad,
u=Gf = Lu=LGf = f =LGf.

» Aplicando el operador G,

Lu=f=GLu=Gf = GLu =u.

2.3 Existencia de autovalores

El objetivo sera exponer que los autovalores siempre existen para un problema au-
toadjunto.

Definicion 2.9. Si existe una solucion no trivial ¢ € C([a,b]) y un niimero complejo y tal
que G = u@, entonces se dice que p es un autovalor de G y @ es su autofuncion asociada.

14
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Lema 2.1. Sean G y G tales que

b
GF (1) =f Glt, ) (1)d.

Entonces, las autofunciones de G son idénticas a las de 1t y los autovalores de G son inversos
de los de Tt.

Demostracion:

Vamos a utilizar que los operadores G y L actan como inversos. Si A es un au-
tovalor de 7w y ¢ la autofuncion asociada, por definicion de problema de autovalores
Lo = Ap. Aplicando el operador G a ambos lados de la igualdad y utilizando la lineali-
dad del mismo, GLp = GAp = AG@. Por la observacion del operador inverso, GLp = ¢,
luego se tiene la expresiéon

¢ =AGo. (2.25)

Por otro lado, si ¢ € C([a,b]), entonces Go € C"([a,b]) por ser solucién del problema.
De nuevo por la observaciéon del operador inverso, Lg(p = ¢. Utilizando (2.25), se tiene
que LGy = ¢ = AGp. Aplicando el operador L, L = LAGp = ALGp = A@. Ademas,
como UG =0, se tiene U = 0. Por otro lado, de forma analoga, si p es un autovalor
de G, up = Ge. Aplicando L, Lup = uLep = LGp = @. Por tanto, las autofunciones de 7
y G son las mismas. Ademas, si y es un valor propio de Gy A de 1, por (2.25) se sigue
que @ = Au@, de donde se deduce que los autovalores son unos los inversos de los
otros.

|

Mas adelante, probaremos que un operador autoadjunto debe poseer autovalores
(Teorema 2.3), y en este sentido, el resultado se seguira para el problema 7t como con-
secuencia del Lema 2.1. Antes, presentamos la definicién de norma de G, el Lema 2.2y
el Lema 2.3, que seran necesarios para la prueba de dicho teorema.

Definicion 2.10. La norma de G se define como

IGIl = sup [IGull, u € L*(a,b). (2.26)
flull=1

A continuacioén, recordemos las siguientes desigualdades:

» Desigualdad de Holder. Sean f € LP(Q)),g € £9(Q), entonces fg € L1(Q)y l+% =1.

L) (L)

» Desigualdad de Cauchy-Bunyakowski-Schwarz. Es consecuencia de la desigualdad

anterior parap =q = %
(>l <If Il

» Desigualdad triangular.
1+l <N+ il
15
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Lema 2.2. El conjunto de todas las funciones {Gu}, donde u € C([a,b]) v ||u|| < 1, es un
conjunto acotado de funciones equicontinuas.

Demostracion:

Estudiemos en primer lugar el caso n > 2. Por el apartado 1 del Teorema 2.2, to-
mando k = 0, puede afirmarse que G es continua en el cuadrado a < t,7,< b, que es
compacto. Por el Teorema de Heine-Cantor, se tiene que G es uniformemente conti-
nua en éste. Entonces, por definicién:

Ve>0,40>0:1t1,t) € [a,b], |t1 —t2| <o=> |G(t1,T)—G(t2,T)| <g,

SiueC([a,b])y |t; —ty| <0, teniendo en cuenta (2.22), se tiene que

Lbu(’f)d’[

b
< EJ u(t)|dt < e(b—a)? ||ul|, (2.27)

b
Gulty) - Gu(t,)] = j (Glt1,7) — Gty 1) u(v)d| < e <

donde en la Gltima desigualdad se ha empleado la Desigualdad de Hélder conp =q =
2,Q=(ab)y f=1,g=|ul es decir,
1/2

Lb1 Julde < (Jb V) (LblMlZ) SOl

Lo anterior demuestra la equicontinuidad del conjunto {Gu} (de hecho, es uniforme-
mente equicontinuo al acotarse por un valor que no depende del punto escogido).
Ademas, si se verifica que |G(t, T)| < y paraa <t, T < b, se prueba la acotacién unifor-
me de dicho conjunto, pues de forma similar a lo anterior:

1/2

b b b
|Gu(t) = f G(t,t)u(t)dt SJ |G(t, T)||u(T)|dT < yJ lu(t)|ldt < y(b-a)?||ul|. (2.28)

Para el cason = 1, G es discontinua en t = T por el apartado 1 del Teorema 2.2 (ya
que nos dice que es discontinua en la diagonal). Sea t; < t,. Entonces,

5]

b
gu(tz>—9u<t1>=f <G<tz,r>—c<t1,r>>u<r)dr+f (Glta0) - Glty, 0)) u(v)dT+

a ty

b2 1 1
+j (Gltp, 1) = G(ty, 7)) u(r)dt < e(b—a)? [Jul| + 2y |ty — to]> [Ju]|.
t

La acotacion de los dos primeros sumandos es clara por la misma razén del caso
previo. La del dltimo término viene dada por:

12)

1)
f <G<tzw>—G<t1,r>)u<r>drsj Gt 7) — Gty 1)l Ju(0)ld <

t f

1)

ty 1
SJ (IG(t2, Ol +1G(t, ) [u(T)ldT < 27/J lu(T)ldT < 2yt — o2 |Jull.

31 5]
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De la expresién (2.28), se deduce

b
||gu||=(f |gu<t>|2dt)

luego de acuerdo a la definicién (2.26), existe supremo. Asi, ||G|| < co. Ademas, para
u €C([a, b)), ||IGu|| < ||G]|||u]]. Como LGu = u,

1/2 1/2

b
<y(b-a)'? IIMII(j 1df) =y(b—a)ul,

ILGul| = llull = [ILGll = 1 = 1 = ||ILG|| < |ILII 1G]] = |Ig]| 0 = [IG]| > 0.

Lema 2.3. La norma de G satisface

1911 = ||81|TP1 [(Gu,u)l, ueC([ab]). (2.29)

Demostracion:
Por (2.23), se probd que (Gu, u) es real. Aplicando la Desigualdad de Cauchy-Bunyakowski-
Schwarz, ||Gul|| < ||G]|||4|| y teniendo en cuenta que ||u|| =1,

|(Gu, )l < Gulllull < G|l = G-

Tomando supremos en lo anterior, se obtiene que supy, = [(Gu, u)] < ||G]|-
Por otro lado, sea ||G|| = 1. Observemos que

(G +v),u+v) < NG+ 2> =yl + vl = =gl + 0]l < (Gu+v),u +v) < pllu+ |,

(G(u=v),u=v) < IGNllu—vI* = yllu vl = = llu = v||> < (G(u—v),u —v) < 5 llu—v||.

De esta forma, podemos establecer las siguientes igualdades:

Gu+v),u+v)=(Gu+Gv),u+v)=(Gu,u)+(Gu,v)+ (Gv,u)+ (Gv,v) =

=(Gu,u)+ (Gv,v)+ (Gu,v)+ (v,Gu) = (Gu,u) + (Gv,v) + (Gu,v) + (Gu,v) =
= (Gu,u) + (Gv,v) + 2Re(Gu,v) < 1 |lu +v|)?,

donde se ha utilizado la linealidad del operador G, (2.23) y las propiedades del produc-
to interno. Razonando de igual manera para u — v, se obtiene una acotacién similar.
Es decir,

(G(u+v),u+v)=(Gu,u)+(Gv,v)+2Re(Gu,v) < nlju + V||, (2.30)

(G(u—-v),u—v)=(Gu,u)+(Gv,v) - 2Re(Gu,v) > -1 ||u —v||2. (2.31)

Restando (2.30) menos (2.31) (nétese que cambia la desigualdad de la segunda), se
obtiene
4Re(Gu,v) < n(llu + vl + [l = v[1?) = 25 (lull® + [[v]1?), (2.32)

puesto que
||u +v||2 +||u —v||2 =(u+v,u+v)+(u—-v,u—-v)=(u,u)+(u,v)+(v,u)+(v,v)+

(14, 1) + (1,=0) + (=0, 1) + (v,0) = 2(u,u) + 2(v,v) = 2(ju]l” + ],
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2. PROBLEMAS DE AUTOVALORES AUTOADJUNTOS

lo cual es conocido como Identidad del paralelogramo (en todo espacio con producto
interior, la norma inducida la satisface). Ademas, para u € C([4,b]), Gu es nula solo si
u = 0. Esto se debe a que si Gu fuera idénticamente cero, entonces LGu = u también
lo seria. Tomando v = Gu/||Gu|| con ||u]| = 1 (por cémo se ha elegido v, también ||v|| = 1)
y aplicandolo en (2.32),

Gu
4 | <
)S 17<:>Rz((]u ||gu||)<17<:>

Gu

IGull

Gul?
152l <ne||Gul[<n.

4R , <
z(g” 1Gul

Por tanto, se verifica (2.35).
[ |

Ya estamos en condiciones de enunciar y demostrar el teorema clave de la seccién,
que afirma la existencia de autovalores para un problema autoadjunto:

Teorema 2.3. ||G|| o —||G|| es un autovalor para G.

Demostracion:
Consideremos la norma de G definida como en (2.29). Entonces,

o bien (Gu,,, u,,) — |G|,
o bien (Gu,,, u,,) = —||G||.

Hupm} < C([a, D)), llumll =1 {

Supongamos, en primer lugar, que (Gu,,, u,,) — ||G|| = py € R*. En ese caso, veremos
que pq es autovalor. Por el Lema 2.2 podemos afirmar que {Gu,,} es una sucesién uni-
formemente acotada de funciones equicontinuas. En estas condiciones, el Teorema
de Ascoli-Arcela afirma la existencia de una parcial {Gu,,} que es uniformemente con-
vergente en [a,b] a una funcién continua ¢y.

El espacio C([a,b]) es completo para la norma del maximo. Consideremos esta.
Entonces:

mé>§)|gum —@o| = 0 para m — o0 = ||Gu,, —@p|| > 0 para m — oo. (2.33)
ast<

Lo anterior también es equivalente a ||Gu,,|| — ||@o||- Por otro lado,
2
0< ”gum - I"Oum” = (G — poth, Gy — Potp) = (Glk, Gliy) + (Gthyy, —potim)+

+ (= HoUmy Gttyy) + (—po bty —Hotm) = 1G> + i lltmll* = 20(G ks, thy). (2.34)
Sim — oo,
G ttll? + 3 lltll* = 210( Gtk 1) — l@oll* + i — 243 = ll@oll* = 3 > 0.

De aqui se deduce que ||@ol* > ]/té > 0, por lo que @ no es idénticamente nula en [a, b].
Notemos que de la definicién de y, se sigue que

Gt < G Ittyall = 1GI] = o = IGull® < pi.

Asi, por (2.34) y lo anterior, se tiene:

2
0 < |Gt = pottm||” = 1Gttmll* + 13 tll? = 240Gty 1) < 2083 = 2p0(Gthys ),
18



2.3. Existencia de autovalores

donde si m — oo, entonces 2;4% — 240Gy, Uyy) — 2/4% - 2;4% = 0. Por tanto,
|Gt — ot — 0. (2.35)
Ademas,
0 <||Gpo - popo|| = [|[Gwo — Howo + G(Gtt) = G(Guum) + oGt — HoGit|| <

<G — G(Guull +||G(Gtn) = oGt | + || oGt — oo |-
Utilizando (2.33), (2.35) y ||Gu|| < ||G||||u]|, se tiene que para m — oo:
= IGPo — G(Gun)ll = 1G(@o — Guum)ll < 116l 9o — Gttll = O,
1G(Gum) = oG || = (|G (Gt — protan)|| < NGI||Gtn — pro14m]| = O,

— ool = ||| IGum = poll = 0.

Por tanto,

0 <||Gpo — poo|| < 0 = [|Gopo — powo|| = 0 = Gopo — oo = 0 & Gepy = oo

Asi, uy es un autovalor de G cuya autofuncién asociada es Po-

Si (Gu,,, u,,) = —||G||, un razonamiento analogo permite concluir que —||G|| es auto-
valor.

Como consecuencia del teorema anterior, obtenemos el resultado que sigue:

Corolario 2.3.1. El operador integral G tiene una sucesion infinita de autofunciones {x}
ortonormales en L*(a,b).

Demostracion
Sea xg = ”(p I Se va a utilizar el proceso de ortonormalizacién de Gram-Schmidt
para la construcciéon de los xi. Consideremos

Gi(t,7) = G(t,T) = poXo(£)Xo(T). (2.36)

Se define el operador G; como:

b
Giu(t) = j Gy(t,t)u(t)dt, u€C([a,b]). (2.37)

Este tiene las mismas propiedades que G mostradas en el Lema 2.2. En concreto, si

IGill =0, sup |(Gyu,u)| = |,

flull=1
entonces, o bien jfi;, o bien —ji;, es un autovalor para G;. Consideremos p; dicho
autovalor. De esta manera, existe una autofuncién no trivial ¢; € C([a, b]) verifican-
do Gi¢p; = p1¢;. Tomemos x| = Como para todo u € C([a,b]), se cumple que

(gluIXO) = 01 ya que

||<P Il

(Gru, xo) = (Gu, xo) — po(u, xo0) (X0, X0) = (4, Gx0) = (4, poxo) — po(tt, Xo) = 0,
19



2. PROBLEMAS DE AUTOVALORES AUTOADJUNTOS

entonces x; es ortogonal a x. De esta forma, por definiciéon de G; y Gy,

b b

X1 (To(0)dT = f G(t, 01 (T)d T -0 = Gy,

a

b
Gux(t) = f G(t, O (V)d —yoxoa)f

Luego se sigue que Gx; = G1x1 = p1Xx1, lo que prueba que x; es una autofunciéon
de G. Ademas, por la propiedad en los extremos, y; se encuentra entre el infimo y el
supremo, por lo que |p;| < |ypl. A continuacién, consideremos

Go(t,7) = Gi(t,7) — pr x1 (D)X 1 (7). (2.38)

Realizando el mismo procedimiento anterior, se deduce la existencia de x,, cuyo au-
tovalor asociado es y;, de forma que |p,| < |p1|y x» es ortogonal a x; y xo. Razonando
de la misma manera de forma sistematica, se obtiene una sucesion {x} ortonormal
conk=0,1,2,...

El proceso previo terminard Gnicamente si existe algtin m € N tal que ||G,,|| = 0.
Intuitivamente, si en algdn momento fuese O, no tendria sentido, por cémo se define
el supremo, la construccién que se realiza anteriormente, pues desde m en adelante
todos los autovalores serian 0. De hecho, lo que se hace es obtener autovalores mien-
tras el supremo no sea 0, de manera que se prueba que éste es siempre positivo y por
ello habra una sucesién infinita de autovalores. Veamoslo. En primer lugar, nétese que
para cualquier f € C([a, b]),

m—1
Guf =Gf =) _mixj(f.x))
j=0
Aplicando el operador lineal L,

m—1 m—1
LGnf =LGf = ) wiLxj(frx))=f =) mLxi(f.x))- (2.39)
=0 =0

J )

Si||lGull =0 (e G, =0), entonces:

m—1 m—1 m—1
LOf =0=f-) (Ffxpmlaj=f =) (fx)Lujx;=f =) (f.x)L9x;
=0 j=0 i=0

J )

Asi, teniendo en cuenta que L y G son inversos,

gl

f=) (fxpx; (2.40)

~
I
o

Por el hecho de que los x; son de clase C!y f puede tomarse como |t — %(a + b)|, que
es continua pero no es de clase C!, entonces (2.40) no puede darse. Luego necesa-
riamente ||G,,|| > 0, para todo m. De esto se deduce que existen un namero infinito de

autovalores y autofunciones.
[ |
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Descomposicion espectral del espacio

L%(a,b)

En este capitulo se mostraran los Teoremas de Expansion y Completitud. El objetivo
sera probar la completitud de las autofunciones {x} asociadas a un problema autoad-
junto 7 en el espacio £%(a,b), lo cual nos permitira expresar cualquier funcién como
combinacién infinita de autofunciones. Para ello, tendremos que probar la denomi-
nada Igualdad o Identidad de Parseval. En primer lugar, comenzaremos justificando la
expansion de una funciéon f € C"([a, b)),

f = (fka)Xk’

k=0

de manera que se satisfacen las condiciones de contorno Ux = 0. Tras ello, gracias
a la densidad de este tipo de funciones en el espacio £?(a,b), podremos extender la
igualdad a este ultimo. Antes de nada, demostramos la Desigualdad de Bessel:

Lema 3.1. Si f € £(a,b) y {x«} es una sucesién ortonormal de funciones propias asociadas
a un problema autoadjunto 1, entonces la serie

[S¢]

Y I xe)l?
k=0
es convergente y se verifica
Z|(f,)(k)|2 < ||f||2 (Desigualdad de Bessel) (3.1)
k=0

Demostracion:
Sea m > 0 finito. En primer lugar, veamos que

2 m
=) Ifoxl (3.2)

k=0

Z(f’ XK)Xk
k=0

Por definicién de norma y por las propiedades del producto interno,

m 2 m m
Z(f’ XXk = [Z(f; XK) Xk Z(f’ XXk | =

k=0 k=0 k=0

=((f>x0)xo0 (f> X0)x0) + e+ (f Xo) Xomr (f» X)X m)-

De nuevo, por una de las propiedades del producto interno y por ortonormalidad, se
tiene que paracadai=0,1,...,m,

((f» xi)xi (F x)xi) = o x)(F xi)(xi xi) = 1 x )Pl = 1 xa) I
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3. DESCOMPOSICION ESPECTRAL DEL ESPACIO .Cz(a, b)

Luego de lo anterior se sigue (3.2).
Por otro lado, sea z=f — Y /L, (f, xx) Xx- Comprobemos que z L ) /., (f, xk) Xk

[f‘i(f:Xk)Xk:i(f}Xk)Xk]:[ :i(f;)(k)?(k]—[i(f;)(k))(k,i(f,)(k))(k =
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
Zif Xi)( Y
k=0

Z (f, x0)I* =0,

k=0
donde

[ £ (frxe Xk]— A(frxo)xo) o+ (5 (s Xm)Xm) =
k=0

= (£, x0)(F X0) + o+ (F 20m) (F X) = ) (2 x0)(F X
k=0

La ortogonalidad probada nos permite emplear el Teorema de Pitagoras:

m 2
AP =) (Fxo) xe| +lizll
k=0
Luego,
m 2 m 2 m
05||Z||2:Hf—2(f:)(k) =IFIP =) (x| =IAP= ) I0F 0P
k=0 k=0 k=0

Tomando limite cuando m — oo en lo anterior,
o0
2 2
0<IIfIP =) If, 0P,
k=0

lo que prueba la convergencia de la serie y (3.1).

Definicion 3.1. Se denomina k—ésimo coeficiente de Fourier de f con respecto del con-
junto ortonormal {xy}, al niimero (f, xx).

A continuacién, demostraremos, en el espacio C"([a, b]), el resultado de expansion
y la relaciéon de completitud de las autofunciones en un problema de autovalores. Este

servira de precedente para el resultado principal que extiende tal resultado al espacio
L?(a,b).

Teorema 3.1. Sea {xy} una sucesion ortonormal de funciones propias asociadas a un proble-
ma autoadjunto 1, y sea f € C"([a, b)) tal que satisface las condiciones de contorno U f = 0.
Entonces en [a, b],

f=) (foxe)xe (3.3)

k=0
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donde la serie converge uniformemente en [a,b]. De hecho, multiplicando (3.3) por f e inte-
grando, se obtiene

||f||2 = Zl(f')(sz (Igualdad de Parseval) (3.4)
k=0

La relacion dada por (3.4) también es denominada relacion de completitud.

Demostracion:

Sea g(1) = G(t,7) = G(7,t) (sabemos que es cierta la igualdad pues basta aplicar
el conjugado a la expresion probada en (2.24)). Como yy es autovalor y xj es su auto-
funciéon asociada, Gxi = prxx- Aplicando el conjugado a esa igualdad y utilizando las
propiedades del mismo para integrales, se sigue:

b

o b
Gox = FicE = e = f Glt, D) () = f Glt, 0Tk (1) = jTn(t) = (9, 1)

De aqui se deduce que para t fijo, el k—ésimo coeficiente de Fourier de g es py x ().
Por la Desigualdad de Bessel, se tiene

m b b
EiﬁMﬂwFSWRLMP:J‘Qnﬂéhjwrzfquﬂﬁh,VmeN
k=0 a a

Sea y =sup|G(7,t)| paraa <t,t <b. Entonces,

m b
Zﬂ,flxk(t)l2 < J y2dt =y*(b-a), YmeN.
k=0 a

Integrando lo anterior ahora respecto de t (teniendo en cuenta la ortonormalidad en
la parte de la izquierda de la desigualdad) y tomando m — oo,

Y m<yib-a)
k=0

En particular, si k — oo, entonces |px| — 0, ya que el término general de una serie
convergente tiende a 0.
Sea m € N. Consideremos

m—1
Gu(t,1) = G(LT) = ) i X (D).
k=0

Por la propiedad en los extremos de §G,,, sabemos que p,, es un supremo o un infimo,
en este caso u,, = |Gl © gy = —1|Gmll- Podemos considerar [|G,,|| = |- Asi,

0 <||Gmull = SNGmlllleell = lpml 1l Yu € C([a, b]),

m—1
gu - Z(ul Xk)Xk
k=0
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3. DESCOMPOSICION ESPECTRAL DEL ESPACIO .Cz(a, b)

donde la primera igualdad se sigue de la propia definicién de G,,,,

G(t, 1) Zﬂk)(k )X k(T
b pm=1 b
:f G(t,T J Zﬂk)ck JXi(T)dT = Gu — Zﬂk)(k J Xk(T =

m—1

=Gu— Z#k(”)%k))(k-

k=0

b
Gt = f G (t,t)u(t)dt =

l—l

a

Como para m — oo, |p,,| = 0, tomando el limite en la desigualdad anterior se obtiene

lim
mM—00

= 0. (3.5)

m—1
Gu - Zﬂk(u;Xk)Xk
k=0

Consideremos g > p. Por la linealidad del operador G y por Gx = urxx para todo k,

q
(U, X)Xk = g[Z(”:Xk)Xk]-
p k=p

En concreto, se tiene que |Gu| < y(b - a)% ||#]] (visto en la demostracién del Lema 2.2),
por lo que de lo anterior se sigue que:

q q q q
i, X)) Xke| = Q[Z(u XK)X ] <y(b- a)? Z U, XK)X :V(ba)z[ZKu,Xk)lz] :
p p

k: k:p k: k:

q

k=

_
Nl=

Por el Lema 3.1 (Desigualdad de Bessel), la serie Zzzp (1, x¢)|> es convergente cuando

p,q — oo. Luego en particular es de Cauchy. Asi, por definicién,

q
Ver >0, dngeN:q>p >n,y, Ztl(u,)(k)l2 <éq.
k=p

De esta forma, dado € > 0,

L
2
1

Nl —
[l
™

q
Yl x| < y(b-a)e
k=p

Por tanto, ) 2, uk(u, Xx) Xk es uniformemente convergente en [a,b] y representa una
funcién continua. Por la continuidad de Gu y (3.5), se tiene finalmente que

o0

G =) pilw, X)Xk (3.6)

k=0
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Por otra parte, para cualquier f € C"([a,b]) con Ux = 0, entonces Lf es continua, y
tomando u = Lf se tiene que Gu esta definidoy Gu =GLf = f. Como

P, xx) = (u, paexi) = (4, Gx) = (Gu, xi) = (f, Xx),

de (3.6), el resultado de expansién (3.3) se sigue.
[ |

Para finalizar el capitulo exponemos el teorema clave de este, el cual extiende el
resultado de expansion y la relacion de completitud al espacio £%(a, b).

Teorema 3.2. Sea {xy} una sucesion ortonormal de funciones propias asociadas a un pro-
blema autoadjunto 1. Si f € £2(a,b), entonces

f= Z(f:?(k))(k;
k=0

donde la igualdad viene dada en sentido

Tim (1f = (f, 20 k]| = (3.7)
k=0
Ademas, la Iqgualdad de Parseval se verifica
m
FIP =) I0F il (3.8)
k=0

Demostracion:
La prueba se apoya en que el conjunto de funcion~es de clase C" en [a,b] es denso
en el espacio £%(a,b). Dado ¢ > 0, existe una funcién f € C*([a, b]) tal que

IF-f|l<e. (3.9)

Por otro lado,

‘f‘Z(fka)Xk
k=0

+
M§
-~
M§

= “f‘Z(erk)Xk +f-f
k=0

if?(k
k=0

>~
I

k=0 0

m

(7

k=0

<|IF-Fll+||f (3.10)

Ademas,

Y (F=Hrx)x

k=0

:(iff)(k iff)(k]zz
=0

k=0

—

= [((F = ) x)x0, ((F = ) x0)x0) + oo+ (= F) )X ((f = ) )| =
25



3. DESCOMPOSICION ESPECTRAL DEL ESPACIO .Cz(a, b)

- [;1(6 —fm))\z]%.

Se ha utilizado una de las propiedades del producto interno y la ortonormalidad, pues-
to que se tiene que paracadai=0,1,...,m,

((f = Fhxidxir ((F =P xidxi) = (F = Pl xi)(f = ) xi)(xio xi) =
=1((f = £ x) PlIxill? = 1((f = F) x)l>.
Por la Desigualdad de Bessel se tiene que
‘Z((f‘f):)(k))(k

k=0

= [i\((f —f>,xk>)\2]2 <|f-fll<e (3.11)
k=0

Aplicando el Teorema 3.1 para f, la serie correspondiente converge uniformemente y
por tanto existe M(¢) € N tal que para m > M,

(£ xi)

gt

<e. (3.12)

-

k=0

Utilizando las expresiones (3.9), (3.11), (3.12) en (3.10), se tiene

Hf =) (x| <3¢ (3.13)

k=0

lo cual prueba el resultado de expansion, (3.7).

La Igualdad de Parseval se obtiene procediendo de forma similar a la demostra-
cién del Lema 3.1. En dicha prueba se mostré que

llf—i(f,)(k)

k=0

2

2 m
= IF1I° - = 111> - Z|(f:?(k)|2-
k=0

Z(f, Xk) Xk
k=0

Luego tomando limite cuando m — o en lo anterior, utilizando (3.7) se obtiene

0= lim
m—00

f=) Foxoxe| =IAP =) I(F xell,
k=0 k=0

lo que prueba (3.8).
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Teoremas de comparacion y de oscilacion
para ecuaciones lineales de segundo orden

La existencia y ubicacién de los ceros de las soluciones de ecuaciones diferencia-
les ordinarias son de vital importancia en la teoria de los problemas de valores en la
frontera para tales ecuaciones. En consecuencia, a lo largo del siglo pasado surgi6 una
inmensa literatura sobre este tema. El primer gran resultado fue el célebre Teorema de
comparacion de Sturm, que trata de las ecuaciones autoadjuntas de segundo orden.

4.1 Teoremas de comparacion

En esta seccion, presentaremos los teoremas que trataran la localizaciéon de ceros de
soluciones de ecuaciones diferenciales de segundo orden, las cuales tendran la forma
autoadjunta

Lx = (p(t)x) +g(t)x=0, a<t<b. (4.1)

Observemos que las ecuaciones del tipo x” + f(t)x” + h(t)x = 0 pueden expresarse

como en (4.1) multiplicando esta por el factor integrante exp {Ltf(s)ds}. De aqui en
adelante se asumira

= p(t)>0,

= p,p’ y g son continuas en (4, b), aunque en muchos casos basta que g sea integrable
y p absolutamente continua.

Nota: Cualquier cero de una solucién no trivial de (4.1) es aislado. Sea ¢ una solu-
cion que se anula en t, € (a,b), entonces ¢’(tg) # 0, pues en caso contrario ¢(t) = 0. Asi,
to es un cero aislado de la ecuacion.

El resultado que se muestra a continuacion, que recibe el nombre de Teorema de
comparacion de Sturm o Teorema Fundamental de Sturm, tiene como proposito comparar
los ceros de funciones solucién de ecuaciones diferenciales de segundo orden cuando
una mayora a la otra.

Teorema 4.1 (Sturm). Sea ¢ una solucion real en (a,b) de
(px) +g1x=0 (4.2)

v 1 una solucion real de
(px’) +gox=0 (4.3)

Supongase que tiene lugar alguna de las siguientes situaciones:
a) 8128 Y8 % &, te(ab)
b) g1=9,te(ab), v @, son independientes.

Entonces, si t| y t, son ceros consecutivos de ¢ en el intervalo (a,b), 1 debe anularse en
algiin punto de (t,t;).
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4. TEOREMAS DE COMPARACION Y DE OSCILACION PARA ECUACIONES LINEALES DE SEGUNDO
ORDEN

Demostracioén:
Se razonara por reduccién al absurdo. Supongamos que 1 no se anula en ningdn
punto de (1, t;). Puede asumirse que ¢(t) > 0y @(t) > 0 en (t1,t;).

a) Como @ es solucién de (4.2), (pe’)’ + g1 = 0. De la misma forma, por ser ¢
solucién de (4.3), (py’)' + g1 = 0. Multiplicando la primera por 1, la segunda por
@, y restandolas, se obtiene la expresion

(pe) v~ (p¥") ¢ (82— g1)ep = 0.

Por hipotesis, £(t) > g1(t) y @(t),P(t) > 0, t € (t1,t;), luego (pe’) Y — (pY’) @ =
(22—-81)pY >0, t €(ty,t;). Es decir,

[(p@) Y —(pY")@l(t) 20, te(ty,ty).

Integrando lo anterior en el intervalo (t1,t;), por las propiedades de la integral
definida:

1)
f (pg')p — (p') pldt > 0.

ty
Puede advertirse que el integrando de la integral anterior se corresponde con la
derivada de p(¢’y — @1’). Evaluando en los limites de integracion,

[p(t2) @ (t2)1(t2) = p(2)p(t2)Y(£2)] = [p(t1) @ (11)ib(t1) = p(t1)p(t1)P(£2)] > O.
Puesto que por hipétesis ¢ se anula en t; y t,, obtenemos
p(t2)@ (£2)1(t2) = p(t1) @ (t1)(t1) > 0. (4.4)

Por otro lado, por monotonia, como @(t;) = 0y @(t) > 0, t € (t1,t;), entonces
@’(ty) < 0. De forma analoga, como ¢(t;) =0y @(t) >0, t € (t1,t,), se deduce que
90/(1'1) > 0. Asi,

p(t)@ (t)h(t) <0y —p(t)@ (1) P(t;) <0,

ya que al inicio se ha asumido p(t),1(t) > 0, t € (t,t,). Luego (4.4) no puede
darse. Contradiccién. Por tanto, i se anula en algin punto de (t1,t,). De hecho,

t
J (&2-81)pY <0,
3]

es decir, 1 tiene que cambiar de signo.

b) En el caso g = g, en (a,b), ¢ y P son soluciones independientes de la misma
ecuaciéon. Entonces,

(pe") b= (py") o — (82— &)y = (pp”) Y - (py’) ¢ = 0.

Integrando de nuevo en (t1,t,), se llega a la expresion (4.4) pero igualada a 0 por
ser nulo el integrando,

p(t2)@ (t2)(ty) = p(t1) @ (t1)p(ty) = 0.
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4.1. Teoremas de comparacion

Por el hecho de ser ¢ y 1) independientes, el Wronskiano es no nulo:

det( gO(t) ¢(t) ) 20,Yt€(a,b)=> (p(t)gb’(t) z gb(t)(p,(t),vt € (a,b).

@'(t) P'(1)
Como t; y t; son ceros de ¢, por lo anterior

= ¢(f)=0=1(t) =0,
" @) =0=1(t) = 0.

Por tanto,

p(t)@ (1) (t) = p(t) @ (t)P(ty) #

0,

llegando a una contradiccién. Luego 1 se anula en algin punto de (¢, t;), esto
es, 1 tiene un cero entre ceros consecutivos de ¢. Puesto que los papeles de
@ y 1 son intercambiables, también se prueba que ¢ tiene un cero entre ceros

sucesivos de 1.

Observaciéon: Como consecuencia del teorema anterior, se concluye que los ceros de
dos soluciones reales linealmente independientes de una ecuacién lineal de segundo

orden estan separados unos de otros.

Una forma mas sencilla de ver lo anterior puede ser la que sigue. Consideremos el
cambio p(t)x” = y. Entonces, el problema (4.1) puede expresarse como

Sean
x=rsenf, y=rcosO.

Derivando (4.6) respecto de t, se obtiene
x'=1r"sen0 + 16O cos O,

v’ =1"cosO —r0 sen0.

Multiplicando x = rsen6 por (4.7) e y = rcos @ por (4.8),

xx' =rr'sen’ 0 +r?0’senOcosO, yy’ =rr'cos’O -1’0 cosOsenb.

Sumando las expresiones,

xx' +yy’ =rr’(sen’ @ + cos’0) = 7,

y sustituyendo (4.5) y (4.6),

y

.Y VN B PN I
rr _xp(t) xyg(t) xy(p(t) g(t)) rsen@rcos@(

p(t)

—g(t)).

(4.5)

(4.6)
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4. TEOREMAS DE COMPARACION Y DE OSCILACION PARA ECUACIONES LINEALES DE SEGUNDO
ORDEN

Luego,

1
r = (E—g)rsenacos& (4.9)

Por otro lado, se multiplica y = rcos 6 por (4.7) y x = rsen 6 por (4.8),
vx’ = rr'sen@cosO + r*0’cos’ 0, xy’ =rr’sencos6 —r’6 sen’ 0.
Restando lo anterior,
vx'—xy’ =r?60’(sen’ 0 + cos® 0) = r*6’,
y sustituyendo de nuevo (4.5) y (4.6),

r_ Yy _ 2 1 _
0 Vo0 x(—g(t)x) =y o) g(t)

7,2

1 1

2 .2 2 a2 2 2 2

=r“cos“0——+r-sen“0g(t) =r“(——cos” 0 + g(t)sen” 6 |.
p(t) § p(t) £

Por tanto,
1
0’ = ]—jcos29+gsen2 6. (4.10)

Por otra parte, notese que en un cambio de variable de la forma (4.6), se tiene lo
siguiente:

x? +p% = (rsen@)? + (rcos 0)* = r’(sen’ 6 + cos? 6) = 12, x _rsenf _

=tg0.
y rcosO 8

Luego,
*+yi=rf 0= arctg(%).

Sea ¢ una solucién del problema (4.1). Si
{ r=r(t), 0 =0(1),
X=¢@, pe’'=px'=y,

entonces se alcanzan las expresiones:

2 2,2 N2 2 P
r-=x"+v"=(pe )" +¢°, 6O =arct ( ,).
v pe ¢ 8 P

Ademaés, r?(t) > 0 debido a que ¢ y ¢’ no se anulan simultaneamente, por lo que r(t) >
0. Como consecuencia, ¢(t) = r(t)sen6(t) s6lo puede anularse en el caso de que O(t) =
krt, con k € Z.

Puesto que %cos2 0 + gsen? 0 es diferenciable en 0, la ecuacion (4.10) puede verse

como 0’ = f(t,0), t € (a,b), con f de clase C'. Entonces, por el Teorema de diferenciabi-
lidad de las soluciones respecto de los datos iniciales y pardmetros, puede afirmarse que el
problema de Cauchy
{9’ = f(t,0), te(ab),
0(to) = 6o,
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tiene solucion unica.
Por otro lado, de las expresiones (4.5) y (4.6) se sigue que
0=rsenBcosO —rcosOsenO = x(t)cosO — p(t)x’(t)sen 6. (4.11)

A diferencia de los problemas de valores iniciales, los problemas de contorno suelen
establecer una relacion entre una combinacion de x y x” en los extremos del intervalo,
y suelen ser del tipo:

x(a)cosa —p(a)x’(a)sena =0, a € R, (4.12)

x(b)cos p—p(b)x'(b)senp =0, peR.

Ademas, como
x(a)cosO(a) — p(a)x’(a)senB(a) = 0,

x(a)cosa —p(a)x’(a)sena =0, a € R,

cosB(a) senB(a) x(a) (0
cos sena J\-p(a)x’(a)] \0)’

donde (x(a),—p(a)x’(a))T = (0,0)7T, tiene solucién no trivial. Luego,

el sistema

det (cos O(a) senbB(a)

) =cosB(a)sena —senB(a)cosa = 0.
cosa sena

Esto es equivalente a
cosB(a)sena =senb(a)cosa < tgl(a) =tga < O0(a) = a + ki, k € Z.

Notese que si x = @(t) es solucion de (4.1) tal que se verifica la condicion (4.12), ésta no
es valida para dos valores diferentes de @ a no ser que se de alguna de las dos siguientes
posibilidades:

= x(a) =0 =p(a)x’(a) = 0 =x*(a) + (p(a)x(a))* = r*(a).

x(@)  _
pla)x’(a) —

» tga = tgO(a) = a = 6(a) + k.

En el siguiente resultado se presentara una manera alternativa de comparar el com-
portamiento de las soluciones de dos ecuaciones de la forma (4.1),
Lix=(pix')+gx=0, i=1,2 (4.13)
donde se hara uso del cambio de variable hecho previamente.
Teorema 4.2. Sean p’ y g; funciones continuas a trozos en [a, b, tal que se verifica
0<po(t) <pi(t), &I(t) =g (t), telab]

Sean Ly, =0, Ly, = 0y sean 6y, 0, soluciones de

1
9; = — cos? 0, +g; sen? 0; i=1,2. (4.14)

1
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Supongase que 0,(a) > 0 (a). Entonces,

0,(t) > 01(t), a<t<b. (4.15)
Si ademads se cumple que g, > gy en (a,b), entonces

0,(t) > 0:(t), a<t<b. (4.16)

Demostracion:

Como se ha visto en el desarrollo anterior, existe solucién 6 = 6(t) de (4.10). Con-
sideremos estas soluciones asociadas a las ecuaciones (4.13), es decir, (4.14).

Para obtener una expresién conveniente de (0, —01)’, se suman y restan los térmi-
nos g;sen’0, y pil sen’ 0, para asi llegar a

1 1 1
(0,-0,) = (gl - —)(sen2 0, —sen? 91) + (— - —)cos2 0, + (9 —gl)sen2 0,. (4.17)
p1 P2 P
Denotamos por h al término
1 1
h= (— - —)c05292 +(2 —gl)sen292 > 0.
P2 PN
Haciendo el cambio de variable u = 8, — 6, (4.17) puede reformularse como
u'=fu+h, (4.18)

siendo

f= (g1 - pL)(sen62+sen61)(

sen 0, —sen 0, )
’
1

0, -6,
puesto que

1 1 1
(81——)(Sen292—88n291):(g1——)(sen92+sen91)(sen92—sen61)-—-u:
P1 p1 u
1 0, —-sen0
:(gl——)(sen92+sen91)(sen 2 >0 l)u:fu. (4.19)
P1 0, -6,

Como gy y p; son continuas a trozos y la funcién seno es continua, f es continua a
trozos. Ademas, f es uniformemente acotada. Puesto que h > 0, de u’ = fu +h se
deduce que u’— fu > 0.

Sea F(t) = Lbf(s)ds = —fbtf(s)ds. Por el Teorema Fundamental del Célculo Integral,

F’=—f.Sise multiplica u’ — fu > 0 por ef

, Se sigue que
efu' - fefu=eu' +Fefu>0.
Integrando lo tltimo sobre (4, t) (nétese que es la derivada del producto de ef i),
eFDu(t) > Dy (a) > 0. (4.20)
Entonces, como u(t) = 0,(t) — 64(t),

eFD(0,(t) - 0,1(1) > eFD(0,(a) - 0,(2) 20 = 0,(t)20,(t), a<t<b.  (4.21)

A continuacién se demuestra (4.16). Puesto que se verifica (4.15), pueden darse
dos situaciones:
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a) O bien existe t; — a con 0,(t;) > 04(t;),
b) o bien existe c € (a,b) con O,(t) = 64(t), Vt € [a,c].

En el caso a), tomando a = t; en (4.20), se tiene que 0,(t;) > 0,(t;), Yt > t;, Vj. Si se
elige t; arbitrariamente cercano a 4, se prueba (4.16). En el casob), la expresioén (4.17)
ocurre para g, > g1 si, y solo si, sobre (a, C) se tiene que

0, =0,=0(modm) y p; =p>.

En cambio, en (4, ¢), la situacién 6 = 6, = 0 (modt) no es compatible con (4.14), debido
aquep; >0,i=1,2, por lo que se verifica (4.16) para g, > ;.
|

4.2 Existencia de autovalores

El proposito de esta seccion sera probar la existencia de exactamente una sucesion
infinita monotona creciente de autovalores para una ecuacién del tipo Sturm-Liouville.
También se mostrara el determinado nimero de ceros u oscilaciones de cada una de
sus autofunciones asociadas en el intervalo (a, b).

Consideremos la ecuacion
(px') + (Aw—q)x =0, (4.22)
donde
» A es un parametro real,
» p’,q,w son funciones reales y continuas (o continuas a trozos) sobre [a,b],
= p,w>0en [a,b]

La expresion (4.22) es denominada ecuacion de Sturm-Liouville.

Definicion 4.1. Se llama autovalor a cada valor de A para el cual (4.22) tiene solucion no
trivial y verificando las condiciones de frontera

x(a)cosa —p(a)x’(a)sena =0, « € R (4.23)
x(b)cosp—p(b)x'(b)senB =0, BER (4.24)

Se llama autofuncion asociada a un autovalor a cada solucion de (4.22), (4.23) y (4.24) pa-
ra dicho autovalor . Se dice que es un autovalor simple si le corresponde una tinica auto-
funcion. Los problemas de autovalores definidos por la ecuacion (4.22) y con las condiciones
de contorno (4.23) v (4.24), son denominados sistemas de Sturm-Liouville regulares.

Teorema 4.3. Existe un niimero infinito de autovalores Ay, A1, A,,... formando una suce-
sion mondtona creciente con A, — oco. Ademds, la autofuncion correspondiente a A, tiene
exactamente n ceros en (a, b).
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Demostracioén:
Seana €[0,7)y B €(0,7]. Sea ¢ = @(t, 1) la solucién de la ecuaciodn (4.22),

(p@) +(Aw—-q)p =0,

tal que
p(a,A)=sena, p(a)e’(a,A)=cosa.

Noétese que se verifica la ecuacion (4.23),
@(a,A)cosa —p(a)p’(a, A)sena = sena cosa —cosasena = 0.

Por tanto, los valores de A para los cuales se satisface también la condicion (4.24),
son los autovalores. Luego existe una solucién de (4.10) con g = Aw—g, 0 = 0(t, 1),
satisfaciendo 0(a, 1) = a (pues 6(a) = a (mod)).

Fijandot,a <t < b, se tendra que 0 es una funcién monédtona creciente de A. Para
probarlo, consideremos ¢, ¢, soluciones de (4.22). Para valores A;, 1, con 1; < A,,
tomemos

pi(t)=pa(t)=p, gt)=hw—-q, g(t)=lw-qg.
Como p >0y gi(t) < g»(t), se verifican las hipétesis del Teorema 4.2, por lo que puede
afirmarse que 0(t,A,) > 0(t, Aq).
Ademas, ¢ tiene un cero donde 6 = 0 (modTt) (recordemos que @(t) = r(t)sen O(t)).
De la expresion (4.10), se tiene

1 1
0’ = I—)cosze +gsen29 = I—Jcosze +(Aw - q)sen2 6. (4.25)

De esta forma, dada 6 = 6(t, A), cuando 6 = 0 (modm), 0’ > 0 (pues seria 6’ = %,p > 0).
Por tanto, 6 es una funcién monétona creciente de t cuando 0 = 0 (mod). Por ello, si
existe t; € (a,b) tal que O(t, A) =k, k € N, entonces

» O(t,A)>km parat >ty
» O(t,A) <kmparat<t.

Asimismo, sea t; = tx(A) la funcién que determina el k—ésimo cero de ¢ en (a,b). Como
6 es una funcién continua de ty de A, y 6’ > 0 cuando 6 = 0 (modmt), se tiene que
tr = tx(A) (Teorema de la funcién implicita) es una funcién continua y monétona de-
creciente de A. Esto ultimo puede verse como sigue. Los ceros de ¢ se corresponden
con los puntos en los cuales O(t;(A), A) = km. Derivando esta expresiéon respecto de A,

dti (1) 90

0 (te(A), A) - o " ﬁ(tk(

A),A)-1=0.

Luego,
dte(A)  95(n(A), )
a0
puesto que numerador y denominador son estrictamente positivos ya que 6 es cre-
cienteentyen A.

Consideremos t = ¢ € (a, b] fijo. Se vera que:
O(c,A) > 0 si A > oo, (4.26)
O(c,A) >0 si A - —oo. (4.27)
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1. O(c,A) > o0 si A — oo.

Como se ha visto, cuando 0 = 0 (modmn), 8’ >0,y comoent=a,60(a,A)=a >0,
se sigue O(t, 1) > 0. Por el hecho de ser & monétona en A, existe lim_,,, 6(c, 1),
que puede ser un escalar o infinito. Sea t( € (a,¢) y supongamos que

O(c,A)—0(ty,A) >0 si O(c,A) > keR.

Puesto que O(ty, A) > 0 y por la convergencia 0(c, A) < k, la anterior expresion
puede acotarse como sigue

O(c,A)—0(tp,A) <O(c,A) <k,

lo que implica que O(c, A)—0(t(, A) sea acotada superiormente. Contradiccién con
que O(c, A)—06(ty, A) — oo. Por tanto, O(c, ) — 0. De esta forma, puede deducirse
que para demostrar este apartado, bastara con comprobar que

dtge(a,c): 0(c,A)—0O(tg,A) > 00 si A — oo.

Sea t) = &£ y sean las constantes P,Q, W, t € (t, ), verificando

p(t)<P, w(t)>W>0, q(t)<Q.
Consideremos la ecuacion
Px”+ (AW -Q)x=0 (4.28)
con solucion ¢ tal que se cumple

(P(tO; A)= (P(tOI A)' P(f)/(to, A)= p(tO)(P/(tO; A) = é(tOI A) = Q(tO’/\)'

Noétese que se verifican las hipétesis del Teorema 4.2, con
pi(t)=P>py(t)=p(t), s()=AW-Q<Aw—g=g(t), 6O(ty,A)=0(t,A),
luego por dicho teorema, 6(c, A) > é(c, A). Esto es equivalente a
O(c,A)—0O(ty, A) > O(c, A) - O(ty, A). (4.29)

De hecho, los ceros de ¢ se distancian en 1t [P/(AW — Q)]l/z, lo cual puede verse
directamente resolviendo la ecuacién (4.28), y puesto que es de segundo orden
y homogénea de coeficientes constantes, puede utilizarse el método de la ecua-
cién caracteristica. De esta forma, si A — oo, entonces 1w [P/(AW — Q)]l/2 - 0.
Asi, @ = 0 (modm). Esto se debe a que A — oo implica que la distancia entre los
ceros es cada vez mas pequena y se tendran tantos ceros como se quiera para
A suficientemente grande, en particular, como 0’ > 0, entonces 6 — 0. De este
modo,
O(c,A\)—0O(ty,\) > 00 si A — oo.

Luego, de acuerdo a (4.29),
O(c,A)—0(tg,A) > 0 si A — 0.
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2. 0(c,A) >0 si A > —oo0.

Sea o > 0 suficientemente pequeno tal que a < 1t — 6. Consideremos
0<O6<m-96, A<0, 0<P<p, 0<W<w, Q=g

A partir de (4.25), puede obtenerse la siguiente cota:

1 1
0 = Ec0529+(/\w—q)sen29 < ﬁ(l —sen26)+(/1w—q)sen29 <

1 1
< P + /\wsen29—qsen26 =3 —|/\|wsen29—qsen26 <
1 1
< P |A|W sen? s + |q|sen26 < P —|A|Wsen?s + Q.

Asi, )
9’<F—Luwsaﬁé+Q.

Por tanto, 6’ < 0 para 6 = 0 si —A es suficientemente grande. Asimismo, sea

-1
9’<—O.
cC—a

Integrando en el intervalo [a,c], se obtiene
O(c,A)—6(a, 1) < -10.

Luego, O(c,A) < =10+ 6(a, 1) < 0. De ahi, se llega a una contradiccién con que
0 < 0 < 1t— 9. Por consiguiente, O(c, 1) < 6 para —\ es suficientemente grande.
Como 6 era arbitrario, se prueba (4.27).

Por otra parte se toma ¢ = b. Por (4.27), 6(b, ) — 0 si A — —co. Por (4.26), 0(b, 1) —
o0 si A — oo. Puesto que (b, 1) es una funcién continua de Ay g > 0, por el Teorema
de los valores intermedios,
Al : 0(b, L) = B.
Como al inicio se han fijado los valores 0 <a<my 0< g <m,y O(t, y) es mondtona
creciente en (a,b), se deduce que

0<0(t, 1) <O(b,Ag) <7, te(ab).

Luego se verifica la condicién (4.24) para ¢(t, 1) y no se anula en (a,b), ya que de
(4.11),
@(b,A;)cosO(b, A;)—p(b)p’(b, A;)senO(b, A;) = 0.

Incrementando el valor de A por encima de A, por el mismo argumento anterior,
3'/\1 : Q(b,/\l) = ﬁ+T(.

Entonces, @(t, 1) satisface (4.24) y ademas tiene un Gnico cero en (a,b) por ser un
multiplo entero de 7t. Razonando n veces, se concluye que el n—ésimo autovalor viene
dado por 0(b, A,)) = p+nmy @(t, A,) tiene exactamente n ceros en (a, b).

[ |

36



4.3. Condiciones de contorno periodicas

4.3 Condiciones de contorno periodicas

Otra clase importante de condiciones en la frontera es la de condiciones periddicas.
La teoria de problemas periddicos de Sturm-Liouville esta muy relacionada con la de
problemas regulares de Sturm-Liouville con valores en la frontera. Es mas, esta tltima
podra ser extendida para incluir problemas de autovalores con condiciones periodicas.
En particular, expondremos dos tipos de condiciones periddicas. El teorema central de
esta seccidn mostrara de nuevo que los autovalores conforman una sucesién mondtona
creciente, estableciendo una relaciéon entre los que estan asociados a las distintas con-
diciones de frontera presentadas. Ademas, este resultado precisara en qué situaciones
las autofunciones son Unicas y la cifra de ceros que cada una posee. Para ello, previa-
mente demostraremos un lema cuya consecuencia sera clave para la prueba de dicho
teorema.

Definicion 4.2. La ecuacion de Sturm-Liouville (4.22) verificando p(a) = p(b) junto con las
condiciones de frontera periddicas

x(a) = x(b), x"(a) =x'(b) o x(a)=-x(b), x'(a) = -x'(b),

es denominado sistema periodico de Sturm-Liouville.

En concreto, se asumira a =0y b =1 tal que se cumple p(0) = p(1) = 1. Considera-
remos una de las siguientes condiciones de contorno

x(0)=x(1), x'(0)=x'(1) (4.30)
x(0) =-x(1), x'(0)=-x'(1) (4.31)

De forma anticipada al enunciado del teorema principal de esta parte, se presentara
un lema que sera de gran utilidad en su demostraciéon. Consideremos los autovalores
pi,1=0,1,2,... de la ecuacién (4.22) verificando la condicién

x(0)=x(1)=0, (4.32)
denominada de tipo Dirichlet.

Por otro lado, sean ¢ y 1 soluciones de (4.22) tal que se satisfacen las condiciones
@(0,1)=9'(0,1)=1, ¢’(0,A)=1(0,1)=0, (4.33)

para cualquier valor de A. En estas circunstancias, ya puede enunciarse el lema que se
habia adelantado.

Lema 4.1. Sean p;, i =0,1,2,... los autovalores de (4.22) que verifican la condicion (4.32).
Considérese

fA)=eL,A)+9'(1,4), (4.34)
donde @ y 1 son soluciones de (4.22) tal que se cumplen las condiciones (4.33). Entonces
existe un v tal que

Vo < po < pp <..
y se verifican
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A

1. Si f(A 0 f(A) = =2 para algiin A # p;, entonces A es un autovalor simple para las

condzczones (4.30) 0 (4.31) (respectivamente) y para el cual se cumplen
d df s . 3 .

d{\ ’é(/\) <0, si p;<A<pi, i=0,1,2,..
(4.36)

<0, si A<py; (-1)

df

- Sif(pois1) =2y 37 7 0 en A = py;y, entonces pyiyy es un autovalor simple para

(4.30).

. Sif(pois1) =2y j_)\ =0en A= py;,q, entonces en py;,q hay dos autofunciones inde-

pendientes para (4.30). Asimismo, en este caso,

d>f

d/\z(l"21+1) <0. (4.37)
Sif(pp)=-2v % =0 en A = uy;, entonces uy; es un autovalor simple para (4.31).
. Sif(ua)=-2vy 3—f 0 en A = py;, entonces en py; hay dos autofunciones indepen-
dientes para ( .31). Asimismo, en este caso,

d2f

ﬁ(/"ZHl) > 0. (4.38)

Demostracion:

Sean y; los autovalores de la ecuacién (4.22) verificando la condicién (4.32). Con-

sidérense (t, y;) las soluciones (autofunciones asociadas). Esto es, i solucién de
(4.22) y verificando ¢(1, u;) = 0 = (0, y;). Por el Teorema 4.3, (t, ;) tiene i ceros en
(0,1). Ademas, puede observarse en la gréafica de la Figura 4.1 cémo se comportaria
la funcién 1 cuando se anula una y dos veces.

Figura 4.1: Ejemplos de ceros de la funcion 9.

Como 1 es una autofunciéon para y;, entonces —i también lo es, por lo que se

puede suponer sin pérdida de generalidad que es positiva hasta el primer cero. Razo-
nando de igual forma en el resto de casos, se deduce que ¢’(1, ;) > 0 para i impar y

Y’(1,p;) <0 parai par.
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Por el hecho de que ¢ y ¥ sean soluciones de (4.22), se tiene

(pe") +(Aw-q)p =0, (py’)' +(Aw-q)p =0.

Multiplicando ¢ por la primera y ¢ por la segunda, y restando lo obtenido en la segun-
da menos lo obtenido en la primera,

P(pY") +p(Aw—q)p - P(pe’) — Pp(Aw - q)9" = 0 & @(py’) = p(pe’) = 0.

Integrando la anterior expresiéon entre 0 y f,

t t t
[ totowr-piperiar=0 | plpyyac= | ppenar
0 0 0
Utilizando el método de integracién por partes:
« [yelpw)dr =[ppy'lo- [y pw'e'dr = p(1Y (e (t)— p(O)Y'(0)p(0) - [] py'g’dT.
u=¢, du=¢'(t)dt, dv=(pyp’)dr, v=py"

o [ w(pe'ydT = [Pp@'lh — [, pe''dT = p(H)@’(1)ip(t) — p(0)’(0)ip(0) - [ pep'yp’d .
u=1v, du=v'(t)dtr, dv=(pe’)dr, v=py'
Luego,
p(t)@’(t)i(t) = p(0)p’(0)1h(0) = p(t)@’(t)ip(t) — p(0)@’(0)1p(0).

Teniendo en cuenta que p(0) = 1, las condiciones iniciales y agrupando los términos
comunes, se obtiene

p(t)[p(t, )P'(t, 1) = @' (£, M)ip(t, A)] = 1. (4.39)

En este caso, utilizando la expresién (4.39) con t = 1 para los autovalores A = y;, se
llega a

P [@(L pi)" (L, i) = @'(t, i) (L, )] = 1 = (L, )i’ (1, i) = 1,
yaquep(l) =1y (1, u;) = 0. Despejando, ¢(1, y;) = W Sustituyendo en (4.34),

fpi) =9 (L) + TR

Ademas,

VxeR:x>0, x+%22, (4.40)
lo que prueba |f(p;)| > 2 para cualquier i. Nétese que si cambiamos el sentido de la
desigualdad en (4.40), se sigue que para x < 0, x + 1/x < -2, y razonando como en el
caso previo se deduce que |f (;)| < -2 para cualquier i.

Sea v, el menor autovalor de (4.22) verificando la condicién x’(0) = x’(1) = 0. En-
tonces, su autofuncién asociada, @(t,vg), no tiene ningtn cero en [0, 1] por el Teore-
ma 4.3. Si vy > pg, como P(t, ug) se anulaen 0y en 1, por el Teorema 4.1, @(t,vy) debe
anularse en (0,1). Contradicciéon. Por tanto, vy < pig y ¢(1,v4) > 0. De nuevo por (4.39),

p()[@(L,vo)y"(1,v9) = @'(t, vo)ip(1,vo)] = 1 = (1, v0)9"(1,v) = 1
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Despejando, ¥’(1,vq) = m Asi, de (4.34) se tiene

f(vo) = p(1,vp) + oL, v)

y por (4.40), f(vg) = 2.

Asimismo, en relacién a la funcién f, por el Teorema de diferenciabilidad de las
soluciones respecto de los datos iniciales y parametros, puede afirmarse que f es
una funcién entera de A.

Consideremos u = g—f. Derivando respecto de A la expresion (4.33), se sigue que
u verifica la condiciéon u(0) = u’(0) = 0. Puesto que ¢(t, 1) es solucién de la ecuacion
(4.22), entonces

(p(@'(t, 1)) + (Aw—q)@(t, A) = 0.

Derivando respecto de A y utilizando que % = % (Teorema de Schwarz),

G PO Free )+t )+ =g et =0

es decir,
(pu’) + (Aw—q)u = —we.

De esto, se deduce que u es solucién de la ecuaciébn completa anterior. Ademas,
{p(t,A),1(t, 1)} es una base para el conjunto de soluciones de la homogénea. Utili-
zando el método de variacién de las constantes,

u(t, ) = Co (£, N (t, A) + Colt, (2, A),

(o olci)= ()
o YNNG\

Puesto que oy’ — ¢’ = ﬁ por (4.39), entonces

1
o o\ (-
((p, w’) —p(t)(_(p, (P,).

C\_ ¥ ~0)(0 )_(¢w(p)
(Cé)_p(t)(_(P, (P,)(p(_t()p = _wg02 .

Imponiendo las condiciones u(0,1) = u’(0, 1) = 0, se obtiene:

donde

Luego,

Ci(0,4)=0, CJ(0,A)+Cy(0,A) = 1h(0, 1)g(0, ) + C5(0, 1) = C5(0, 1) = 0.

De esta manera,

t

t
a= [ o woe s, c2<t>:f—w<r>(p2<r,mdr.

to to
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4.3. Condiciones de contorno periodicas

Por tanto, sustituyendo en la expresiéon de u, se llega a
dp t
u(t,A) = ﬁ(t,/\) =, [p(t, )(t, A) — (T, )P(t, A)]w(t)p(T, A)d.
Evaluandoent=1,
u(1,1) = a‘P (1,1) = f [o(1, V)i(1,4) — (T, M)w(1, V)] w(t)p(t, \)dr. (4.41)

De forma similar, como ¢ es solucién de (4.22),

(py") +(Aw—q)ip =

entonces

v(t,A) = ?ﬁ(t A) satisface (pv’) +(Aw —q)v = —w.

Razonando como anteriormente,
v(t,A) = Ci(t, V) p(t, A) + Co(t, V)(t, A).
v'(t,A) = Ci(t, 1)@ (t, A) + Co(t, )P (t, A) + C1(t, M) p(t, A) + Co(t, M) (1, A),
y como C; = wi?, C, = —w@1, entonces
Ci(t, D(t, ) + Co(t, Np(t, A) =

por lo que
V(t,4) = Ci(t, )@ (1, ) + Ca(t, )/ (£, 1)
Sustituyendo en la expresiéon para v,

1
= [ 1WA pln )¢/ (L (gl D
0

Puesto que por la definicion (4.34), f(A) = ¢(1, 1)+ ¢’(1, 1), derivando respecto de A:

df

dp P’
TV =LA+ = (1,A), (4.42)

JdA JdA

Agrupando los términos de ambas integrales (sin indicar A de forma explicita),

1
o fo (920" (1) + P(D)p() (1)~ (1)~ 2 (0)p(1) | w(T)d. (4.43)

La expresion (4.43) puede verse como

1
== J [ax2 +bx+ cyZ]w('c)dT,
0
donde

a=¢'(1), b=(p(1)-9'(1), c==9p(1), x=1(r), y=q(1)
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Como axz—i-bx+cy2 es una forma cuadratica, sera definida positiva o definida negativa
si se verifica que b2 —4ac <0, es decir:

(@(1)=9(1))* =4 (1)(—-(1) = p(1)> +"(1)> = 2¢(1) + 49 (1)1h(1) < 0.

Sumando y restando términos convenientemente,
P(1)?+9"(1)? = 20(1) + 4¢"(1)ip(1) + 4p(1)9'(1) - 4p(1)9/(1) < 0
(@(1)+9(1)* < 4(p(1)y'(1) - @' (1)pp(1)).

Como se ha visto al inicio de la demostracién, por las condiciones iniciales, (1) = 0,
y como consecuencia de (4.39), ¢(1)1’(1) = 1. Luego,

[p(LA)+ ' (LA =[f(V)] <4

De esta forma, para que el corchete en (4.43) tenga signo fijo, tiene que suceder que
-2 < f(A) < 2.En el caso de que se de alguna de las igualdades, f(1) =-20 f(A) =2,
entonces dicho corchete es un cuadrado perfecto (a excepcién de un posible factor
—1),y, al no cambiar de signo, implica que df/d A no se anula a no ser que en (4.43),

P2 (1)@ (1) + P(D)@(T)(@(1) - /(1) - p*P(1) = 0,¥T € [0,1], (4.44)

que solo ocurre si todos los coeficientes se anulan (ya que (1) y ¢(7) son indepen-
dientes), lo cual junto con la condicién (4.39), implica:

a) o(L,A) = 9(LA) =1, p(LA) = (L,A)=0 sif(})=2.
b) p(1, )= /(1) = =1, P(1, )= (1,)=0 sif(})=-2.
Esto puede verse como sigue:

a) Para que (4.22) cumpla las condiciones de contorno (4.30) es necesario y sufi-
ciente que existan constantes Cy,C, € R, no ambas nulas, tal que la solucién
x = Ci@ + Cy1p (es solucién por ser combinacion lineal de soluciones) satisfaga
(4.30). En tal caso:

Ci9(0,A)+Cop(0,4) = C1p(1, )+ Coip(1, 1) = Cy [@(1, 1) - 1]+ Cop(1,4) = 0.

= x’(0) =x"(1).
Teniendo en cuenta (C; ¢ + Co9) = C1 @’ + Cr¢/,
C19'(0,1) + C9’(0,1) = C19"(1, 1) + Cop'(1,4) =
= Cip'(LA)+C [ (1,A1)-1]=0.
Es decir, deben cumplirse:

Cilp(L,)=1]+Cop(1,1) =0, Ci'(1,A)+Co[9'(1,1)—1]=0. (4.45)
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4.3. Condiciones de contorno periodicas

Por lo que para que se verifique que dos soluciones independientes, ¢ y ¥, sa-
tisfagan (4.30) (sin que ambas constantes sean nulas), es necesario y suficiente
que:

P(LA) =9 (LA) =1, ®(1,1)=¢'(1,1)=0. (4.46)

Para que (4.45) no tenga solo solucién trivial (y por tanto se determinen los au-
tovalores), una condicién necesaria y suficiente es que el determinante de los
coeficientes se anule,

(L)Y (L,A) -1, ) -9 (1,)+1-¢'(1,A)(1,A) =0,
esto es, teniendo en cuenta las condiciones (4.39) y la definicién (4.34),
fA) =@l )+9'(1,A) =2. (4.47)

Los valores de A para los cuales se verifica que f (1) = 2 son los autovalores para
(4.30). Notese que si no se cumple (4.46), entonces no existen dos autofunciones
independientes asociadas a (4.30), por lo que la funcién propia correspondiente
a A es Gnicay el valor propio es simple.

De forma analoga se trabaja con la condicién (4.31). Para que se cumplan las
condiciones de contorno (4.31) es necesario y suficiente que existan constantes
C1,C, € R, no ambas nulas, tal que la solucién x = Cy @ + C,¢ satisfaga (4.31).

» x(0) = —x(1).
Cip(0,4) + Cop(0, 1) = = [C1 (1, A) + Crp(1, )] =
= Cl [QD(].,/\) + 1] + C2¢(1,A) =0.

Crp'(0, )+ Co'(0,4) = ~[Cyp/(1, A) + Co(1, )] =
= Co (L) +Cy [ (1,A)+1]=0.
Es decir, deben verificarse
Cile(L,A)+1]+Cop(1,1) =0, C1'(LA)+Cy[9'(1,1)+1]=0. (4.48)

Por lo que para que se cumpla que dos soluciones independientes de (4.31), @ y
1, es necesario y suficiente que

P(LA) =9 (1,A)=-1, ®(1,A)=¢’(1,A)=0. (4.49)

Para que (4.48) no tenga solucién trivial, es necesario y suficiente que el deter-
minante de los coeficientes se anule,

((P(l,/\)(lp,(l, /\) + 1) - lib(l’ /\)q),(l, /\) = (P(ll /\)lzb’(lJ /\) + (P(L /\)+
+"(LA)+1-9(1L, )9 (1L,A) = p(1,1)+ 9’ (1,1)+2 =0,
esto es, de acuerdo a (4.39) y (4.34),
fA) =@, ) +9'(1,1) =-2. (4.50)

Los valores de A para los cuales verifica que f(A) = —2 son los autovalores para
(4.31). Si no se satisface (4.49), el autovalor A es simple.
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Ademas, puesto que la autofuncién correspondiente es Gnica para (4.30) o (4.31)
respectivamente, se deduce que cuando f =2 o f = -2, entonces df/dA =0 si, y solo
si, el autovalor no es simple (ya que admite dos soluciones independientes).

Si A< pgopu; <A<piy, entonces P(1,1) = 0 (puesto que P es solucion de (4.22)
y sélo se anula en 1 en sus autovalores, y;). De esta forma, no puede ocurrir que
se verifique la condicién (4.46) o (4.49) y asi, A es simple. Por tanto, en tales casos,
cuando f =2 o f = -2, (4.44) es de signo constante (el mismo que el de —i(1, 1)) y no
trivial. Asi, df/dA = 0 y tiene el mismo signo que —(1, A). Por tanto, se prueba (4.36),
ya que por lo visto del signo, sabemos que df/d A va oscilando con i.

En relaciéon al segundo y al cuarto apartado del teorema, se deducen de lo desa-
rrollado anteriormente. Si f (p;,1) =2y df/dA # 0, entonces no se satisface (4.46) y el
autovalor p,;,1 es simple al tener una Gnica autofunciéon asociada. De manera similar,
si f(ppi) =—2ydf/dA =0, nosecumple (4.49) y uy; es simple.

Prosigamos con el siguiente apartado del teorema. Supongamos que f(ppi11) = 2
y df/dA = 0. Entonces, se satisface (4.46):

P(L i) =" (Lpaic1) =1, @'(1, pajs1) = P(1, u2i41) = 0. (4.51)
Denotemos
_do _ oY , 99’ , oY
Py = ﬁ(l,/\); Py = 5(1,?\)' Pr= 57 (1L,A), ) ﬁ(l:/\)

Derivando df/d A respecto de A se obtiene

d*f ,
De la expresion (4.39), con t = 1, se tiene ¢ (1, 1)Y’(1, 1) —¢’(1, 1)(1, 1) = 1. Derivando
respecto de A, como hay regularidad suficiente, puede utilizarse que % = at;%/\, luego
ha@ + Py —Pro— Py =0. (4.53)
Aplicando a (4.53) las condiciones impuestas de (4.51),
(1, paiv1) = —@a(L, paig)- (4.54)

Derivando de nuevo respecto de A la expresion (4.53),

Y@ + Pa@) + Pa@) + PO PP — YA~ PrPa— P i = 0.
Usando (4.51),
20,9, = Pia = 29 9a—Paa =0,
y por (4.54), se obtiene
2Py + 2(P)2\ —P—ear=0 para A=y

Despejando de lo anterior y sustituyendo en (4.52),

d? ,
d_/\]; =2 [(Pi(lxﬂzm) + ¢A(1;ﬂ2i+1)(P,\(1;ﬂzi+1)]~ (4.55)
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Aplicando las condiciones (4.51) a (4.41), se obtiene

1
a1, Jizis1) = JO (T, i )T, i ST, (4.56)

Siguiendo un razonamiento similar, pueden obtenerse las expresiones siguientes:

1

1
l/’/\(lrﬂzm):L 2 (s, paiv1)w(s)ds, @3(1’142141):—-[ @ (s, poiv1)w(s)ds.

0

Por el hecho de ser ¢ y ¢ soluciones independientes, aplicando la Desigualdad de
Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz para integrales con pesos en (4.56), se tiene

1
(J Y(S, P2ip1)P(S, P2iv1 )W ) (J (s, paip1 Jw(s)ds ) (J; @*(s, pais1 )w(s)ds |,

lo cual es equivalente a

PI<PA(-Q) © PI-Pr(-p) S0 @I+ P, <0 para A=

Es decir, en (4.55) se tiene

d? ,
d_/\]; =2 [(p/z\(l,]/lziﬂ) + lPA(l;P‘ziﬂ)(PA(LP‘ZiH)] <0,

que prueba (4.37). De forma analoga se razona para f (y,;) = —2 y para obtener (4.38).
[ |

En estas condiciones, podemos enunciar y demostrar el teorema fundamental de la
seccion:

Teorema 4.4. Los autovalores para (4.22) con la condicion (4.30), A;, i >0, y para (4.22)
con la condicion (4.31), A;, i > 1, forman sucesiones verificando

—00< A< S < S <A< Ay <A< A < (4.57)
de manera que:
1. Para A = A existe una uinica autofuncion .

2. Si Ayip1 < Apjyo para algiin i > 0, entonces existe una tinica autofuncion @,;,q en
A = Ay v una tinica autofuncion @,; o en A = Ay, p. Si Ay = Ay, o, entonces hay
2 autofunciones independientes @y; 1, Priy2 en A= Ay = Ariyn

3. Si Ayip1 < Ayjyo para algiin i > 0, entonces existe una tinica autofuncion @aiyq en
A = Ayi41 v una tinica autofuncion @i, en A = /\21+2 Si /\21“ Aoiso, entonces hay
2 autofunciones independientes @i, Prirr en A= Aoji1 = Aoisn

4. @ no tiene ceros en [0,1].
5. ©2it1 Y P2is2, 1 > 0 tienen exactamente 2i + 2 ceros en [0, 1).

6. @piv1 ¥ Poivas i =1 tienen exactamente 2i + 1 ceros en [0,1).
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Demostracioén:

Sean ¢ y 1 soluciones de (4.22) tal que se satisfacen las condiciones (4.33). Que
se cumplan las condiciones de contorno de (4.30), segtn lo desarrollado en la prueba
del Lema 4.1 es equivalente a que f(A) = 2. De forma analoga se justifica para (4.31),
que es equivalente a que f(A) = —2. Una consecuencia inmediata del Lema 4.1 es

la existencia de sucesiones {};}y {/fi} que satisfacen la expresion (4.57), y la de sus
autofunciones asociadas. Ademas, de (4.36) se deduce que, de hecho, se verifica la
siguiente relacién:

A< S <M Spu S h<A3<uy <Ay <Az<- (4.58)

Los tres primeros apartados del teorema se siguen también a causa de (4.57). Cuando
la desigualdad es estricta, los autovalores son simples y la autofuncién asociada es
Unica. En cambio, si se da la igualdad, el autovalor es doble y existen dos autofuncio-
nes independientes asociadas a éste. Faltaria probar que las autofunciones tienen un
numero especifico de ceros. Se va a hacer uso del Lema 4.1, del Teorema 4.1 y del
Teorema 4.3.

En la condicién (4.30), de x(0) = x(1) se sigue que las autofunciones ¢; tienen un
namero par de ceros en [0, 1), pues en otro caso cambiaria de signo en los extremos,
que es lo que ocurre en (4.31) para determinadas autofunciones ¢;, x(0) = —x(1). Pue-
de observarse un ejemplo en la Figura 4.1.

Dadas i (t, ;) las autofunciones correspondientes a la condicién (4.32), por el Teo-
rema 4.3, puede afirmarse que estas tienen i ceros en (0, 1). Entonces:

= Como Ay < py, @9 no puede tener 2 ceros en [0,1), y puesto que ¢; tiene un
numero par de ceros, se sigue que dicho nimero debe ser cero. Asimismo, para
120, ppi < Apir1 < Apipn < Mairn, y Por el hecho de que sus autofunciones tienen
un nimero par de ceros, se deduce que @;;.1 Y @,i» deben tener en [0,1) mas
de 2i + 1 ceros y menos de 2i + 4. Por tanto, tienen justamente 2i + 2 ceros.

» Puesto que A; < 12 < p1, las autofunciones correspondientes a /il y /12 en [0,1),
@1 Y ¢y, tienen menos de 3 ceros. Por la condicién (4.31) se deduce que tiene
como minimo un cero. Al ser el nimero de ceros impar, tienen exactamente un
cero. Si se consideran @;;,1, P42 parai > 1, como py;_1 < X1 < Apitn < Hoisls
entonces las autofunciones tienen que tener mas de 2i ceros y menos de 2i + 3.
Ya que el nimero de ceros es impar, exactamente poseen 2i + 1 ceros en [0, 1).
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Conclusiones

En este Trabajo Fin de Grado hemos estudiado desde un enfoque tedrico y funda-
mental los problemas de valores en la frontera. Podemos resumir los resultados proba-
dos a lo largo del mismo, lo que ademas refleja que han sido cumplidos los objetivos
propuestos en el inicio, en los siguientes puntos:

» Los autovalores siempre existen para problemas autoadjuntos.

» Los autovalores son reales y forman un conjunto numerable acotado inferior-
mente, pero no superiormente. Las diferentes funciones propias asociadas a cada
valor propio son ortogonales.

» Existencia de una expresion explicita de la solucion de los problemas autoadjun-
tos no homogéneos mediante una funcién de Green.

» Las autofunciones asociadas a un problema autoadjunto forman un conjunto
completo en el espacio £2(a,b).

» Los ceros de dos soluciones reales linealmente independientes de una ecuacién
autoadjunta de segundo orden estan separados unos de otros.

» Existe una sucesion infinita monotona creciente de autovalores para una ecuacion
del tipo Sturm-Liouville, {1}, que verifica las condiciones de contorno regulares.
Ademas, la autofuncion asociada al autovalor Ay es Gnica y posee k ceros en (a, b).

» Existe una sucesion infinita mondtona creciente de autovalores para una ecua-
cion del tipo Sturm-Liouville, {1}, que verifica las condiciones de contorno pe-
riddicas. Las autofunciones son tnicas cuando los autovalores son distintos. Si
los valores propios coinciden, existen dos funciones propias independientes. El
numero de ceros de las autofunciones de dos autovalores consecutivos coinciden,
y éste puede ser 2k +1 o 2k + 2.

Por otro lado, a modo de observacion personal, comentar que al comienzo tuve di-
ficultades para la comprension de algunos aspectos manejados en la fuente principal
utilizada [2], al no estar acostumbrada a la terminologia, nomenclatura y rigurosidad
empleada en el mismo, ya que se trata de un escrito en inglés muy formal y especifico.
En relacion a las demostraciones tratadas, este texto me ha dado un punto de vista di-
ferente al que habituaba tratar en el grado, mas directo y concreto. Sin embargo, poco
a poco me he ido ajustando a la linea que se sigue en €1, y con ayuda de mi tutor, con-
sidero que he sido capaz de adaptarlas con claridad para lectores con conocimientos
basicos en el campo, dandole un toque personal y sin detrimento de rigor matematico.
En concreto, realizar este trabajo me ha permitido poner en practica una gran cantidad
de conocimientos adquiridos dentro de la rama de Andlisis Matemadtico en el transcurso
del grado, asi como desarrollar muchos otros nuevos e interesantes. Ademas, estimo
que a lo largo de este camino he alcanzado una mayor madurez matematica. Creo que
una buena forma de concluir este Trabajo Fin de Grado y por tanto a mi aventura como
estudiante del Grado de Matematicas, es con la siguiente cita:

“Nunca olvidamos lo que aprendemos con placer. ” - Alfred Mercier
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