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2.4. RBF Anisótropas . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3. Ajuste directo. Regularización de Tikhonov 29

3.1. Pre-ajuste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

3.2. Ajuste directo por RBFs . . . . . . . . . . . . 35

3.3. Regularización de Tikhonov . . . . . . . . . . 39

3.3.1. Cross-Validación Generalizada (GCV) 45

3.3.2. SVD Compacta . . . . . . . . . . . . . 54

3.3.3. Uso eficiente de GCV . . . . . . . . . 57

3.3.4. L-Curve . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

3.4. Resultados Experimentales . . . . . . . . . . 72
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Caṕıtulo 1

Introducción

El objetivo de este trabajo es presentar dos nuevos méto-

dos generales de reconstrucción de superficies. Ambos han

sido verificados experimentalmente en superficies ópticas, co-

mo la de la córnea, mostrando buenas propiedades numéri-

cas. Los dos métodos que se desarrollan a lo largo del trabajo

están basados en las funciones de base radial (RBF) gaus-

sianas, estándar en el primero de ellos (“ajuste directo”) y

anisótropas en el segundo (“ajuste iterativo adaptativo”).

Este trabajo está motivado por la necesidad que hay ac-
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tualmente de un modelado fiable y preciso de las superficies

de la córnea, necesario tanto por motivos tecnológicos como

cĺınicos.

Dada la importancia de la forma de la cara anterior (ex-

terna) de la córnea en la refracción del ojo [36] y la capacidad

de corregir errores refractivos mediante ablación con láser de

dicha superficie, es crucial un analisis detallado del frente de

onda de cada topograf́ıa corneal concreta, como base para los

cĺınicos para proporcionar un tratamiento personalizado. Se

sabe que la cara anterior de la córnea proporciona normal-

mente la mayor parte de las aberraciones oculares en los ojos

patológicos u operados [5].

El modelado corneal puede servir asimismo como herra-

mienta para visualizar enfermedades o patoloǵıas corneales.

El queratocono, por ejemplo, es una enfermedad ocular que

distorsiona la forma de la córnea y como resultado, provoca
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una pérdida significativa de visión (incluso total). Los pacien-

tes sospechosos de padecer queratocono deben ser inspeccio-

nados previamente a cualquier ciruǵıa refractiva, porque tal

tratamiento puede empeorar la forma corneal y conducir in-

cluso al transplante de córnea. Por tanto, el modelado de la

córnea juega un papel esencial en el diagnóstico y observación

del queratocono, para garantizar que un paciente es adecua-

do para el tratamiento e impedir casos de ciruǵıa refractiva

inapropiados [26]. Además, hay que tener en cuenta el im-

portante rol de las herramientas fiables de visualización en la

práctica cĺınica.

Las técnicas modernas de diseño y ajuste de lentes de

contacto blandas pueden tener en consideración caracteŕısti-

cas del ojo del paciente, adaptado la superficie interna de la

lente para que se adapte a la forma concreta de su córnea.

Este método requiere, de nuevo, un detallado análisis de la
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topograf́ıa de la cara anterior de la córnea.

Con la introducción de la videoqueratoscoṕıa (visualiza-

ción de la córnea) de alta velocidad [19, 30] en el estudio de

la dinámica de la topograf́ıa de la superficie corneal [45] y

la estabilidad de la capa lagrimal [21], el almacenamiento de

la información ha comenzado a ser significativo, motivando

otra importante aplicación del modelado de las superficies

corneales: la compresión de datos [35].

La inmensa mayoŕıa de los topógrafos corneales modernos

recogen los datos (ya sean de elevación, curvatura, desplaza-

miento de anillas u otros) en un conjunto finito y discreto

de puntos. Tipicamente, estos puntos tienen una estructura

o “casi-estructura”; por ejemplo, los dispositivos basados en

la tecnoloǵıa de discos de Plácido proporcionan elevaciones y

curvaturas en las imágenes discretizadas de las anillas, cuya

deformación es proporcional a la complejidad de la superfi-
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cie (esto se explica algo más detalladamente en el Caṕıtulo

2). En cualquier caso, los datos están contaminados de error,

que procede de varias fuentes: el ruido natural del dispositivo,

errores de medida y digitalización, errores de los algoŕıtmos

utilizados (como los que convierten el desplazamiento de ani-

llas en alturas), errores de redondeo y otros. Por tanto, nos

enfrentamos al problema del ajuste de la superficie real con-

taminada por ruido, con la menor cantidad de coeficientes o

parámetros posible, para sus posteriores aplicaciones cĺınicas

y tecnológicas.

La solución a este problema normalmente se clasifica en

los llamados métodos zonales y modales. En los primeros, los

métodos zonales, el dominio donde están los datos es dividido

en subdominios más elementales (por ejemplo, triángulos) y

la superficie se aproxima en cada uno de los subdominios con

cierta independencia del resto. La herramienta más común



6 Introducción

aqúı son los splines, en particular, los B-splines [4, 16, 25],

que son numéricamente estables y ampliamente utilizados

en el Diseño Geométrico Asistido por Ordenador (en inglés,

CAGD).

En los métodos modales de reconstrucción, en cambio, la

aproximación a la superficie está dada por una combinación

(casi siempre lineal) de funciones básicas definidas globalmen-

te en todo el dominio de los datos, pudiendo depender éstas

de un cierto número de parámetros. En este sentido, las de-

cisiones más importantes a tomar son qué tipo de funciones

utilizar, cuales serán sus parametros y la cantidad necesaria

de ellas para recuperar la información relevante de la super-

ficie, tratando de evitar el sobre-ajuste (ya que en este caso,

estaŕıamos ajustado el error de medición de los mismos).

Entre las ventajas de los métodos zonales están la flexibi-

lidad y la precisión del ajuste, pero adolecen de la simplicidad
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del enfoque modal, que proporciona expresiones funcionales

válidas en todo el dominio, adecuadas para posibles cálculos

futuros (como trazado de rayos u otros). Las técnicas zona-

les son además más exigentes computacionalmente, y codifi-

can la forma final de la superficie en una cantidad grande de

parámetros. Además, en algunos métodos modales las funcio-

nes básicas utilizadas son interpretables en términos f́ısicos,

ópticos o cĺınicos, pero esto no ocurre en el caso de los zonales.

Una base de funciones estándar para la reconstrucción

modal, que se usa continuamente en oftalmologia para re-

presentar el error de frente de onda ocular, son los polino-

mios de Zernike [24]. Los coeficientes de su expansión tienen

interpretación en término de las aberraciones básicas de la

visión, como son el desenfoque, astigmatismo, coma, trifolio

o aberración esférica, junto con otras aberraciones de alto

orden [11,42].
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Como procedimiento de ajuste, los polinomios de Zernike

no se limitan al análisis de superficies de error de frente de

onda, si no que se pueden utilizar también para representar

otras superficies oculares, incluyendo la cara anterior de la

córnea [9, 38]. Se ha sugerido que el análisis con polinomios

de Zernike puede ser aplicable en el desarollo de herramien-

tas de diagnóstico mediante topograf́ıa corneal, utilizando los

coeficientes de Zernike como datos de entrada para la clasi-

ficación corneal con redes neuronales [10, 37], reemplazando

o complementando los indices corneales de clasificación que

hay actualmente disponibles en muchos de los dispositivos de

topograf́ıa.

Sin embargo, las limitaciones potenciales de este enfoque

han sido discutidas en la literatura [24,39]. Hay una creciente

preocupación de que el método de ajuste por Zernikes podria

ser impreciso en situaciones anómalas. Además, es muy dif́ıcil
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evaluar a priori cuántos términos son necesarios para obtener

una precisión adecuada en la reconstrucción por Zernikes, pa-

ra una córnea dada [20]. Se sabe [39] que limitar el análisis

de Zernike a órdenes bajos puede ser incorrecto a la hora de

evaluar la severidad de los estados más avanzados del que-

ratocono [36]. Esta información se necesita particularmente

en el análisis discriminante de marcadores de la enfermedad,

o cuando se eligen los datos de entrada numéricos para el

software de diagnostico basado en redes neuronales como la

clasificación corneal y para graduar la gravedad de una en-

fermedad.

En este sentido, recientemente se han sugerido múltiples

alternativas al ajuste modal por mı́nimos cuadrados con po-

linomios de Zernike. Algunas de ellas intentan combinar los

enfoques modal y zonal para tratar de preservar las mejores

cualidades de ambos enfoques [14], o bien usar métodos no
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lineales [35].

La idea de obtener la precisión y flexibilidad de los méto-

dos zonales dentro del marco del enfoque modal, por medio

de las funciones de base radial, ha sido expuesta con anterio-

ridad [27].

El Caṕıtulo 2 contiene los preliminares matemáticos ne-

cesarios para desarrolar el núcleo de este trabajo (Caṕıtulos

3 y 4). En él se dan unas pocas pinceladas sobre el funciona-

miento de los topógrafos corneales. A continuación, se defi-

nen los polinomios de Zernike (la base estándar utilizada en

problemas de óptica y visión), con fines comparativos, y se

dan algunas nociones de las funciones de base radial (RBF),

aśı como su generalización a RBF anisótropas.

En el “ajuste directo” (Caṕıtulo 3) se combinan varias

técnicas matemáticas previamente existentes, pero que no

hab́ıan sido utilizadas conjuntamente. Como resultado de este
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algoritmo de ajuste se ha obtenido la patente [28]. En resu-

men, se ajusta por mı́nimos cuadrados un conjunto fijo de

funciones de base radial gaussianas (RBGF, de “radial basis

gaussian function”) [15] a los datos. Debido a la inestabilidad

numérica de la resolución de este tipo de problemas, cuando el

número de funciones crece, es necesario utilizar alguna técni-

ca de regularización. En este caso hemos escogido la regula-

rización de Tikhonov, que depende de un nuevo parámetro

que hay que estimar. Este parámetro se selecciona mediante

el criterio estad́ıstico de cross-validación generalizada (GCV,

de “generalized cross-validation”), aunque también existen

criterios como L-Curve y otros. El procedimiento GCV es

en general muy costoso computacionalmente, pero veremos

como la descomposición en valores singulares (SVD, de “sin-

gular value decomposition”) compacta permite utilizarlo con

gran eficiencia en este caso.
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En el caso del “ajuste iterativo adaptativo” (Caṕıtulo 4),

el procedimiento es original. Se trata de un algoritmo adap-

tativo y multi-escala, que intenta ajustar la superficie con el

menor número posible de parámetros libres. Este enfoque ha

sido publicado en su versión original en [29] y una versión

refinada en [31]. Se trata de un algoritmo iterativo que trata

de describir la superficie corneal por medio de una combi-

nación lineal de funciones de base radial anisótropas, de ti-

po gaussiano (A-RBGF, de “anisotropic radial basis gaussian

function”).



Caṕıtulo 2

Preliminares

2.1. Topograf́ıas corneales

Aunque no es el objetivo prioritario de este trabajo, vamos

a dar una breve descripción de cómo se toman los datos de

la superficie de la córnea.

Un topógrafo corneal es un instrumento que obtiene in vi-

vo una cierta cantidad de puntos de la superficie de la córnea

de un paciente. En cada punto, es posible devolver el valor de

la altimetŕıa (elevación respecto de un plano), la curvatura de
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la córnea en dicho punto, o el poder refractivo corneal (medi-

do en dioptŕıas). Existen varios tipos de topógrafos corneales

en el mercado: los que están basados en los discos de Plácido,

los que utilizan la cámara Scheimpflug, aquellos basados en la

tomograf́ıa óptica coherente (OCT) y otros, siendo el primer

grupo el más común. Cada uno de ellos realmente mide una

caracteŕıstica distinta (altimetŕıa, curvatura, etc) y calcula el

resto de ellas a partir de la medida inicial, utilizando ciertos

algoritmos.

En un topógrafo de discos de Plácido (ver Figura 2.1,

izquierda), su principal componente es un patrón iluminado

de discos concéntricos o anillas. La luz que parte de las anillas

es reflejada por la cara anterior (externa) de la superficie de

la córnea, y el reflejo en ella de estos anillos es capturado

por una camara digital en el centro del cono. La imagen es

digitalizada utilizando un número fijo de meridianos usando
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algoritmos estándar de detección de aristas (en este caso las

aristas están provocadas por la alternancia de color negro-

blanco o negro-rojo en los discos de Plácido).

El número de discos de Plácido y de meridianos que se

toman al digitalizar vaŕıa de unos aparatos a otros; el pri-

mer valor suele estar ercano a 20 y el segundo a 256. De esta

forma, se obtienen algunos miles de puntos, en una estruc-

tura casi-concéntrica (los discos de Plácido son concéntricos,

pero su reflejo en la córnea, no). La información primaria

que mide uno de estos topógrafos son los posiciones (en 2D)

de los puntos en las anillas, o equivalentemente la distancia

de cada punto al centro de la córnea. Esta información es

procesada por el software del topógrafo para dar los datos

de altimetŕıa, curvatura u otros, mediante el algoritmo arc-

step [8] o sus variaciones. Debido a las caracteŕısticas de este

algoritmo, la información de la zona periférica es menos fiable
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Figura 2.1: Fotograf́ıa de un topógrafo corneal basado en
discos de Plácido (izquierda) y nube de puntos de la cara
anterior de la córnea obtenida por él (derecha).

(más contaminada de ruido) que la parte central.

Los topógrafos basados en la cámara Scheimpflug son

más recientes. Estos instrumentos utilizan una cámara de

Scheimpflug giratoria, que captura hasta 50 imágenes de cor-

tes transversales de la córnea en cada escaneo [34]. Estas

imágenes son analizadas y procesadas por el software del ins-

trumento, dando lugar a la información deseada de la su-

perficie corneal: altimetŕıa, curvatura, etc. Estos topógrafos

tienen una ventaja sobre de los Plácido: además de la ca-
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ra anterior (exterior) de la córnea, obtienen información de

la cara posterior (interna), y por tanto permiten estudiar el

grosor de la misma, lo cual tiene gran importancia desde el

punto de vista cĺınico. Sin embargo, al parecer la fiabilidad

de las medidas en la parte central de la córnea (la parte más

importante desde el punto de vista óptico) es menor que en

los topógrafos de Plácido, por lo que ahora están surgiendo

topógrafos que combinan los dos sistemas: discos de Pláci-

do y cámara Scheimpflug, para reunir las ventajas de ambas

tecnoloǵıas.

En la gran mayoŕıa de experimentos numéricos de es-

te trabajo, se han utilizado datos procedentes del topógrafo

CSO, basado en discos de Plácido, que toma un máximo de 24

anillas y hasta 256 puntos por anilla. En casi la totalidad de

los casos, las medidas son incompletas. En la Figura 2.1 (de-

recha) se puede comprobar. En esa topograf́ıa se ve que hay
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puntos en todas las anillas (lo cual rara vez ocurre, normal-

mente hay algunas anillas totalmente vaćıas), pero no todas

están completas, a las más exteriores les faltan puntos. Este

hecho, unido a la mayor presencia de ruido en la parte pe-

riférica, hay que tenerlo en cuenta a la hora de desarrollar

algoritmos de reconstrucción.

2.2. Polinomios de Zernike

Los llamados polinomios de Zernike son una base orto-

normal de funciones en el disco unidad. Expresados en coor-

denadas polares (ρ, θ), cada uno de ellos es producto de una

parte angular (solamente depende de θ) y una parte radial

(solamente depende de ρ). La parte radial siempre es un po-

linomio en ρ, mientras que la parte angular es una función

del tipo cos(mθ) o bien sin(mθ), con m un número entero.

Por tanto, en general no son realmente polinomios de dos
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variables, aunque casi siempre se les llama polinomios.

Los polinomios de Zernike se agrupan según su orden ra-

dial, que es el grado máximo como polinomio de la parte

radial. Se pueden definir mediante dos notaciones, la de ı́ndi-

ces simple y la de doble ı́ndice. Ambos son intercambiales con

las fórmulas detalladas más abajo. En la notación de doble

ı́ndice, diremos que el polinomio de Zernike (n,m) (de orden

radial n y con frecuencia azimutal m, ambos enteros) es:

Znm(ρ, θ) =



√
n+ 1R0

n(ρ) si m = 0√
2(n+ 1)Rmn (ρ) cos(mθ) si m es par√
2(n+ 1)Rmn (ρ) sin(−mθ) si m es impar

con las restricciones de que n ≥ 0, |m| ≤ n y que n−|m| sea un

número par (alternativamente, fijado n ≥ 0, m admite valores

desde −n a n, incrementados de 2 en 2: m ∈ {−n,−n +

2, . . . , n− 2, n}.
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El polinomio Rmn (ρ) es la llamada parte radial y está dado

por:

Rmn (ρ) =

(n−|m|)/2∑
s=0

(−1)s(n− s)!
s!((n+ |m|)/2− s)!((n− |m|)/2− s)!

ρn−2s

Los números a los que afectan los factoriales son siempre

naturales positivos, debido a las restricciones que afectan a

los valores que pueden tomar n, m y s. Como vemos, el valor

de la parte radial no depende realmente de m, sino de |m|,

por lo que Rmn (ρ) = R−mn (ρ) para cualesquiera n y m.

Desde el orden radial 0 hasta un orden n dado, hay un

total de (n+1)(n+2)
2 polinomios de Zernike.

En ocasiones es útil la nomenclatura de un único ı́ndice j

para los polinomios de Zernike. Las expresión para cambiar

del sistema de doble ı́ndice (n,m) al de ı́ndice único j es:

j =
n(n+ 2) +m

2
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Y rećıprocamente, para cambiar del ı́ndice único al doble:

n = d−3+
√

9+8j
2 e

m = 2j − n(n+ 2)

siendo dxe el operador “techo” (el menor entero que es mayor

o igual que x).

La ortonormalidad de los polinomios de Zernike en el disco

unidad se expresa formalmente como:

∫ ∫
D
Zmn (ρ, θ)Zsr (ρ, θ)dρdθ = δn,rδm,s

Además, otra propiedad destacables de los polinomios de

Zernike es la simetŕıa rotacional: algunos de los polinomios de

Zernike son invariantes bajo cualquier rotación (cuando m =

0), mientras el resto lo son bajo rotaciones de ciertos ángulos

concretos (2π/|m|, y sus múltiplos enteros, para m 6= 0).
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Figura 2.2: Representación de los primeros polinomios de
Zernike en el disco unidad, numerados con ı́ndice simple (j)
y doble (n,m), junto al nombre que se les suele dar.
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2.3. Funciones de Base Radial (RBF)

Una función φ : Rd → R se llama radial (centrada en el

origen) si existe otra función Φ : [0,+∞)→ R tal que

φ(Q) = Φ(||Q||2), ∀Q ∈ Rd

Es decir, el valor de φ sólo depende de la norma de su ar-

gumento. En otras palabras, las curvas de nivel para φ son

hiperesferas de Rd centradas en el origen.

A partir de las funciones radiales se definen las llamadas

“funciones de base radial” (traducción del inglés “radial basis

functions”, RBF). Una RBF es una combinanción lineales de

funciones radiales desplazadas, o sea, es del tipo:

g(Q) =
n∑
i=1

ciΦ(||Q−Qi||2)

donde se dice que Qi es el “centro” de cada uno de los su-
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mandos de la combinación lineal.

Algunos ejemplos de funciones radiales son:

Gaussianas:

φ(Q) = e−α||Q||
2

, α > 0.

al valor α se le suele llamar parámetro de forma.

Multicuádricas inversas:

φ(Q) =
(
c2 + ||Q||2

)−β
, c > 0, β > 0.

Existen otros tipos de funciones radiales, y algunas gene-

ralizaciones como los thin-plate splines o las RBF de soporte

compacto. Sin embargo, en este trabajo nos centraremos en

las RBF gaussianas (o RBGF, como las llamaremos en ade-

lante), y en su versión anisótropa (A-RBGF), que a continua-

ción introduciremos.
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Figura 2.3: Representación gráfica de una RBF gaussiana,
centrada en el origen, en perspectiva (izquierda) y en planta
(derecha, se ha señalado también el centro), con parámetro
de forma α = 1 (arriba) y α = 5 (abajo).
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2.4. RBF Anisótropas

Además de las funciones radiales introducidas antes, es

posible definir funciones radiales anisótropas, de la siguiente

forma:

φ(Q) = Φ
(
||Q||2A

)
= Φ

(
QTAQ

)
, ∀Q ∈ Rd

siendo A una matriz d×d simétrica y definida positiva y el su-

peŕındice T denota la trasposición matricial. Para estas fun-

ciones anisótropas, las curvas de nivel ya no son hiperesferas,

sino hiperelipsoides. El valor de φ(Q) depende no solamente

de la distancia de Q al origen (como en las RBF estándar),

si no además, de la dirección en la que se encuentra Q.

Las RBF anisótropas han sido estudiadas previamente

desde el punto de vista teórico para interpolación [6, 7]. Se

puede ver la representación gráfica de una RBF gaussiana
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anisótropa, con centro en el origen, y parámetro de forma

A =

 1 −1,1

−1,1 3

 en la Figura 2.4.

Figura 2.4: Representación gráfica de una RBF gaussiana
anisótropa (A-RBGF), centrada en el origen, en perspectiva
(izquierda) y en planta (derecha, se ha señalado también el
centro), con parámetro de forma la matriz A anterior.



28 Preliminares



Caṕıtulo 3

Ajuste directo.
Regularización de
Tikhonov

Cuando se reconstruye una córnea, es recomendable ajus-

tar previamente una esfera a los datos, y posteriormente los

datos “residuales” respecto de dicha esfera, con algún otro al-

goritmo, como el que se propone a continuación. Vamos pues

a describir un algoritmo general para reconstrucción de su-

perficies, que utiliza una base fija de funciones de base radial

de tipo gaussiano (RBGF, del inglés “radial basis gaussian
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function”). Dicha base dependerá de dos valores: la cantidad

de funciones deseada N , y del parámetro de escala o de forma

de las gaussianas α. Se obtendrá la reconstrucción E como

combinanación lineal de las funciones base:

E(P ) =

N∑
j=1

cje
−α||P−Q(j)||22 , P = (x, y),Q(j) =

(
Q(j)
x , Q(j)

y

)

donde Qi son los centros de las RBGF de la base.

Los coeficientes en la combinación lineal se calcularán por

el método de mı́nimos cuadrados [41], a partir de los datos

de entrada. Si el tamaño de la base utilizada en la recons-

trucción es grande, surgen problemas numéricos debido a la

mala condición numérica de la matriz del sistema. Para sol-

ventar este problema, se propone el uso de la regularización

de Tikhonov [17], que depende de un parámetro λ llamado de

regularización. Utilizar un valor correcto para este parámetro

es crucial, y existen distintos criterios para elegirlo. Aqúı ex-
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plicamos dos de los más utilizados: el de L-Curve y el de

cross validación generalizada (GCV). El criterio GCV es un

método estad́ıstico general, que se puede utilizar para escoger

parámetros en un modelo cualquiera. Generalmente, la apli-

cación de GCV resulta costosa (en tiempo de cálculo), pero

en el caso de la regularización de Tikhonov y gracias al uso de

la descomposición en valores singulares (SVD) compacta de

una matriz, se puede aplicar con gran eficiencia, permitiendo

la selección del parámetro de regularización en tiempo real.

Finalmente, después de explicar los métodos y criterios

mencionados, se muestran y se discuten algunos resultados

experimentales del algoritmo.

3.1. Pre-ajuste

Los datos de entrada son una nuble tridimensional (xk, yk, zk),

k = 1, . . . , N , que supondremos que corresponde o bien a da-
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tos de elevación o curvatura zk medidos por un topógrafo

corneal en el nodo P k de la cara anterior de la córnea con

coordenadas cartesianas (xk, yk). Discutiremos el caso cuan-

do zk corresponde a la elevación. Teniendo en cuenta la forma

global de la córnea, es un procedimiento estandar “aplanar”

los datos ajustando primero la esfera de mejor ajuste [1]:

S(x, y) = z0 +
√
R2 − (x− x0)2 − (y − y0)2

donde R y (x0, y0, z0) son su radio y las coordenadas car-

tesianas de su centro, respectivamente. A pesar de que la

práctica común es ajustar por mı́nimos cuadrados estándar,

se obtienen mejores resultados cuando se utiliza un ajuste de

mı́nimos cuadrados ponderados, usando (1 + ||Pk||)−1 como

el peso, de acuerdo con la distrubución t́ıpica del error de

medición de los topógrafos corneales [40].

Como resultado del paso anterior, los errores residuales
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εk = zk − S(xk, yk) contienen información relevante de la su-

perficie corneal además de ruido. Nuestro objetivo es ajustar

esos residuos por una función E(x, y), de tal forma que la

expresión anaĺıtica para la altura de la córnea viene dada por

Cornea(x, y) = S(x, y) + E(x, y), (3.1)

De esta forma, S contiene la forma esencial de la córnea,

mientras que en E son capturadas las pequeñas irregularida-

des de la superficie. La función E está dada por una combi-

nación lineal de n funciones de un diccionario dado,

E(x, y) = En(x, y) =

n∑
j=1

cj hj(x, y). (3.2)

En un esquema ideal, n depende de los datos reales, y debe ser

lo bastante grande para que toda la información relevante de

las medidas de elevación esté modelada en E, pero no excesi-
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vamente grande para evitar sobre-parametrizar el problema y

ajustar el ruido. Para solventar las ya mencionadas dificulta-

des de los polinomios de Zernike, usaremos como diccionario

las funciones de base radial gaussianas, de la forma:

h(x, y) = exp
(
−α ||P −Q||2

)
, P = (x, y)T ,

donde el supeŕındice T denota la trasposición matricial,

Q = (Qx, Qy)
T es un cierto punto del plano (llamado el “cen-

tro” de la función) y α > 0 un coeficiente libre, llamado el

parámetro de forma.

Por tanto, buscamos una expresión de la forma

Cornea(x, y) = S(x, y) +

+

n∑
j=1

cj exp

(
−α

∣∣∣∣∣∣P −Q(j)
∣∣∣∣∣∣2) , P = (x, y)T .

Ajustaremos una combinación lineal de este tipo a los
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datos, con los centros Q(j), el parámetro de forma α y el

número de funciones n fijados a priori.

3.2. Ajuste directo por RBFs

Basándonos en nuestros experimentos, hemos escogido co-

locar los centros Q distribuidos en una malla cuadrada regu-

lar, a pesar de que se pueden tomar muchas otras opciones

igualmente válidas. Lo primero, supondremos que los datos

han sido normalizados al disco unidad (se puede hacer de mu-

chas formas, por ejemplo diviendo por la norma del mayor),

aśı que ||P || ≤ 1. Entonces, tomaremos un entero positivo

n0 y n = n2
0 será el número de términos en la representacion

funcional 3.2 de la superficie.

Si definimos el valor a = 1′2, el cuadrado [−a, a]2 contie-

ne al disco unidad, luego tiene todos los datos en su interior

(estrictamente). Constrúımos la malla regular en dicho cua-



36 Ajuste directo. Regularización de Tikhonov

drado con n0 nodos equiespaciados en cada dimensión. Por

tanto los n = n2
0 nodos de la malla bidimensional tienen las

coordenadas cartesianas siguientes:

(
−a+ 2a

r

n0 − 1
,−a+ 2a

s

n0 − 1

)

donde r, s = 0, 1, ..., n0 − 1. Los nodos de esta malla se pue-

den ordenar lexicográficamente según el par (r, s) y por tan-

to definir Q1 = (−a,−a),Q2 = (−a,−a + 2a
n0−1), . . . ,Qn0

=

(−a, a), . . . ,Qn = (a, a). Aśı pues, una vez que se ha fijado el

valor n0, los n centros Q están completamente determinados

y se pueden numerar con el conjunto de ı́ndices j = 1, 2, . . . n.

Para obtener la función que mejor ajusta a los datos cor-

neales, una vez que los valores de n y α se han fijado, los

coeficientes de las RBGF se calculan por el método estándar
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de mı́nimos cuadrados. Aśı que si llamamos

A =

(
exp

(
−α2

∣∣∣∣∣∣P (i) −Q(j)
∣∣∣∣∣∣2

2

))
(i,j)

a la matriz de evaluaciones de las funciones base en los datos

(usualmente llamada matriz de colocación, o en estad́ıstica,

matriz de diseño), y b =
(
z(i)
)

al vector de datos de elevación

(o de curvatura) en los puntos P , lo que queremos es resolver

el sistema lineal de ecuaciones sobredeterminado

Ax = b

por medio de los mı́nimos cuadrados lineales. El vector solu-

ción x satisface:

x = arg mı́n
x∗
||Ax∗ − b||22

y se puede obtener por métodos estándar, como la factori-
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zación QR de la matriz A, o la descomposición en valores

singulares (ver [41]).

Los valores óptimos de n y α se han estudiado en la prácti-

ca, basados en multitud de experimentos tanto con córneas

rales como simuladas. Normalmente, los valores adecuados de

n están entre 50 y 300; y para α entre 1 y 20. Estos rangos

de valores se discuten posteriormente. Como veremos, si no

se utiliza la regularización, es conveniente elegir un valor pe-

queño de n, debido a la mala condición numérica del ajuste

por mı́nimos cuadrados. Por otro lado, la elección de α no pa-

rece tan cŕıtica, obteniéndose buenos resultados para muchos

valores dentro de un cierto rango.

Cuando n es relativamente grande (a partir de 150 o 200,

en nuestros experimentos) o bien incluso con n más pequeño

si α es bastante bajo, la mala condición numérica de la matriz

A hace necesario el uso de algún tipo de “estabilización” o



3.3 Regularización de Tikhonov 39

“regularización”. Aqúı utilizamos la llamada “regularización

de Tikhonov”. Su objetivo es construir una solución E(x, y)

con coeficientes pequeños, evitando aśı las grandes oscilacio-

nes de la función.

3.3. Regularización de Tikhonov

El objetivo de este método de regularización es mejorar

la condición numérica del ajuste por mı́nimos cuadrados dis-

cretos lineales de una matriz A a uno vector de datos b, es

decir, queremos resolver por mı́nimos cuadrados el sistema

de ecuaciones lineales sobredeterminado

Ax = b

Generalmente, lo que tendremos es un conjunto de n datos

(t,b), con t = (t1, ..., tn)T , b = (b1, ..., bn)T y un conjunto
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de m funciones ϕ = (ϕ1, ..., ϕm) (con m < n) con las que

queremos hacer regresión lineal, o sea, queremos encontrar

los coeficientes x = (x1, ..., xm)T tales que

m∑
j=1

xjϕj(ti) = bi, para 1 ≤ i ≤ n

O bien, si llamamos A a la matriz de evaluación de las fun-

ciones ϕ en los datos t, es decir, A = (ϕj(ti))i,j , la regresión

lineal se escribe matricialmente como Ax = b. Normalmente

no se podrá conseguir la igualdad, con lo que resolveremos

el sistema por mı́nimos cuadrados para obtener una solución

aproximada Ax ≈ b.

En muchas ocasiones la matriz de ajuste A está muy mal

condicionada, con lo que pequeñas variaciones de los datos

(t,b) pueden producir grandes variaciones en los coeficien-

tes obtenidos, x. En estos casos, una forma de estabilizar la

solución x es utilizar la Regularización de Tikhonov, que se
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explica a continuación.

En la regresión lineal estándar, lo que se busca es mini-

mizar en x la norma eucĺıdea del residuo del ajuste, Ax− b:

mı́n
x
||Ax− b||2

que es equivalente a minimizar su cuadrado:

mı́n
x
||Ax− b||22 (3.3)

y se toma como solución x el vector que da el mı́nimo de la

expresión anterior.

Alternativamente, la Regularización de Tikhonov añade un

término a la función objetivo de la minimización (3.3), que

depende de un parámetro positivo λ y de la norma del vector

solución x:

mı́n
x
||Ax− b||22 + λ2 ||x||22 (3.4)
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De esta forma, si el valor de λ es adecuado, se busca una

solución próxima a la de mı́nimos cuadrados pero de norma

lo más pequeña posible. Si λ = 0, estamos ante el ajuste

estándar, sin regularizar. Por otro lado, si λ crece cada vez

más, el vector de coeficientes x se irá aproximando a cero,

con lo que el ajuste será muy malo. Surge entonces el pro-

blema de qué valor asignar a ese parámetro λ y para esto

se han propuesto distintos criterios en la literatura [17, 43].

Posteriormente explicaremos dos de los más utilizados: el de

la función de cross validación generalizada (GCV) y el de la

curva-L (o L-Curve).

El problema de Regularización de Tikhonov se puede re-

formular de las siguientes formas equivalentes a la expresión

inicial (3.4):
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mı́n
x
||Ax− b||22 + λ2 ||x||22

l

mı́n
x
||Ax− b||22 + ||λx||22

l

mı́n
x
||(Ax− b, λx)||22

l

mı́n
x

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣
 A

λIm

x−

 b

0m


∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣
2

2

l

mı́n
x

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣
 A

λIm

x−

 b

0m


∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣
2
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siendo Im la matriz identidad de orden m y 0m el vector

columna de m ceros. Para abreviar, en adelante pondremos

Ã =

 A

λIm

 b̃ =

 b

0m


con lo que resulta que la Regularización de Tikhonov es de

nuevo un problema de mı́nimos cuadrados lineales, esta vez

formulado en términos de Ã y b̃:

mı́n
x

∣∣∣∣∣∣Ãx− b̃
∣∣∣∣∣∣

2

En la definición de Ã se aprecia mejor el efecto de la

regularización. Si A es de rango deficiente, y elegimos λ 6= 0,

entonces la matriz ampliada Ã tendrá rango completo. Aún

aśı, si λ es demasiado pequeño, el número de condición de Ã

será todav́ıa grande, y es por lo que se hace imprescindible un

criterio adecuado para escoger el valor de λ. Primero vamos a
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estudiar en detalle es la cross validación generalizada (GCV,

del inglés “Generalized Cross-Validation”).

3.3.1. Cross-Validación Generalizada (GCV)

Ahora vamos a ver el método estad́ıstico de la cross vali-

dación [17, 43]. Se trata de un método genérico para estimar

un valor adecuado del parámetro en un modelo que estemos

ajustando. Igual que en la sección previa, consideremos que

tenemos un conjunto de datos (t,b), con t no necesariamente

unidimensional. Supongamos que a partir de los datos, esta-

mos interesados en construir un modelo dependiente de un

parámetro, fλ, de forma que fλ prediga lo mejor posible los

valores de b a partir de los valores de t (se puede pensar en

la regresión, por ejemplo).

Introduzcamos un poco de notación. Llamaremos f̂λ al

modelo ajustado a nuestros datos (t,b) completos. Ahora
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supongamos que hemos eliminado el dato i-ésimo, de forma

que quedan n − 1 datos, y con ellos ajustamos otro modelo,

al que llamaremos f̂−iλ . Puesto que originalmente tenemos n

datos, para cada valor de λ podemos construir n modelos del

tipo f̂−iλ distintos, uno por cada dato i que quitamos.

La idea de la Cross-Validación es obtener el modelo qui-

tando el dato i-ésimo, f̂−iλ , y ver en ese dato en cuánto se

equivoca la predicción, es decir, el valor de la diferencia

(
f̂−iλ (ti)− bi

)2
.

Si hacemos esto para todo 1 ≤ i ≤ n y promediamos, tendre-

mos una medida global de la bondad de ajuste del modelo con

parámetro λ a los datos. Definimos aśı la función de Cross-

Validación Ordinaria (OCV), dependiente de λ:

OCV (λ) =
1

n

n∑
i=1

(
bi − f̂−iλ (ti)

)2
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Cuanto menor sea la función OCV (λ), mejor será el ajuste

del modelo f̂λ a los datos. Por tanto, un criterio adecuado

para escoger el valor de λ es minimizar la función de Cross-

Validación Ordinaria:

mı́n
λ
OCV (λ) = mı́n

λ

{
1

n

n∑
i=1

(
bi − f̂−iλ (ti)

)2
}

Sin embargo, por el momento no es un método eficiente: para

cada valor de λ que fijemos, evaluar OCV (λ) requiere el ajus-

te de n modelos distintos, f̂−iλ . Si n es relativamente grande,

este criterio es imposible de usar en la práctica.

Afortunadamente, en muchas situaciones (incluyendo la

regresión lineal, como la Regularización de Tikhonov) se pue-

de tomar un atajo, que es el llamado ’Leave-One-Out Lem-

ma’. Para enunciarlo conviene añadir algo más de notación.

Primero, pondremos t−i al vector de n−1 componentes que se

obtiene de t quitando la i-ésima, y lo análogo para b será b−i.
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Llamaremos b̃i al vector de n componentes obtenido a partir

de b, pero donde hemos sustituido la coordenada i-ésima, que

era bi, por el valor f̂−iλ (ti), que es la predicción en ti según el

modelo ajustado con los datos (t−i,b−i). Aśı, podemos cons-

truir un nuevo modelo, con los n datos b̃i, a este modelo le

llamaremos f̃−iλ . Se tiene entonces lo siguiente.

Lema. (Leave-One-Out)

El modelo construido con los n− 1 datos (t−i,b−i), eva-

luado en ti, coincide con el modelo construido con los n datos

(t, b̃i), evaluado en ti. Con la notación anterior:

f̂λ
−i

(ti) = f̃λ
−i

(ti)

En muchos modelos, incluyendo a la regresión lineal o

ajuste por mı́nimos cuadrados discretos, la estimación que se

obtiene según el modelo, b̂ está ligada con los datos origina-

les b por una matriz H = H(λ) = (hij)i,j que depende del
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parámetro λ del modelo:

f̂λ(t) = b̂ = Hb

Escribiendo esta expresión para cada fila, lo que se tiene

es que, para cada 1 ≤ i ≤ n:

f̂λ(ti) =

n∑
j=1

hijbj

Por otro lado, según el Lema de Leave-One-Out, y utilizando

que, según lo dicho antes, la predicción para los datos b̃i viene

dada por Hb̃i:

f̂λ
−i

(ti) = f̃λ
−i

(ti) =

n∑
j=1

hij(b̃i)j =

n∑
j=1,j 6=i

hijbj + hiif̂λ
−i

(ti)

De aqúı, restando de esta expresión la anterior, se cancelan
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todos los términos de las sumas salvo cuando j = i:

f̂λ
−i

(ti)− f̂λ(ti) = −hii
(
bi − f̂λ

−i
(ti)
)

y sumando y restando bi, y agrupando:

(
bi − f̂λ(ti)

)
−
(
bi − f̂λ

−i
(ti)
)

= −hii
(
bi − f̂λ

−i
(ti)
)

bi − f̂λ(ti) = (1− hii)
(
bi − f̂λ

−i
(ti)
)

de aqúı, finalmente:

bi − f̂λ
−i

(ti) =
bi − f̂λ(ti)

1− hii

La expresión anterior permite escribir la función de cros-

validación ordinaria como:
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OCV (λ) =
1

n

n∑
i=1

(
bi − f̂−iλ (ti)

)2
=

1

n

n∑
i=1

(
bi − f̂λ(ti)

1− hii

)2

Con esta expresión hemos conseguido que la evaluación de

OCV para cada valor de λ solo requiere ajustar un modelo,

f̂λ, en lugar de los n modelos f̂−iλ que era necesario ajus-

tar antes, lo que significa una reducción muy importante del

coste computacional. Como inconveniente, ahora es necesario

conocer los valores diagonales hii de la matriz H = H(λ).

Como variación de este método se propuso la Cross Vali-

dación Generalizada (GCV), en el que se busca minimizar la

misma función pero en la que se sustituyen todos los hii por

la media de ellos, Tr(H)/n. Se supone que los mı́nimos de

OCV y GCV tendrán valores próximos, y aunque aparente-

mente para conocer Tr(H) se necesita conocer los n valores

hii, esto no es necesariamente cierto: en ocasiones se puede
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calcular o estimar la traza sin conocer exactamente los valo-

res diagonales. Se propone pues escoger el parámetro λ como

el valor que minimiza la función GCV :

GCV (λ) =
1

n

n∑
i=1

(
bi − f̂λ(ti)

1− Tr(H)
n

)2

El denominador de la sumatoria se puede simplificar de

la siguiente forma:

(
1− Tr(H)

n

)2

=
1√
n

(n− Tr(H))2 =

=
1√
n

(Tr(In)− Tr(H))2 =

=
1√
n

(Tr(In −H))2

con In la matriz identidad de orden n. Puesto que este deno-

minador no depende de i, se puede sacar de la sumatoria y
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resulta que la expresión de GCV se simplifica a:

GCV (λ) =
1

n

√
n

Tr(In −H)2

n∑
i=1

(
bi − f̂λ(ti)

)2

Teniendo en cuenta que el único propósito de construir

OCV y GCV es buscar el valor de λ que da el mı́nimo, a

efectos prácticos se puede quitar el factor constante
√
n
n (o el

1
n en el caso de OCV ), pues no afecta a la minimización, y

podemos tomar GCV como:

GCV (λ) =

∑n
i=1

(
bi − f̂λ(ti)

)2

Tr(In −H)2

La única restricción para la utilización de GCV en la

práctica es que debe ser Tr(H) = Tr(H(λ)) 6= n, para que el

denominador no se anule.
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3.3.2. SVD Compacta

Antes de ver como se aplica la idea de la Cros-Validación

Generalizada a la Regularización de Tikhonov, conviene re-

cordar la Descomposición en Valores Singulares (SVD) de una

matriz, aśı como su versión compacta (SVD compacta).

SVD estándar

Si An,m es una matriz n × m con entradas en K = R

ó K = C, entonces admite la factorización:

An,m = Un,nΣn,mVT
m,m

donde el supeŕındice T denota la traspuesta o traspuesta con-

jugada, según quién sea el cuerpo K. Las matrices U (orden

n) y V (orden m) son unitarias y Σ es una matriz diagonal

con entradas reales y positivas. Las entradas de Σ general-

mente se toman en orden descendente, para que Σ esté de-
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terminada de forma única, aunque U y V no lo están. Los

valores diagonales de Σ (reales y positivos) se llaman los va-

lores singulares de A. Finalmente, que U y V sean unitarias

significa que:

UUT = UTU = In

VVT = VTV = Im

SVD compacta

La SVD compacta para una matriz An,m se obtiene (teóri-

camente, no en la práctica) a partir de la SVD estándar, de la

siguiente forma. La matriz Σ de la SVD estándar es diagonal

y en general es rectangular. Como los valores singulares están

ordenados de forma decreciente, los últimos posiblemente son

ceros. Si hay q valores singulares no nulos (q coincide con el

rango de A), la SVD compacta (cuyas matrices denotaremos

con el supeŕındice (C)) se obtiene a partir de la completa
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quedándonos sólo con las q primeras columnas de U,V y de

Σ nos quedamos con las primeras q filas y q columnas. Es

decir:

Un,n =

(
U

(C)
n,q U

(resto)
n,n−q

)

Vm,m =

(
V

(C)
m,q V

(resto)
m,m−q

)

Σn,m =

 Σ
(C)
q,q 0q,m−q

0n−q,q 0n−q,m−q


Entonces la SVD compacta de A es:

An,m = U(C)
n,q Σ(C)

q,q (V(C)
m,q)

T

y de esta forma, ahora

Σ(C) = diag(σ1, . . . , σq)

con los σj 6= 0, para 1 ≤ j ≤ q. Las matrices U(C) y V(C) aho-
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ra no son unitarias, pues hemos ’recortado’ algunas columnas

a cada una. Sin embargo, aún se mantienen las relaciones:

(
U(C)

)T
U(C) = Iq

(
V(C)

)T
V(C) = Iq

En muchas ocasiones esta descomposición compacta re-

sulta más conveniente que la estándar, sobre todo porque si

m << n (matrices con muchas más filas que columnas), se

puede calcular mucho más rápido la SVD compacta que la

estándar.

3.3.3. Uso eficiente de GCV

Anteriormente hemos visto cómo la función de Cross Va-

lidación Generalizada (GCV ) se puede simplificar a través

del lema ’Leave-One-Out’, de forma que su evaluación resul-
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ta más eficiente. Sin embargo, utilizarla de esa manera para

la Regularización de Tikhonov aún resulta lento: para cada

valor de λ, conocer GCV (λ) requiere resolver el ajuste por

mı́nimos cuadrados lineales Ã(λ)x ≈ b̃. Vamos a ver cómo

se puede utilizar la SVD compacta para utilizar la función

GCV de forma muy eficiente.

Sea entonces A = UΣVT la descomposición en valores

singulares (SVD estándar) de la matriz original A (antes de

regularizar). Vamos a determinar expĺıcitamente quién es la

matriz H = H(λ) en este caso, utilizando la SVD compacta.

La solución x del problema regularizado es la que minimiza

∣∣∣∣∣∣Ãx− b̃
∣∣∣∣∣∣

2

y sabemos que es la que resuelve las ecuaciones normales, con
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solución única puesto que Ã es de rango máximo:

ÃTÃx = ÃTb̃

Recordando la definición de Ã y b̃, las ecuaciones normales

se escriben como:

(
AT λIm

) A

λIm

x =

(
AT λIm

) b

0m


o bien, operando por bloques

(
ATA + λ2Im

)
x = ATb

Como Ã es de rango completo, ÃT Ã = ATA + λ2Im es

inversible, con lo que

x =
(
ATA + λ2Im

)−1
ATb
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Utilizando la SVD (completa) de A y las propiedades de las

matrices U,Σ,V, se puede operar de la siguiente forma:

An,m = Un,nΣn,mVT
m,m AT = VΣTUT

ATA = VΣTUTUΣVT = VΣTΣVT

ATA+λ2Im = VΣTΣVT+λ2VImVT = V
(
ΣTΣ + λ2Im

)
VT

(
ATA + λ2Im

)−1
= V

(
ΣTΣ + λ2Im

)−1
VT

(
ATA + λ2Im

)−1
AT = V

(
ΣTΣ + λ2Im

)−1
VTVΣUT =

= V
(
ΣTΣ + λ2Im

)−1
ΣTUT

Llamaremos D a la matriz (de orden m× n) siguiente:

D =
(
ΣTΣ + λ2Im

)−1
ΣT

que es diagonal (no cuadrada en general) y cuyos elementos
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diagonales son

σi
σ2
i + λ2

, para 1 ≤ i ≤ m,

y los σi son los valores singulares de A (posiblemente, los

últimos son nulos). Con esta notación resulta:

x =
(
ATA + λ2Im

)−1
ATb = VDUTb

y a partir de aqúı, los valores estimados b̂ según el ajuste son

b̂ = Ax = UΣVTVDUTb = UΣDUTb

con lo que finalmente obtenemos que la matriz H, que da los

valores estimados b̂ en función de los valores originales b (es

decir, b̂ = Hb) es:

H = H(λ) = UΣDUT
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y de los factores que aparecen en esta expresión, solamente

D = D(λ) depende del parámetro λ.

Con esto ya podemos calcular Tr(In − H), que aparece

en el denominador de la función GCV :

Tr(In−H) = Tr(In−UΣDUT ) = Tr
(
U (In −ΣD) UT

)
=

= Tr(In −ΣD)

ya que por ser U una matriz unitaria (ortogonal), conjugar

una matriz por U no afecta a la traza.

Aqúı se aprecia una ventaja de la GCV frente a OCV .

Para conocer los valores hii de H (necesarios para evaluar

OCV ) tendŕıamos que conocer U y calcular H según lo an-

terior. Sin embargo, para evaluar GCV sólo necesitamos la

traza de H, y la podemos conocer solamente a partir de los

valores singulares de A y de λ, sin conocer U.
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Finalmente obtenemos el denominador de la funciónGCV :

Tr(In −H) = Tr(In −ΣD) = Tr(In)− Tr(ΣD) =

= n−
q∑
i=1

σ2
i

σ2
i + λ2

= n−
q∑
i=1

(
1− λ2

σ2
i + λ2

)
=

= n− q +

q∑
i=1

λ2

σ2
i + λ2

(3.5)

siendo q ≤ m el número de valores singulares no nulos (rango

de A).

Para obtener el numerador de GCV de forma simplifi-

cada, aún hay queda algo de trabajo. Recordemos que si

A = UΣVT es la SVD completa de A, entonces hab́ıamos

llegado a que

Ax = UΣDUTb

Pues bien, resulta que la matriz UΣDUT es la misma si U,Σ

son los factores procedentes de la SVD completa o lo son de
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la SVD compacta, es decir:

UΣDUT = U(C)Σ(C)D(C)
(
U(C)

)T

Se puede comprobar fácilmente teniendo en cuenta cómo se

obtiene la SVD compacta a partir de la SVD completa. Por

lo tanto, para lo que sigue podemos utilizar la SVD compac-

ta en lugar de la SVD completa, puesto que es en general

más eficiente computacionalmente. Omitiremos también el

supeŕındice (C) para las matrices de la factorización, aun-

que no hay que olvidar que serán las de la SVD compacta.

El numerador de la función GCV es en general

n∑
i=1

(
bi − f̂λ(ti)

)2

pero en este caso, puesto que f̂λ(t) = b̂ = Ax, es posible
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escribirlo matricialmente como

n∑
i=1

(
bi − f̂λ(ti)

)2
= ||b−Ax||22

Sab́ıamos que

b̂ = Ax = UΣDUTb

si definimos una nueva matriz F = In−ΣD, se puede escribir:

Ax = U(In − F)UTb = UUTb−UFUTb

no hay que olvidar que ahora UUT 6= I pues U es el factor

de la SVD compacta (aunque śı es cierto que UTU = I, lo

utilizaremos después). Entonces:

b−Ax = b−UUTb + UFUTb
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Además resulta que el vector b−UUTb es ortogonal al

vector UFUTb, veamos que el producto escalar de ambos es

cero:

(
UFUTb

)T (
b−UUTb

)
=
(
bTUFTUT

) (
b−UUTb

)
=

= bTUFTUTb− bTUFTUTUUTb =

= bTUFTUTb− bTUFTUTb = 0

Como hemos visto que son ortogonales, resulta que

||b−Ax||22 =
∣∣∣∣b−UUTb + UFUTb

∣∣∣∣2
2

=

=
∣∣∣∣b−UUTb

∣∣∣∣2
2

+
∣∣∣∣UFUTb

∣∣∣∣2
2

(3.6)

El primer sumando en (3.6), que es independiente de λ,
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se puede expresar aśı:

∣∣∣∣b−UUTb
∣∣∣∣2

2
=
∣∣∣∣(I−UUT

)
b
∣∣∣∣2

2
=

=
((

I−UUT
)
b
)T ((

I−UUT
)
b
)

=

= bT
(
I−UUT

)T (
I−UUT

)
b = bT

(
I−UUT

)2
b =

= bT
(
I− 2UUT + UUTUUT

)
b = bT

(
I− 2UUT + UUT

)
b =

= bT
(
I + UUT

)
b = bTb−bTUUTb = bTb−

(
bTU

) (
UTb

)
=

= ||b||22 −
∣∣∣∣UTb

∣∣∣∣2
2

(3.7)

Para terminar, el segundo sumando en (3.6), que śı de-

pende de λ, se puede calcular de esta forma:

∣∣∣∣UFUTb
∣∣∣∣2

2
=
(
UFUTb

)T (
UFUTb

)
=

=
(
bTUFUT

) (
UFUTb

)
=
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= bTUF2UTb =
(
bTUF

) (
FUTb

)
=
∣∣∣∣FUTb

∣∣∣∣2
2

(3.8)

Finalmente, juntando los cálculos previos (3.5, 3.7 y 3.8),

obtenemos la expresión eficiente para evaluar la función GCV

en el caso de la Regularización de Tikhonov:

GCV (λ) =
||b−Ax||22
Tr(I−H)2

=
R0 +Rλ

(n− q + Sλ)2 (3.9)

donde R0 = ||b||22 −
∣∣∣∣UTb

∣∣∣∣2
2

es independiente de λ,

Rλ =
∣∣∣∣FUTb

∣∣∣∣2
2

depende de λ a través de

F = diag

(
λ2

σ2
1 + λ2

, . . . ,
λ2

σ2
q + λ2

)

donde σi son los q valores singulares no nulos de A) y

Sλ =
∑q

i=1
λ2

σ2
i λ

2 es precisamente la traza de F.
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De esta forma, en el contexto de la regularización de Tik-

honov, la expresión (3.9) nos permite evaluar la función GCV

para los valores del parámetro λ que queramos, solamente co-

nociendo la descomposición en valores singulares (SVD) com-

pacta de la matriz del sistema A.

3.3.4. L-Curve

Un criterio alternativo a la GCV para la selección del

parámetro λ en la regularización de Tikhonov, es el llamado

criterio de L-Curve (o de la curva-L) [17]. La curva-L es una

herramienta para el análisis de problemas mal condicionados,

que consiste en un gráfico (para todos los valores del paráme-

tro de regularización) de la norma de la solución regularizada

||x||2 frente a la norma del vector de residuos ||Ax− b||2, en

escala logaŕıtmica para las dos variables.
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Esta curva representa el compromiso entre los dos suman-

dos en la minimización (3.4). Queremos que sean pequeñas

las dos, pero sabemos que al aumentar la primera disminuye

la segunda, y viceversa.

Figura 3.1: Forma caracteŕıstica de una curva-L.

Su representación gráfica normalmente tiene forma de L

(ver Figura 3.1), de ah́ı el nombre de este criterio, con una

vértice diferenciado que separa las partes vertical y horizontal

de la curva. La parte superior (la más vertical) corresponde
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a valores pequeños del parámetro λ, donde el filtrado o regu-

larización es pequeño, y es posible disminuir mucho la norma

del vector de coeficientes x sin afectar demasiado la norma

del residuo Ax− b. En la inferior (la más horizontal), la si-

tuación es justo la contraria, corresponde a valores grandes

del parámetro de regularización, que provocan un aumento

importante del error residual sin prácticamente disminuir la

norma del vector de coeficientes. Por eso, el vértice de la cur-

va es el punto óptimo para tener un equilibrio adecuado entre

dichas normas.

En la práctica, para utilizar este criterio se calculan los

valores de ||Ax− b||2 y ||x||2 para un cierto conjunto de va-

lores del parámetro λ, y se determina numéricamente dónde

está el vértice de la curva y cual es su valor de λ asociado,

que se toma como el óptimo para aplicar la regularización de

Tikhonov.
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3.4. Resultados Experimentales

En esta sección, presentamos una comparativa de los re-

sultados numéricos obtenidos por el algoritmo de ajuste di-

recto. Todos los procedimientos han sido implementado en

Matlab 7 y se ejecutan en plataformas estándar (PC o Mac

con la configuración usual). Los datos altimetricos y de cur-

vatura procedentes de córneas reales usados fueron tomados

por los topógrafos corneales CM02 y Eye Top de la marca

CSO, que en condiciones ideales digitaliza hasta 24 anillos

con 256 puntos equiespaciados angularmente por anilla. El

tiempo de ejecución del ajuste directo, incluidas las estima-

ciones del parámetro de regularización, es muy bajo, aproxi-

madamente 1 segundo por superficie, aproximadamente igual

que el ajuste por polinomios de Zernike.

Para comparar los resultados de distintos métodos de re-

construcción, un criterio es el de mı́nimo MSE (mean squa-
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red error, o error cuadrático medio). Si para los datos (zk)k=1,2,...,N ,

el modelo precide los valores (ẑk)k=1,2,...,N , entonces el MSE

se define como:

MSE =
1

N

N∑
k=1

(zk − ẑk)2

Por supuesto, este no es el único criterio, pero es uno de los

más usados. Un MSE pequeño indica que el modelo ajusta

bien a los datos de entrada. Normalmente, también conviene

tener en cuenta la complejidad del modelo, pues a igualdad

de MSE es preferible un modelo más sencillo. Además, es

posible estudiar la distrubución estad́ıstica de los residuos

(εk) = (zk − ẑk), y analizar por ejemplo si se distribuyen de

forma normal. En el caso de datos corneales, la distribución

del error de medición es poco conocida, con lo que este tipo

de análisis se vuelve más complicado.

La primera cuestión es el tipo RBF a utilizar. Se han rea-
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lizado distintos experimentos con gaussianas, multicuádricas

y de soporte compacto. Aunque los resultados de estos expe-

rimentos no se muestran aqúı, comentaremos que los resulta-

dos con los tres tipos de funciones son comparables, siendo

las gaussianas las funciones más sencillas de las tres, y por

tanto las que hemos decidido utilizar para el ajuste directo.

Una vez que hemos decidido utilizar las RBGF, hay que

elegir cómo se colocan los centros. En la Figura 3.2 se mues-

tra un ejemplo del tipo de malla que se utiliza para colocar

los centros de las RBGF en el ajuste, una rejilla cuadrada

regular. Otro tipo de distribuciones, como la hexagonal, han

sido analizadas, pero no parecen aportar ventajas con respec-

to a la malla cuadrada escogida en la reconstrucción. En la

práctica, parece razonable utilizar mallas de entre 50 y 200

centros aproximadamente.
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Figura 3.2: Malla cuadrada regular de 100 centros para el
ajuste directo por RBFs y reconstrucción de una córnea el
disco unidad.

Una vez decidida la colocación de los centros, la siguien-

te etapa es decidir el valor del parámetro de forma α de las

RBGF (en este algoritmo, es el mismo para todas). Basándo-

nos en el MSE que se obtiene para distinta cantidad de

funciones n en la reconstrucción, se concluye que un valor
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Figura 3.3: Variación del error cuadrático medio MSE segun
el valor del parámetro de forma α de las RBGFs y según el
tamaño de la base n.

cercano a 8 ó 10, aunque dentro de un rango suficientemen-

te amplio, es donde se obtienen los mejores resultados para

todos los valores de n (ver Figura 3.3).

Ahora, una vez fijados n y α, estudiaremos como se com-

porta el problema del ajuste directo desde el punto de vista

del número de condición.
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La Figura 3.4 muestra el comportamiento del número de

condición de la matriz de colocación del problema. Primero

se observa cómo en el caso de no utilizar regularización, el

número de condición de la matriz crece siempre con el ta-

maño de la base n. A partir de n = 300, la inestabilidad

numérica es muy importante. Si utilizamos la regularización

de Tikhonov, con el valor del parámetro λ dado por L-Curve,

se observa cómo el número de condición de la matriz amplia-

da prácticamente es constante en torno a 103, para cualquier

tamaño n de la base .

En cambio, si utilizamos el criterio de GCV, el efecto de

regularizar casi no se nota hasta n = 350 aproximadamente;

pero a partir de ah́ı de nuevo se estabiliza en un valor cercano

a 1014. A pesar de que GCV consigue reducir el número de

condición respecto a no usar la regularización, el valor en el

que se estabiliza es excesivamente grande. Lo que śı consigue
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Figura 3.4: Número de condición del ajuste directo, sin re-
gularización y con ella, usando los criterios L-Curve y GCV.

el criterio GCV es que la matriz del sistema siempre sea de

rango maximal, propiedad que se pierde si no se usa regulari-

zación y el tamaño de la base es mayor a 400. Aparentemente,

el criterio de GCV subestima el parámetro óptimo λ. Este he-

cho ya ha sido comentado en la literatura anteriormente (se

puede consultar [44]).
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Hemos visto que las consecuencias numéricas de elegir

L-Curve o GCV son grandes. Las discrepancias entre los dos

criterios para la selección del λ óptimo sin importantes. En la

Figura 3.5 se representan los valores de dicho parámetro que

proporciona cada uno de los métodos, para distintos tamaños

de la base n.
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Figura 3.5: Valor de los parámetros de regularización dados
según los criterios L-Curve y GCV.
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Analicemos el comportamiento del error cuadrático me-

dio MSE de la reconstrucción en tres casos: sin regularizar

y con regularización, para los dos criterios estudiados (ver

Figura 3.6).
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Figura 3.6: Variación del error cuadrático medio MSE segun
el tamaño de la base n, utilizando la regularización con los
dos criterios estudiados, y sin ella.
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Observamos que, desde el punto de vista del MSE del

ajuste, regularizar con GCV es casi equivalente a no regula-

rizar, lo que es coherente con lo que muestra la Figura 3.4.

En el caso de regularizar con L-Curve, es conveniente utilizar

n próximo a 100, puesto que aunque crezca mucho el tamaño

de la base, el MSE se mantiene constante.

Como conclusiones parciales, podemos decir que L-Curve

es un criterio demasiado conservador. Tiende a proporcionar

un número de condición bajo, lo cual no es malo, pero tam-

poco es necesario llegar a ese nivel. En cambio, GCV es más

arriesgado: el número de condición de la matriz ampliada pue-

de ser excesivamente alto. En consecuencia, tal vez un criterio

combinado, que promedie de alguna forma los dos menciona-

dos, proporcione los resultados óptimos en la práctica.

Finalmente, se muestran algunas córneas reconstrúıdas

con el ajuste directo. La primera, en la Figura 3.7, se mues-
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tran las curvas de nivel de la reconstrucción total (esfera de

mejor ajuste + ajuste por RBGF). En la Figura 3.8, se mues-

tran otras dos reconstrucciones, esta vez solamente el suman-

do E en (3.1) (se omite la esfera de mejor ajuste). Este tipo

de representación facilita la visualización, ya que la forma

esférica puede encubrir los principales rasgos de una córnea.

Figura 3.7: Curvas de nivel de la reconstrucción de una
córnea mediante el ajuste directo.
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Figura 3.8: Reconstrucción con el ajuste directo de dos super-
ficies corneales, previamente ajustadas por la esfera de mejor
ajuste. Arriba: córnea operada mediante ablación láser. Aba-
jo: córnea sana, sin ciruǵıa.
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Caṕıtulo 4

Ajuste Iterativo
Adaptativo

Vamos a desarrollar aqúı un algoritmo original para la

reconstrucción de superficies, utilizando las llamadas funcio-

nes de base radial gaussianas anisótropsa (A-RBGF). Igual

que en el caso del ajuste directo, es conveniente pre-ajustar

los datos que suministra el topógrafo corneal por una esfera

(cuando sean de altimetŕıa) o por un plano (cuando sean de

curvatura). A continuación, el residuo será ajustado por una

combinación lineal de las A-RBGF, que serán constrúıdas
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dinámicamente a partir de los propios datos, y no fijas como

en el caso anterior. Para que un algoritmo de este tipo funcio-

ne correctamente, los criterios para seleccionar los centros de

las A-RBGF, sus parámetros de forma y coeficientes, deben

escogerse con cuidado, lo cual será discutido a lo largo del

caṕıtulo.

Otra cuestión importante es decidir cuántas funciones de

este tipo se utilizan para la reconstrucción. Se comentan al-

gunos criterios de parada que pueden utilizarse, además de

la opción de ajustar con un determinado número de funcio-

nes y aplicar un filtrado posterior. Finalmente, se muestra la

potencia del método con algunos resultados experimentales,

basados en nuestras simulaciones con ordenador, la mayoŕıa

de ellas con córneas reales.
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4.1. Pre-ajuste

Consideraremos los mismos datos de entrada que para el

ajuste directo, es decir, una nuble tridimensional de puntos

(xk, yk, zk), k = 1, . . . , N . El pre-ajuste por la esfera, comen-

tado en el Capitulo 2, es identico ahora. A los errores residua-

les, que ahora irán cambiando con cada iteración, serán ahora

ε
(1)
k = zk−S(xk, yk), y el supeŕındice indica que estos son los

residuos iniciales, antes de ejecutar el algoritmo iterativo que

se va a describir.

Naturalmente, si no pre-ajusta por la esfera, es perfecta-

mente posible tomar ε
(1)
k = zk y utilizar el algoritmo igual-

mente. O bien, si se prefiere ajustar por un plano, simplemen-

te hay que restar a los datos su media, y definir ε
(1)
k = zk−z.

Para los datos corneales, es siempre conveniente preajustar

por la esfera o por el plano, y entonces reconstruir los resi-

duos.
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4.2. Procedimiento de ajuste

Como resultado del paso anterior, los errores residuales

ε
(1)
k contienen información relevante de la superficie corneal

además de ruido. Nuestro objetivo es ajustar esos residuos por

una función E(x, y), de tal forma que la expresión anaĺıtica

para la altura de la córnea viene dada por

Cornea(x, y) = S(x, y) + E(x, y), (4.1)

De esta forma, S contiene la forma esencial de la córnea,

mientras que en E son capturadas las pequeñas irregularida-

des de la superficie. La función E está dada por una combi-

nación lineal de n funciones de un diccionario dado,

E(x, y) = En(x, y) =
n∑
j=1

cj hj(x, y). (4.2)
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En un esquema ideal, n depende de los datos reales, y debe ser

lo bastante grande para que toda la información relevante de

las medidas de elevación esté modelada en E, pero no excesi-

vamente grande para evitar sobre-parametrizar el problema y

ajustar el ruido. Para solventar las ya mencionadas dificulta-

des de los polinomios de Zernike, usaremos como diccionario

las funciones de base radial gaussianas, de la forma:

h(x, y) = exp
(
− ||P −Q||2A

)
, P = (x, y)T ,

donde el supeŕındice T denota la trasposición matricial, Q =

(Qx, Qy)
T es un cierto punto del plano(llamado el “centro” de

la función) y A es una matriz definida positiva en R2×2. Para

una tal matriz, la A-norma de un punto (vector columna) se
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define como

||P ||A =
√
P TAP =

√
αx x2 + αy y2 + 2αxy xy,

para A =

 αx αxy

αxy αy

 con αx > 0 y αxαy > α2
xy.

En general, estas son funciones de base radial anisótropas,

que resultan ser funciones de base radial estándar cuando los

dos autovalores de A coinciden (en otras palabras, cuando A

es un múltiplo positivo de la matriz identidad I2).

Por tanto, buscamos una expresión de la forma

Cornea(x, y) = S(x, y)

+

n∑
j=1

cj exp

(
−
∣∣∣∣∣∣P −Q(j)

∣∣∣∣∣∣2
Aj

)
, P = (x, y)T .

Claramente, cualquier procedimiento de ajuste debe hacer

una selección adecuada de todos los parámetros, a saber:
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centros Q(j);

matrices de forma (o parámtros de forma) Aj ;

coeficientes (factores de escala) cj ;

número de terminos n en la representación funcional.

Proponemos un algoritmo iterativo de reconstrucción, tal

que en cada paso, se ajusta parcialmente el error residual por

una RBGF anisotrópica (A-RBGF), y se calculan los nuevos

residuos, que serán los datos de entrada para la siguiente

iteración. Para mantener al máximo los grados de libertad de

la reconstrucción, los centros, los parámetros (o matrices) de

forma y los coeficientes serán seleccionados dinámicamente

dependiendo de los datos residuales en cada etapa.
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4.3. Descripción del algoritmo iterativo

Supongamos que Ej−1 ya está calculado previamente (to-

mamos E0 ≡ 0). Los datos de entrada para la j-ésima ite-

ración (j = 1, 2, . . . ) es la nube (xk, yk, ε
(j)
k ) de nodos P k =

(xk, yk)
T y sus correspondientes residuos ε

(j)
k , k = 1, 2, . . . , N ;

recordamos que ε
(1)
k = zk − S(xk, yk) son los primeros datos

residuales tras el ajuste inicial por la esfera de mejor ajuste.

Realizamos los siguientes pasos:

Paso 1: selección de los centros Q(j).

El problema de selección del centro de una función de ba-

se radial se ha discutido en [23]. En este art́ıculo, los centros

se escogen como nodos P k de entre los propios datos , usando

el criterio de máximizar la “cross-correlación”. Este método,

a pesar de ser computacionalmente intensivo, se puede imple-

mentar para mejorar los resultados en el paso 1. Sin embargo,

en la práctica hemos encontrado que el criterio (mucho más
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simple) de escoger como el centro el nodo con mayor residuo

(en valor absoluto) proporciona resultados igualmente satis-

factorios, con un coste mucho menor; además, este criterio

se correlaciona con la geometria de la A-RBGF, ya que ésta

alcanza su máximo en el centro. Por tanto, escogemos:

Q(j) = (xk0 , yk0)T donde k0 = arg máx
k
|ε(j)
k |

and denote

m(j) := ε
(j)
k0
.

Paso 2: filtrado dinámico

Como se mencionaba antes, los datos altimétricos obteni-

dos de los dispositivos de medida como queratógrafos están

contaminados por ruido. A pesar de que hay alguna informa-

ción sobre la distribución estad́ıstica de esos errores, la in-

formación es aún muy limitada. Para afrontar este problema,
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necesitamos filtrar aquellos datos que claramente correspon-

den a errores de medición y por tanto estropean la calidad

de la reconstrucción. Esto se puede hacer previamente, antes

de comenzar el procedimiento de ajuste, como en [2]. Pero

aqúı hemos escogido una alternativa más simple, que da bue-

nos resultados: una vez que el centro Q(j) se ha seleccionado,

comprobamos el número, `k, de nodos P k que caen dentro del

mayor disco posible centrado en Q(j) que contiene solamen-

te nodos cuyos residuos tienen el mismo signo que m(j). Es

decir, consideramos los nodos más cercanos al centro con re-

siduos del mismo signo. Si `k < 20, consideramos que Q(j) es

un dato anomalo y no lo consideramos como un centro válido

en esta iteración. Esto se puede hacer simplemente poniendo

ε
(j)
k0

= 0, despues de lo cual se vuelve al paso 1. De otro modo,

avanzamos al siguiente paso.

Obviamente, este paso se puede ignorar si sabemos que los
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datos son exactos o si el error que contienen es despreciable.

Como ya se ha dicho, en el caso de superficies corneales, esto

no es aśı, por lo que es necesario incluir esta etapa.

Paso 3: selección de los parámetros de forma

Primero determinamos los nodos de influencia Pj(s). Es-

tos son el conjunto maximal de como máximo s nodos P k

cercanos a Q(j) con residuos del mismo signo que m(j). Hay

que observar que Pj(s1) ⊂ Pj(s2) si s1 ≤ s2. Es convenien-

te paralelizar los cálculos siguientes para varios valores de s:

hemos realizado experimentos numéricos usando los valores

s = [smı́n, 100, 150, 200, 300], donde smı́n = mı́n(`k, 50), y `k

fue definido en el Paso 2.

Las condiciones de interpolación

ε
(j)
k0
hj(xk, yk) = ε

(j)
k , k ∈ Pj(s),

son equivalentes al sistema lineal de ecuaciones sobredeter-
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minado

αx (xk − xk0)2 + 2αxy (xk − xk0)(yk − yk0)

+αy (yk − yk0)2 = log

(
ε

(j)
k0

ε
(j)
k

)
, k ∈ Pj(s)

(4.3)

cuyas incógnitas son las 3 entradas desconocidas de la matriz

de forma

Aj =

 αx αxy

αxy αy

 .

Este problema se resuelve en el sentido de mı́nimos cuadrados

ponderados (MCP), donde la k-ésima ecuación se multiplica

por ηk := (1 +
∣∣∣∣∣∣P k −Q(j)

∣∣∣∣∣∣2)−1 para considerar la mayor

influencia de los nodos próximos al centro Q(j) en la matriz

de forma Aj . Esta solución se obtiene por métodos estándar,

como la factorización QR de la matriz de colocación corres-

pondiente al sistema (4.3), o la descomposición en valores

singulares. Se puede consultar por ejemplo [41].
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Hay que remarcar que debido a la selección del centro

actual Q(j),

tk := log

(
ε

(j)
k0

ε
(j)
k

)
≥ 0, k ∈ Pj(s).

Sin embargo, esta condición no garantiza que la matriz solu-

ción Aj of (4.3) en el sentido de mı́nimos cuadrados ponde-

rados descrita arriba sea definida positiva. Esto normalmente

ocurre en la periferia de la envolvente convexa de los nodos,

donde l aausencia de datos en alguna dirección puede propi-

ciar una matriz Aj no definida positiva. A pesar de que la

correspondiente función hj ajustaŕıa los datos correctamente

de forma local, no es válida, ya que creceŕıa exponencialmen-

te en la dirección del autovalor negativo de Aj , destruyendo

aśı el ajuste previo lejos del centro de la función.

Para solucionar este problema, examinamos la solución

Aj del sistema (4.3): si no es definida positiva, interpreta-
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mos que hay una carencia de datos en un entorno de Q(j) y

forazamos a la función hj a ser una función de base radial

isométrica (estándar): Aj = αI2. De esta forma, el sistema

(4.3) se reduce a

α
∣∣∣∣∣∣P k −Q(j)

∣∣∣∣∣∣2 = tk, k ∈ Pj(s) (4.4)

donde la solución en el sentido de MCP es

α =
∑

k∈Pj(s)

θk tk,

with

θk =
η2
k

∣∣∣∣∣∣P k −Q(j)
∣∣∣∣∣∣2∑

t∈Pj(s) η
2
t

∣∣∣∣∣∣P t −Q(j)
∣∣∣∣∣∣4

y ηk =

(
1 +

∣∣∣∣∣∣P k −Q(j)
∣∣∣∣∣∣2)−1

. Observar que en este caso α
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es positivo por construcción, y definimos

hj(x, y) = exp

(
−α

∣∣∣∣∣∣P −Q(j)
∣∣∣∣∣∣2) , P = (x, y)T .

Paso 4: selección del factor de escala.

Podemos calcular el coeficiente cj de

cj hj(xk, yk) = ε
(j)
k , k ∈ Pj(s),

usando MCP con los mismos pesos ηk:

cj =
∑

k∈Pj(s)

γk ε
(j)
k ,

with

γk =
η2
k hj(xk, yk)∑

t∈Pj(s) η
2
t hj(xk, yk)

2
.

Sin embargo, hay que anotar que los experimentos numéri-

cos revelan que la condición de interpolación ck = m(j) da
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resultados que no son peores, siendo bastante más simple.

Paso 4: cálculo de los nuevos residuos.

Con los valores de cj y Aj recién calculados, obtenemos

ε
(j+1)
k = ε

(j)
k − cj hj(xk, yk).

Como se mencionó antes, todos los cálculos se han realizado

de forma paralela para distintos valores de s (tipicamente, de

3 a 5 valores, entre 50 and 300), y por tanto, distintos conjun-

tos anidados de nodos de influencia Pj(s) se han considerado

simultáneamente. Ahora, mantenemos como válido el valor de

s (y sus correspondiente valores de cj y Aj) que proporciona

la menor norma del vector de residuos (ε
(j+1)
k ), y desechamos

el resto de valores. Observar que una vez hecho esto, el va-

lor de s ya no tiene influencia ninguna en la reconstrucción,

solamente sus valores cj y Aj asociados. Como resultado, en-

contramos la nueva aproximación Ej = Ej−1 + cj hj .
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Como paso final, comprobamos el criterio de parada, que

va a ser discutido a continuación. Si este criterio no se verifica,

incrementamos el contador de iteración j en 1 y vaolvemos

al Paso 1.

Como resultado, tras la ejecución del ciclo iterativo, se

obtiene una expresión anaĺıtica para la superficie del tipo

E(P) =

n∑
j=1

cjexp

(
−
∣∣∣∣∣∣P−Q(j)

∣∣∣∣∣∣2
Aj

)
, P = (x, y) (4.5)

4.4. Criterio de parada

En teoŕıa, el algoritmo se ejecuta indefinidamente, dando

una función interpolante, y en consecuencia, un vector resi-

dual nulo. En la vida real, con datos contaminados de ruido es

muy importante el problema de seleccionar el orden del mode-

lo: queremos capturar toda la información relevante, pero con

el menor número posible de funciones, sin sobre-parametrizar
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el modelo y sin ajustar el ruido. Muchas soluciones a este pro-

blema se han descrito en la literatura. Por ejemplo, la elección

del número de polinomios de Zernike para la reconstrucción

modal de datos altimétricos se ha discutido en [3, 22].

Los métodos estadisticos de selección del número n apro-

piado en (4.2) normalmente hacen hipótesis sobre el ruido. Sin

embargo, apenas hay información a priori sobre cotas de ruido

de medición o sobre cómo se distribuye. De acuerdo con [40],

los errores no se pueden considerar como variables aleatorias

i.i.d., a pesar de que la hipótesis de que están normalmen-

te distribuidos (con varianza proporcional al cuadrado de la

distancia del nodo al centro de la córnea) es aparentemen-

te razonable. Estos criterios suelen ser computacionalmente

intensivos [3, 18].

Métodos menos costosos utilizan criterios de teoŕıa de in-

formación, como el Criterio de Información de Akaike (AIC),
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o el Criterio de Detección Eficiente (EDC) [33], que estudia

la evolución de

EDCj(p) = N log (MSEj) + j(N logN)p, 0 < p < 1,

con

MSEj =
ρ2

N

N∑
k=1

(
ε

(j)
k

)2
, ρ = máx

k
||Pk|| . (4.6)

El valor de p normalmente se escoge experimentalmente.

Sin embargo, se puede ganar información analizando di-

rectamente el comportamiento de los errores normalizados

definidos en (4.6). T́ıpicamente, esos errores empiezan a de-

caer con tasa exponencial y orden de convergencia medio ma-

yor que 1. Después de un número de iteraciones, se observa

una estabilización de esta tasa de decaimiento, que se hace

lineal; esto normalmente pasa cuando los valores de MSEj
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están entre 10−3 y 10−4 µm2. Basado en la experiencia, he-

mos utilizado con éxito el siguiente criterio de parada: permi-

timos que el algoritmo se ejecute hasta 50 iteraciones (esto es

prácticamente instantáneo) y calculamos las pendientes pon-

deradas

δMSEj =
log(MSEj+1/MSEj)

j
.

La sucesión δMSEj , a pesar de ser oscilatoria, es negativa

y tiende a cero, aśı que buscamos la última iteración 1 ≤

J1 ≤ 50 en la que δMSEj ≥ −0,02. Si MSEJ1 < 10−3 µm2,

fijamos J1 + 1 como la iteración de parada. Si no, buscamos

la última iteración 1 ≤ J2 ≤ 50 en la que δMSEj ≥ −0,01, y

paramos el algoritmo en la (J2 + 1)-ésima iteración.

Una alternativa al criterio de parada, descrita en [31], es

aplicar el algoritmo con un número fijo de iteraciones y pos-

teriormente filtrar aquellas funciones que consideramos inne-

cesarias o perjudiciales para la reconstrucción. La representa-
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ción funcional (4.5) permite un análisis multi-resolución, en

el cual las bandas de valores Volj := cj/
√

detAj (un valor

proporcional al volumen total bajo la j-ésima función) puede

especificar diferentes niveles de resolución. En particular, se

puede considerar que las A-RBGF con valores de Volj pe-

queños corresponden al ruido.

Esto motiva el enfoque de filtrado dado en [12,13] para la

eliminación del ruido, poniendo a cero todos los coeficientes

cj para los que la condición Volj < ε se cumpla. La selección

del parámetro ε > 0 juega obviamente un papel crucial, y su

valor debe estar basado o bien en la distribución estad́ıstica

del ruido (poco conocida, en el caso de datos corneales) o en

experimentos previos.
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4.5. Resultados Experimentales

En esta sección, presentamos una comparativa de los re-

sultados numéricos obtenidos por nuestro método aplicado

tanto a córneas simuladas como sintéticas. Todos los procedi-

mientos han sido implementado en Matlab 7 y se ejecutan en

plataformas estándar (PC o Mac con la configuración usual).

Los datos altimetricos y de curvatura procedentes de córneas

reales usados fueron tomados por los topógrafos corneales

CM02 y Eye Top de la marca CSO, que en condiciones idea-

les digitaliza hasta 24 anillos con 256 puntos equiespaciados

angularmente por anilla.

Ya que el procedimiento esta pensado para reconstrucción

en tiempo real de los datos corneales, cualesquiera métodos

computacionalmente intensivos deben ser descartados. Sin

embargo, en nuestra implementación en Matlab, el tiempo

de ejecución es muy reducido, aproximadamente 1 segundo
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por superficie.

Primero mostramos la potencia de la metodoloǵıa pro-

puesta usando algunos modelos de superficies elementales,

comenzando por el ejemplo mas sencillo: una superficie que

es la combinación lineal de tres exponenciales,

Cornea(x, y) =
3∑
j=1

cj exp
(
−
∣∣∣∣P −Qj

∣∣∣∣2
Aj

)
, P = (x, y)T ,

con Q1 = (0,3,−0,4)T , Q2 = (0,7, 0,1)T , Q3 = (−0,4, 0,3)T ,

c1 = 0,02, c2 = −0,015, c3 = 0,02, y

A1 =

10 −7

−7 20

 , A2 =

15 3,5

3,5 10

 , A3 =

20 −6

−6 12

 .

Esta superficie obviamente está exagerada de lo que seria

el residuo normal (respecto a la esfera) de una cornea nor-

mal, pero se ha considerado importante incluirlo con fines
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Figura 4.1: Ejemplo del rendimiento del algoritmo iterativo
en el caso sencillo de datos muestreados de una superficie
dada por tres gaussianas (arriba a la izquierda): la primera
iteración (arriba a la derecha) localiza el “pico” más alto,
mientras que las dos siguientes (abajo) capturan el resto de
la superficie original.

ilustrativos. El resultado de las tres primeras iteraciones del

algoritmo se pueden ver en la Figura 4.1.

Ahora se añade un ruido blanco de medición (ruido Gaus-

siano con media cero) a los datos de la superficie anterior.

Concretamente, con varianza del 10 % de la altura máxima
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de la superficie. En la mayoŕıa de aplicaciones en óptica esto

correspondeŕıa a un nivel de ruido tremendamente grande,

teniéndose prácticamente siempre niveles menores. Conviene

remarcar que para el algoritmo propuesto no es necesario co-

nocer la distribución estad́ıstica del ruido. Como resultado de

la ejecución, los tres centros de las Gaussianas fueron estima-

dos correctamente, a pesar de que los autovalores de las ma-

trices de forma Aj fueron ligeramente sobreestimados (ver la

Figura 4.2); esta sobreestimación se corrige en las iteraciones

siguientes del algoritmo, añadiendo algunas otras A-RBGF

con centros concentrados alrededor de los tres centros de la

superficie original.

El error global, medido por MSEj , tiende a decrecer

monótonamente con tasa exponencial. El comportamiento

t́ıpico para la reconstrucción de datos altimétricos tanto pa-

ra corneales reales y sintéticas se puede observar en la Figu-
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Figura 4.2: Rendimiento del algoritmo con los mismos datos
de la Figura 4.1, contaminados con ruido blanco del 10 % de
la altura máxima. Se muestran los datos con ruido (arriba a
la izquierda)

ra 4.3. En particular, en todos los casos se observa el compor-

tamiento antes mencionado de la transición del decaimiento

supra-exponencial al lineal, el cual se usa como criterio de

parada. Para comparar, se han reconstruido los mismos da-

tos con polinomios de Zernike utilizando el método estándar

de mı́nimos cuadrados. El MSEj para la reconstrucción con

Zernikes se muestra en los mismos ejes coordenados, donde

j indica el número total de polinomiso de Zernike utilizados.



4.5 Resultados Experimentales 111

Recordamos que

j =
(m+ 1)(m+ 2)

2
,

donde m es el máximo orden radial utilizado.

Observamos dos fenómenos destacables en esas gráficas.

Primero, los polinomios de Zernike rápidamente capturan la

forma global de la córnea, lo cual se expresa en la rápida

caida inicial del erro. Sin embargo, los pequeños detalles de

la superficie (como las áreas localizadas con mayor pendiente)

son mucho más dificil de ajustar con esta herramienta. Ello

explica la clara saturación en el comportamiento del error

con Zernikes después de una cierta cantidad de polinomios

(t́ıpicamente, entre 21 y 36 polinomios, que corresponden a

un orden radial 5 ≤ m ≤ 7). Esto no ocurre en el caso de

la reconstucción con A-RBGF, cuyo carácter adaptativo y

multi-escala permite que se ajusten correctamente a los datos
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en cada iteración.

Por otro lado, los experimentos numéricos muestran otro

fenómeno interesante relacionado con el criterio de parada

que se ha propuesto: en la mayoŕıa de situaciones el momento

de parada se corresponde a un número de iteraciones j para el

cual MSEj es aproximadamente igual para los dos métodos,

el ajuste por A-RBGF y por polinomios de Zernike.

A pesar de lo que puedan ilustrar estas gráficas, el error

global no es la mejor forma de comprar los dos métodos de

reconstrucción. Recordamos que el enfoque modal con polino-

mios de Zernike se plantea precisamente para lograr el menor

MSEj posible para cada j; mientras que el algoritmo itera-

tivo propuesto aqúı tiene otro objetivo totalmente distinto:

localizar la parte más “abultada” de la superficie, modelarla

por una A-RBGF de parámetros adecuados e incorporarla a

la expresión anaĺıtica (4.1).
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Figura 4.3: Comparativa de MSEj para reconstrucción de
datos altimétricos por polinomios de Zernike y con el ajuste
por A-RBGF. Arriba a la izquierda: córnea simulada, dada
como combinación lineal de 10 funciones gaussianas. Arriba
a la derecha: córnea normal (sana). Abajo: dos córneas con
queratocono. La flecha señala el momento de parada segun el
criterio descrito antes.
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Esto se puede ilustrar ajustando una córnea sintética con

una cicatriz simulada, usada anteriormente en [27]. Su mapa

de curvas de nivel está representado en la Figura 4.4, arriba

a la izquierda. Arriba a la derecha se muestran las curvas de

nivel de la superficie reconstruida con el algoritmo adaptativo

descrito aqúı, usando 20 funciones. Abajo, los otros dos gráfi-

cos corresponden a las curvas de nivel de la misma superficie

reconstruida con polinomios de Zernike, concretamente la de

la izquierda con 36 (orden radial 7) y la de la derecha con

136 (orden radial 15).

La situación se vuelve más evidente si comparamos los

errores residuales sobre la octava anilla para ambos méto-

dos (Figura 4.5, izquierda): mientras que los polinomios de

Zernike funcionan perfectamente en las partes suaves de la

superficie, tienen dificultades para adaptarse en las zonas de

pendiente más cambiante, mientras que el algoritmo basado
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Figura 4.4: Comparación de la reconstrucción de una córnea
simulada con una “cicatriz” (arriba a la izquierda) con 20
iteraciones del algoritmo adaptativo (arriba a la derecha);
y con 36 y 136 polinomios de Zernike (abajo, izquierda y
derecha resp.)

en A-RGBF utiliza su carácter adaptativo y multi-escala pa-

ra ajustar la superficie casi perfectamente a lo largo de toda

la anilla después de pocas iteraciones. Para el ajuste con poli-

nomios de Zernike, al MSE le cuesta bastante avanzar, como

se ilustra en la Figura 4.5, derecha.
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Figura 4.5: Izquierda: errores residuales en la anilla 8 pa-
ra una la córnea simulada con cicatriz, reconstrúıda con 20
iteraciones del algoritmo adaptativo (ĺınea gruesa) y con 36
polinomios de Zernike (ĺınea discontinua). Derecha: MSEj
para la recontrucción de la misma córnea con polinomios de
Zerinke y con el ajuste por A-RBGF.

Otra indicación del comportamiento consistente del algo-

ritmo iterativo propuesto es la evolución de los parámetros

calculados dinámicamente en cada iteración. A pesar de que

los autovalores de la matriz de forma Aj tienden a crecer y

pueden llegar a ser bastante grandes (cuando se ajusta una

zona pequeña muy “abrupta”), su cociente (llamado el núme-

ro de condición espectral de Aj) se mantiene acotado, con al-

gunas excepciones; recordamos que el número de condición 1
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Figura 4.6: Evolución t́ıpica del número de condición de la
matriz Aj (parámetro de forma de la A-RBGF) (izquierda)
y factores de scala cj (derecha).

corresponde a una función de base radial estándar (isotrópi-

ca). Por otro lado, los factores de escala cj decrecen de forma

estable, de acuerdo con la reducción gradual de los errores

residuales (Figura 4.6).

Observando el momento de parada, los experimentos rea-

lizados con córneas reales y sintéticas muestran que el número

razonable de iteraciones está entre 20 y 40; no hay una clara

correlación entre el número de iteraciones y el estado cĺınico

(normal, enferma, etc) de la córnea, como muestra la Figu-

ra 4.3. Por este motivo, hemos considerado apropiado realizar



118 Ajuste Iterativo Adaptativo

50 iteraciones (aprovechando la velocidad del algoritmo) para

a posteriori decidir el número adecuado de funciones n en la

expresión funcional (4.2).

Sin embargo, parece hacer más correlación con la posi-

ción y el agrupamiento de los centros Q(j) de las A-RBGF:

para corneas normales, los centros normalmente se colocan

en la parte más periférica, donde hay las oscilaciones más

importantes, mientras que para corneas afectadas de quera-

tocono observamos cómo algunos centros coindicen con la de-

formación (el llamado “cono”) ya en las primeras iteraciones

(Figura 4.7).

El algoritmo iterativo descrito es adecuado para la recons-

trucción de cualquier superficie a partir de un conjunto dis-

creto de puntos de ella. En particular, se puede reconstruir un

mapa de poder corneal, o el frente de onda (ver Figura 4.9).

Teniendo en cuenta la forma t́ıpica de tales superficies, es
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Figura 4.7: Posiciones de los centros de las primeras 20 A-
RBGF para una córnea normal (izquierda) y una con que-
ratocono (derecha). Las ĺıneas son las curvas de nivel de la
córnea reconstrúıda, una vez eliminada la esfera de mejor
ajuste.

Figura 4.8: Córneas reconstrúıdas con el algoritmo basado
en A-RBGF: córnea normal (izquierda) y queratocónica (de-
recha). Se muestran además los centros de las A-RBGF y
curvas de nivel de cada una, que son elipes o circunferencias.
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Figura 4.9: Evolución de MSEj para datos de poder refrac-
tivo corneal reconstrúıdos por polinomios de Zernike y por el
ajuste por A-RBGF.

conveniente saltarse el paso de ajuste previo por la esfera de

mejor ajuste, haciendo S ≡ 0 in (4.1). O alternativamente,

ajustar un plano a los datos y calcular los residuos respecto

de él (esto equivale a restar a los datos su propia media).



Caṕıtulo 5

Conclusiones

En este trabajo, desarrollamos un método adaptativo de

ajuste para datos corneales, combinando la simplicidad del

enfoque modal con las ventajas de una reconstrucción zonal.

Consiste en un ajuste preliminar (no es imprescindible) de

los datos con alguna función global (una esfera en el caso de

datos altimétricos, o bien un plano para datos de curvatura,

etc) y un procedimiento interativo que añade términos a la re-

presentación funcional de la superficie. Cada término consiste

en una función de base radial anisotropica, de tipo gaussiano,
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con una escala adecuada. Sus parámetros se calculan dinámi-

camente y permiten ajustar los datos en cada iteración inde-

pendientemente de la escala. El método también incluye un

procedimiento de filtrado para descartar los datos anómalos

(aquellos que corresponden claramente a errores de medición)

y un criterio de parada que permite elegir el número final de

términos en la representación anaĺıtica de la superficie, de

acuerdo con la evolución del error residual.

La implementación numérica de este algoritmo en un or-

denador personal estándar es muy rápida (el tiempo de eje-

cución esta por debajo de 2 segundos). Los resultados expe-

rimentales nos permiten obtener las siguientes conclusiones:

el ajuste por mı́nimos cuadrados de una combinación

lineal de polinomios de Zernike de orden radial bajo

(entre 4 y 6, como máximo) es adecuado para los ca-

sos de córneas normales. Se puede usar además para
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obtener las principales caracteŕısticas de la forma de

la superficie. Sin embargo, para córneas altamente abe-

rradas, el procedimiento basado en Zernike se satura

relativamente pronto, y necesitamos un número exage-

radamente grande ed términos para alcanzar el nivel de

precisión requerido en las regiones de mayor pendiente,

lo que conlleva un sobre-parametrizado del modelo y

necesariamente ajustar gran parte del ruido de la me-

dida. Finalmente, la complejidad de cada término en la

representación funcional aumenta con el ı́ndice.

en contraste, el método iterativo presentado aqúı mues-

tra una cáıda exponencial constante del error de ajuste,

independientemente de la complejidad de la córnea. Su

tasa real está influida básicamente por la distrubición

de los residuos: la rápida cáıda en las primeras itera-

ciones, cuando se reconstruyen las partes más salientes,
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es seguida por una cáıda lineal estable, cuando esen-

cialmente lo que se ajusta es el ruido. Esto se puede

utilizar como criterio de parada para el procedimiento

iterativo. De esta forma, se utiliza la mı́nima cantidad

posible de funciones en la representación anaĺıtica de

cada córnea.

como alternativa al criterio de parada, es posible uti-

lizar un filtrado posterior de las funciones base, elimi-

nando aquellas con volumen muy pequeño, que son las

que producen las mayores oscilaciones en la reconstruc-

ción y suponemos que corresponden al ruido. De esta

forma, la superficie final queda suavizada sin apenas

alterarla, y con un número pequeño de términos en su

representación funcional.

a diferencia de lo que ocurre con los polinomios de Zer-

nike, la complejidad de cada término en la representa-
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ción funcional con las A-RBGF es la misma, pero sus

parámetros cambian para adaptarse a la escala actual.

Esta escala esta determinada solamente por los errores

residuales y no por el número de iteración.

debido al carácter localizado de las A-RBGF, la ubica-

ción y agrupamiento de sus centros, aśı como el tamaño

de sus parámetros de forma, proporciona una informa-

ción espacial adicional sobre las regiones de mayor irre-

gularidad. Estas ideas han sido usadas en la elaboración

de nuevos ı́ndices corneales de irregularidad para detec-

ción de enfermedades de la córnea, y están actualmente

en estudio [32].

la sensibilidad de los coeficientes de Zernike al descen-

trado de los datos con respecto al ápex de la córnea

se ha notificado en la literatura repetidamente. Debido

al carácter local inherente al método de ajuste por A-
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RBGF, este método es mucho más estable con respecto

al desalineamiento.

la reconstrucción basada en Zernikes es también muy

sensible a anillas con datos incompletos. En la práctica

cĺınica, ésto está usualmente provocado por obstruc-

ción de pestañas o la falta de fluido en la capa lagri-

mal. Aún aśı, una buena parte de los datos de cada

anilla incompleta está disponible, y es utilizada para la

reconstrucción iterativa mediante A-RBGF, siendo mu-

chos sensible a esta información faltante que el ajuste

por Zernike.

para el ajuste directo, la base está fija y es indepen-

diente del conjunto de datos. Esto permite precalcular

y almacenar los valores de las derivadas y coeficientes de

cuadratura de las funciones de la base, permitiendo la

obtención de forma muy rápida y precisa de gradientes,
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vectores normales y curvaturas de la superficie. Todos

estos parámetros tienen gran importancia en la óptica

y la visión.

un inconveniente del algoritmo de A-RBGF es que la

evaluación de la superficie reconstrúıda no es tan rápi-

da como en el caso del ajuste directo, ya que en esta

ocasión la base no es fija, si no que depende de cada su-

perficie en concreto. Además no es posible precalcular

las derivadas direccionales u otros parámetros, aunque

debido a la expresión anaĺıtica sencilla de una A-RBGF,

śı es posible obtener fórmulas cerradas con más o menos

facilidad. A pesar de todo, en la práctica es posible uti-

lizar el algoritmo con prácticamente la misma eficiencia

que el ajuste directo u otros métodos existentes, como

los polinomios de Zernike.

el ajuste directo presenta fundamentalmente un incon-
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veniente: la sobreparametrización. Es posible que en

ocasiones, muchas de las funciones de la representación

funcional sean innecesarias para la reconstrucción de

una córnea en concreto.

además de los algoritmos de reconstrucción, se ha estu-

diado el procedimiento general de la regularización de

Tikhonov, aplicable a cualquier sistema lineal mal con-

dicionado, aśı como dos de los principales criterios que

se utilizan para estimar el valor apropiado del paráme-

tro de regularización, L-Curva y GCV. De paso, tam-

bién se ha visto cómo la descomposición en valores sin-

gulares (SVD) compacta permite reducir extraordina-

riamente la dificultad a la hora de evaluar la función

de cross validación generalizada, que de otra manera

tendŕıa un coste computacional muy elevado y no ser-

viŕıa de nada en la práctica.
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Los algoritmos propuesto aqúı para el modelado de la

córnea proporcionan un método para obtener una descripción

matemática compacta de la topograf́ıa o el mapa de curva-

turas de la córnea. Toda la información está codificada en

un pequeño número de parámetros: radio y centro de la esfe-

ra de mejor ajuste, además de las posiciones de los centros,

parámetros de escala y factores de escala para cada una de

las funciones base. En el caso del ajuste directo, el número

de parámetros es aún menor, ya que los centros se colocan

de forma regular y el parámetro de escala es el mismo para

todas las funciones base. Los dos métodos han sido valida-

dos experimentalmente, dando unos resultados comparables

o mejores que los procedimientos usuales existentes.

Esta descripción puede ser utilizada para la visualiza-

ción global de la córnea o algunas de sus partes, capturan-

do detalles de la superficie que escapan a los procedimientos
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estándar. Puede servir además como información de entrada

para remuestreo o para el cálculo de otro tipo de cuestiones

importantes en óptica, como el trazado de rayos, frente de on-

da, integración numérica y otros. Por ejemplo, los coeficientes

de Zernike constituyen un método común de descripción de

la córnea en la práctica cĺınica. La representación en térmi-

nos de polinomios de Zernike para la representación obtenida

mediante funciones de base radial, ya sean las estándar o las

anisótropas, puede ser calculada sin dificultad mediante los

procedimientos usuales de cuadratura.
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bién el centro), con parámetro de forma α = 1
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some modal reconstruction methods of the shape of the
cornea from corneal elevation data. Investigative Oph-
talmology and Visual Science, 50 (12):5639–5645, 2009.

[28] A. Mart́ınez-Finkelshtein, D. Ramos-López, G.M.
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