UNIVERSIDAD DE ALMERIA

ESCUELA POLITECNICA SUPERIOR Y
FacuLTAD DE CIENCIAS EXPERIMENTALES

INGENIERIA INFORMATICA

Minimo numero de simplices en la division
por el lado mas largo de un n-simplex regular

Alumno: Director:
José Manuel Garcia Salmeron Leocadio Gonzalez Casado

1 de septiembre de 2014



Dedicado a

mi familia



Agradecimientos

Quiero comenzar dando mi mas sincero agradecimiento a Leocadio Gonzélez Casado,
por haberme dirigido durante este proyecto fin de carrera. Por todas las atenciones, por
el tiempo que me ha dedicado y sobre todo por todo su apoyo.

Quiero agradecer también a todos los que me han apoyado a lo largo de este camino
y me han ayudado, no solo realizar este proyecto, sino también durante estos cinco anos.
Sin ellos no habria llegado hasta aqui.

A mi familia, agradezco el apoyo incondicional que he recibido en todo momento, tanto
en los buenos como en los malos momentos siempre me han apoyado. Gracias por estar
siempre ahi.

A mis companeros y amigos de clase, que me han ayudado enormemente durante estos
anos. En cada asignatura, con cada practica y en cada desayuno. Hemos pasado buenos
y malos momentos, pero de todas las situaciones hemos aprendido cosas importantes.

Al Departamento de Informaética por hacer posible este proyecto, en especial a Gui-
llermo Aparicio de las Llanderas por ayudarme en todo momento y hacerme comprender

mejor el complejo mundo de la Optimizacién Global y sus algoritmos.

Por dltimo gracias a todos los profesores por todo su esfuerzo y dedicacion durante
todo este tiempo.

QGracias.

IT



Indice general

1. Introduccién al problema
2. Trabajos relacionados

3. Optimizacién Global y Algoritmos de Ramificacién y Acotacién

3.1. Introduccidn . . . . . . ..
3.2. Optimizaciéon matematica . . . . . . . . . . . . ... ...
3.2.1. Problema general . . . . .. .. ... oL
3.2.2. C(lasificacién de los problemas de optimizacién . . . . . . . . . ...
3.2.3. Clasificacion de los algoritmos de optimizaciéon . . . . . . . . .. ..
3.2.3.1. Métodos estocasticos . . . . . . ... ...

3.2.3.2. Métodos deterministicos . . . . . ... ... ... ... ..

3.3. Algoritmos de Ramificacién y Acotacién . . . . . . . . ...
3.3.1. Reglas basicas de los algoritmos de Ramificacién y Acotacién . . . .
3.3.2. Heuristica en los algoritmos de Ramificacion y Acotacién . . . . . .

4. Algoritmos paralelos

4.1. Introduccidn . . . . . . . ..
4.2. Clasificacion de las Arquitecturas Paralelas . . . . . . . . . ... ... ...
4.2.1. Secuencia de instrucciones y datos . . . . . . ... ..o L.
4.2.2. Modelos de memoria . . . . . ..o
4.2.3. Topologias de las redes de interconexiéon . . . . . .. .. ... ...
4.2.3.1. Redesestaticas . . . . .. .. ..o

4.2.3.2. Redes dinamicas . . . .. . ... ... ... ... ... ..

4.3. Medidas de rendimiento para algoritmos paralelos . . . . . . ... ... ..
4.3.1. Leyde Amdahl . . . . ... ... ...
4.3.2. Ley de Gustafson . . . . . .. .. .. ... ..

4.4. Paralelizaciéon de algoritmos secuenciales . . . . . . .. .. ... ... ...
4.5. Balanceo delacarga . . . . . . .. ...
4.6. Algoritmos de Ramificacién y Acotacién paralelos . . . . . . . .. .. ...

5. Descripcién del problema
5.1. jQué es un simplex? . . . ...
5.1.1. Politopos . . . . . .

16
16
17
17
19
20
21
23
24
25
26
26
28
30



5.2. Biseccién por el Lado Mayor (BLM) . . . . .. ... ... ... ... ... .

5.3. Particionamiento de un n-simplice regular . . . . . . . .. ... ..
5.3.1. Simplices con mas de un lado mayor. Obtencién del arbol completo

minimo . . . . . ...

5.3.2. Simplices regulares . . . . . ... ..o o

5.3.3. Simplices simétricos . . . . . . . ... L

. Soluciones planteadas

6.1. Versién secuencial . . . . . . ...

6.2. Versiones paralelas . . . . . . . .. oo
6.2.1. Versién paralela basada en dos fases (B2F) . . . . ... .. ... ..
6.2.2. Versién paralela con creacién dindmica de hebras (CDH) . . . . ..

. Resultados

7.1. Version secuencial . . . . . . . ... L
7.2. Versién paralela basada en dos fases (B2F) . . . . . ... ... .. ...
7.2.1. Resultados de B2F para un 3-simplice . . . . ... ... ... ...
7.2.1.1. Resultados B2F . . . . . . .. .. ... ... ... ...

7.2.1.2. Resultados B2F+ . . . . . .. .. ... ... ..

7.2.1.3. Comparacion de las alternativas para B2F . . . . . . . ..

7.2.2. Resultados de B2F+ para un 4-simplice . . . . . . . . .. .. ...

7.3. Versién paralela con creaciéon dindmica de hebras (CDH) . . . . .. .. ..
7.3.1. Resultados de CDH para un 3-simplice . . . . . .. ... ... ...
7.3.2. Resultados de CDH para un 4-simplice . . . . . . . . .. ... ...

7.4. Comparacion de los resultados de las distintas versiones . . . . . . . . . ..
7.4.1. Comparacion de los resultados para un 3-simplice . . . . . . . . ..
7.4.2. Comparacién de los resultados para un 4-simplice . . . . . . .. ..

. Secuencia de lados

8.1. Objetivo de la secuencia . . . . . . . . . . ...
8.2. ;Como obtener la secuencia de lados? . . . . . . .. .. ... ... . ....
8.3. Secuencia del 3-simplice . . . . . . . ...
8.3.1. Excepciones en la secuencia . . . . . ... ...
8.3.2. Resultados aplicando la secuencia . . . . . . ... .. ... .. ...

9. Conclusiones y principales aportaciones

IV

45
45
48
20
23

56
o6
57
57
57
o8
29
62
63
63
64
65
65
68

72
72
72
73
74
75

77



Indice de figuras

3.1.

4.1.
4.2.
4.3.
4.4.

o.1.
0.2
2.3.
5.4.
2.5.

0.6.
0.7.
2.8.
2.9.
5.10.

6.1.
6.2.
6.3.
6.4.

7.1.
7.2.
7.3.
7.4.
7.5.

7.6.

Ejemplo de un problema con multiples minimos locales. . . . . . . . .. .. 7
Taxonomia de Flynn. . . . . . . . . ... .. oo 18
Topologias de redes estandar en sistemas paralelos. . . . . . .. . ... .. 22
Red de lineas cruzadas. . . . . . . . . . ..o 23
Red genérica multietapa. . . . . . . . . ..o 24
Ejemplos de distintos politopos. . . . . . . . ... 36
Simplices de dimensiones 2, 3y 4. . . . . . . ..o 37
Un 2-simplice regular con lados de longitud unidad. . . . . . . . .. .. .. 38
Primeras bisecciones en un 2-simplex regular. . . . . . ... ... ... .. 39
Bisecciones y niveles del arbol binario obtenido mediante BLM de un 2-

simplex. . . . . L 40
Diferentes tipos de simplices . . . . . . . . . ... 41
2-simplices regulares y no regulares. . . . . . ... ... 42
3-simplices regulares y no regulares. . . . . . . ... ... 43
2-simplices simétricos y no simétricos . . . . . . .. ... 43
3-simplices simétricos y no simétricos. . . . . . . .. ... 44
Arbol binario parae=00. . . . . . .. 46
Esquema del algoritmo secuencial. . . . . . . . ... ... L. 48
Esquema del algoritmo B2F (MaxHebras=4). . . .. ... ... ... ... 51
Esquema del algoritmo CDH (MaxHebras=4). . . . . ... ... ... ... 55
Gréfica comparativa de SpeedUp segun la carga inicial para B2F. . . . . . 60

Gréfica comparativa de balanceo de ramas segtin la carga inicial para B2F. 61
Grafica comparativa de tiempos para los algoritmos propuestos para un

3-simplice con e = 0,025 . . . . . . ... 66
Grafica comparativa de speedup para los algoritmos propuestos para un
3-simplice con e = 0,025 . . . . . . ..o 66
Grafica comparativa de tiempos para los algoritmos propuestos para un
3-simplice con e = 0,01 . . . . . . . .. 67
Grafica comparativa de speedup para los algoritmos propuestos para un
3-stimplice con e = 0,01 . . . . . . . .. 68



7.7. Gréfica comparativa de tiempos para los algoritmos propuestos para un
4-simplice con e = 0,2 . . . . . ..o
7.8. Gréfica comparativa de speedup para los algoritmos propuestos para un
4-simplice con e = 0,2 . . . . . .
7.9. Grafica comparativa de tiempos para los algoritmos propuestos para un
4-simplice con e = 0,125 . . . . . . ..
7.10. Grafica comparativa de speedup para los algoritmos propuestos para un
4-simplice con e = 0,125 . . . . . . .

VI



Indice de tablas

3.1.

7.1.
7.2.
7.3.

74.
7.5.
7.6.
7.7.
7.8.

7.9.

7.10.
7.11.
7.12.
7.13.
7.14.
7.15.

7.16.
7.17.

7.18.
7.19.

7.20.

7.21.

7.22.

8.1.

Clasificacion de los problemas de optimizaciéon. . . . . . . . . .. . ... ..

Resultados secuenciales para un 3-simplice . . . . . . .. ... ... ....
Resultados secuenciales para un 4-simplice . . . . . .. .. ... ... ...
Tiempos y ganancia en velocidad de la versiéon B2F para un 3-simplice y

e=0,025. . . L
Desbalanceo de la versiéon B2F para un 3-simplice y e = 0,025 . . . . . ..
Analogo a la tabla 7.3 usando MinNIniS = 4 - MaxHebras? en (6.1) . . . .
Anélogo a la tabla 7.4 usando MinNIniS=4xMaxHebras® en (6.1) . . . . .
Comparacion de tiempos y ganancia en velocidad de la versién B2F para

un 3-simplice y € = 0,025 seguin el niimero de simplices iniciales. . . . . . .
Desbalanceo de la version B2F para un 3-simplice y € = 0,025 segun el

numero inicial de simplices. . . . . . . . .. ...
Analogo a la tabla 7.5 usando e = 0,01 . . . . . .. ... ... ... .. ..
Anélogo a la tabla 7.6 usando e = 0,01 . . . . . . .. .. ...
Anélogo a la tabla 7.5 para un 4-simplicey e =0,2 . . . . . .. ... ...
Anélogo a la tabla 7.6 para un 4-simplicey e =0,2 . . . .. .. ... ...
Analogo a la tabla 7.11 usando e = 0,125 . . . . . . . .. .. ... ... ..
Analogo a la tabla 7.12 usando e = 0,125 . . . . . . . . .. ... ... ..
Tiempos y ganancia en velocidad de la versiéon CDH para un 3-simplice y

e=0,025 . . . e
Anélogo a la tabla 7.15 usando e = 0,01 . . . . . . . . ... ... ... ...
Tiempos y ganancia en velocidad de la versién CDH para un 4-simplice y

e=0,2 . .
Analogo a la tabla 7.17 usando e = 0,125 . . . . . . . . . .. ... ... ..
Tiempos y ganancias de velocidad para los algoritmos propuestos para un

3-simplice con € = 0,025 . . . . . ..o
Tiempos y ganancias de velocidad para los algoritmos propuestos para un

3-stimplice con e = 0,01 . . . . . . . . . L
Tiempos y ganancias de velocidad para los algoritmos propuestos para un

4-stimplice con e = 0,2 . . . . . .
Tiempos y ganancias de velocidad para los algoritmos propuestos para un

4-simplice con e = 0,125 . . . . . . ..

Secuencia arbol minimo 3-simplice . . . . . . .. ...

VII



8.2. Valores de € para los que se cumple la secuencia . . . . . . ... ... ...
8.3. Tiempos y tamanos de arbol segin la heuristica para un 3-simplice.

VIII



Capitulo 1

Introduccion al problema

La division de un simplice regular aparece en varias aplicaciones industriales que usan
algoritmos de Optimizacién Global basados en Ramificacion y Acotacion. Normalmente
la division de un simplice se realiza mediante biseccion del lado mayor, debido a que
garantiza la convergencia del algoritmo. El objetivo de este trabajo es determinar el arbol
minimo cuando existen varios lados mayores que pueden ser divididos. Esto ocurre para
un n-simplice en un espacio d-dimensional con d =n +1 > 3.

El objetivo de este trabajo es el de determinar el tamano del arbol minimo generado
a partir de un simplice (seccién 5.1, pagina 35). Con ello sera posible determinar, o por
al menos estimar, la carga computacional que cada simplice a procesar puede generar.
Con esta informacién se pretende mejorar el balanceo dindmico de la carga computacio-
nal (seccién 4.5, pagina 28) en las versiones paralelas de algoritmos de Ramificacién y
Acotacién que resuelven problemas de Optimizacién Global (seccién 4.6, pagina 30).

Por lo tanto, la primera pregunta que se debe realizar es:

Cuestion 1 ;Cual es el tamano minimo del drbol que se genera a partir de un determi-
nado simplice?

Obtener el arbol minimo implicara procesar todos los posibles subarboles que se pueden
generar a partir de un determinado simplice. Se obtendra un subarbol por cada uno de
los lados por los que sea posible dividir el simplice. Una vez obtenidos todos los posibles
subarboles, estos tendran que ser comparados con el fin de determinar cual es el subarbol
minimo (seccién 5.3.1, pagina 40).

En este trabajo se empleara el método de divisién por lado mayor (seccién 5.2, pagina
38). Por lo tanto, un simplice generara tantos subarboles como nimero de lados mayores
posea, salvo que el simplex sea regular en cuyo caso se tomara cualquiera de los lados, ya
que cualquiera de ellos generara subéarboles de igual tamano (seccién 5.3, pagina 40). Esto
quiere decir que sera necesario determinar por que lado es necesario dividir el simplice
para obtener el arbol minimo, lo que genera una nueva pregunta:

Cuestion 2 ;Por que lado mayor es necesario dividir un simplice para obtener el drbol
minimo?



Para ser capaz de responder esta pregunta, se necesitara recorrer todos los posibles
subarboles que se vayan generando y posteriormente comparar el tamano de estos para
determinar cual es el de menor tamano. Se generara un subarbol por cada lado mayor del
simplice, lo que aumentara la cantidad de computo necesaria para resolver el problema y
hard necesario la utilizacién de algoritmos paralelos (ver el capitulo 4).

Este problema puede verse como un problema de optimizacién (ver el capitulo 3)
en el que se desea minimizar el tamano del arbol a generar. Cuando los problemas de
optimizacién son muy complejos se suelen usar heuristicas a la hora de seleccionar el
siguiente nodo a procesar para intentar seguir el camino minimo, es decir la rama del
arbol que lleva a la solucion. Esto sera estudiado en el capitulo 8, donde se presentara la
secuencia de lados mayores a dividir para resolver determinados problemas, explicando el
proceso a seguir para obtenerla y aplicarla.

En este trabajo se hace una revisién de los estudios realizados (ver el capitulo 2) y se
investiga el efecto del método de divisiéon por lado mayor sobre el niimero de simplices
generados. El objetivo final del estudio es disenar un algoritmo paralelo para la resolucion
del problema planteado y poder establecer una regla de division que genere el menor
arbol, permitiendo asi reducir el coste computacional de los algoritmos de Ramificacién y
Acotacién aplicados a un espacio inicial determinado por un n-simplice regular.

El resto del trabajo esta compuesto por el capitulo 5, donde se describe el problema,
los elementos que lo componen. Los algoritmos de Ramificacién y Acotacién utilizados
para solucionar los problemas de Optimizacion Global que generan este tipo de arboles
de busqueda son explicados de forma general en la seccién 3.3 del capitulo 3, mientras
que la version paralela de este tipo de algoritmos es descrita en la seccién 4.6 del capitulo
4. En el capitulo 6 se presentan los algoritmos propuestos para la resolucién del problema
y el capitulo 7 se muestran los resultados de los algoritmos propuestos. Por tltimo en el
capitulo 9 se muestran las conclusiones y trabajos futuros.



Capitulo 2

Trabajos relacionados

Los algoritmos de Ramificacién y Acotacién (Branch-and-Bound, B&B) se aplican
a la resolucion de problemas de Optimizacién Global mediante la realizacion de una
buisqueda exhaustiva del minimo de una funcién objetivo en un dominio dado. En este
proyecto se estd interesado en problemas donde el espacio de busqueda esta definido por
un n-simplice regular, definido en un espacio (n + 1)-dimensional [6]. Los algoritmos de
B&B estan caracterizados por las reglas de Acotacion, Seleccién, Divisién, Rechazo y
Terminacién [7]. Se pretende estudiar como conseguir el arbol de busqueda generado con
tamano minimo cuando solo se tienen en cuenta las reglas de Division y Terminacion, es
decir, ningtin nodo del arbol es eliminado. Se usara como regla de divisién la Biseccion
por el Lado Mayor (BLM) [1, 15, 33] y como regla de terminacién la longitud del lado
mayor de un subproblema o nodo del arbol.

En general, resolver problemas de Optimizacién Global usando B&B requiere una
capacidad computacional que se incrementa exponencialmente con la dimension del pro-
blema a tratar. Por lo tanto es necesario usar la programaciéon paralela para reducir el
tiempo de computo. Como en este tipo de algoritmos la carga computacional cambia
dindmicamente durante el tiempo de ejecucion, la distribucion del trabajo entre los dis-
tintos procesadores requiere de un balanceador dindmico de la carga. En [3, 4] se estudian
métodos para estimar el nimero de nodos del arbol que restan por evaluar, en algoritmos
de optimizacion global intervalar donde el espacio inicial es un hiper-rectangulo, asi se
provee de informacién sobre el tiempo restante y los recursos necesarios. Estos estudios
podrian extenderse a espacios iniciales determinados por un n-simplice, si se pudiera es-
timar el tamano del arbol generado a partir de un simplice.

Ya que la cantidad de computo requerido para explorar el drbol de busqueda puede
llegar a ser enorme, se hace necesario el uso de paralelismo para reducir los tiempos de
ejecucion y poder estudiar arboles de mayor tamano. En [31, 32] se investiga la eficiencia
de los algoritmos B&B sobre un sistema distribuido combinando PThreads y MPI, MPI
se emplea para distribuir el trabajo entre los distintos nodos (internodo) y con PThreads
se ejecuta el trabajo en nodos multicore (intranodo).

En [8] se propone la creacién dindmica de hebras, para adaptar el nivel de paralelismo
de la aplicacion a los recursos disponibles en el sistema. Si hay que crear una nueva hebra
de la aplicacién, una hebra con suficiente trabajo, genera una nueva hebra asignandole la



mitad de su trabajo pendiente. Este trabajo estudia como obtener la estimacién del trabajo
pendiente en la lista de nodos pendientes de procesar, cuando el espacio de buisqueda es un
n-simplice. Se conoce el nimero de nodos a evaluar, pero no cuantos nodos o subarboles
se generaran a partir de un nodo cualquiera.

Para mejorar la estimacion de la carga hay que determinar el lado por el que debe
ser dividido el simplice y estudiar como esta eleccién afectara al nimero de subproblemas
generados y al tamano de cada subarbol. La pregunta es como elegir el lado mayor por
el que dividir tal que el niimero de simplices generados en el arbol binario sea el menor
posible (véase la cuestion 2) [25, 27, 28].

Debido a la estructura de los simplices y a la forma de construir el arbol de bisqueda,
podria ser posible obtener una regla para determinar el lado por el que dividir cada
simplice sin necesidad de evaluar todas las opciones [26].



Capitulo 3

Optimizacion Global y Algoritmos
de Ramificaciéon y Acotaciéon

3.1. Introducciéon

La resolucién de un problema de Optimizacion Global consiste en encontrar el valor
minimo o maximo de una funcién objetivo f, satisfaciendo ciertas restricciones en el espa-
cio de busqueda. Para problemas de minimizacion, el problema de Optimizacion Global
puede escribirse como

£ = fla) = min £ () (31)

Cuando se requiere una busqueda exhaustiva del minimo global, se suelen utilizar
algoritmos B&B. Un algoritmo B&B realiza una busqueda mediante la descomposicién
sucesiva del problema inicial en subproblemas de menor tamano hasta alcanzar la(s) solu-
cién(es) final(es) o una aproximacion a ella(s). Esta aproximacién estd determinada por la
precision requerida para la solucién. El algoritmo crea un arbol en el que se puede podar
una rama cuando se determina que un subproblema no contiene una solucién global. Para
realizar la poda o rechazo de un subproblema se suelen calcular cotas de los valores de
la funcién objetivo para cada subproblema. El algoritmo 1 muestra un ejemplo basico.
El comportamiento, y por tanto la eficiencia de un algoritmo B&B, se puede caracterizar
por cinco reglas: Seleccion, Acotacion, Rechazo, Division y Terminacion. En este estudio
no se van a aplicar las reglas de Acotacién, Rechazo ni de Seleccién ya que solo estamos
interesados en encontrar la regla de Divisién basada en la biseccion del lado mayor que
genere el menor arbol, cuando el espacio de bisqueda es un n-simplice regular. Por lo
tanto, al no existir poda, el arbol se generarda completamente. Su tamano no solo depen-
derd del lado mayor elegido para ser dividido, sino también de la regla de terminacion
usada. En nuestro caso, un simplice con un tamano del lado mayor, o una anchura w(5),
menor que un umbral € no requerira de mas procesado.



Algoritmo 1 Ramificacion y Acotacion

1: A:={5 =5} Conjunto de trabajo
2: Q:={} Congunto final
3:ns:=1 Numero de simplices
4: while A # () do
5:  Selecciona S; de A Regla de seleccion
6: Evalia S; Regla de acotacion
7. if S; no puede ser eliminado then Regla de rechazo
8: if w(S;) < € then Regla de terminacion
9: Almacena S; in Q
10: else
11: {52, 52i4+1} = divisién(S;) Regla de division
12: Almacena So;, So;11 en A
13: ns :=ns-+ 2
14: end if
15:  end if

16: end while
17: return Qy f(z*)

3.2. Optimizacién matematica

La Optimizacién Matematica es el nombre formal de la rama de la ciencia compu-
tacional, que busca una respuesta a la pregunta: ;Qué es mejor?, para problemas donde
la calidad de la respuesta puede expresarse mediante un valor. Estos problemas aparecen
en areas cientificas como Matematicas, Fisica, Quimica, Biologia, Ingenieria, Arquitectura,
Economia y Administracién, existiendo también un amplio rango de técnicas disponibles
para resolverlos.

En esta seccion se realizard una breve clasificacién de los diferentes problemas de
Optimizacién y de los métodos que existen para resolverlos.

3.2.1. Problema general

El objetivo en un problema de optimizacion es encontrar la mejor solucion, de forma
que se minimice o maximice el valor de la funciéon objetivo, posiblemente sujeta a una
serie de restricciones sobre los posibles candidatos. La descripciéon general del problema
es:

minimizar f(x)

sujeto a: g(z) <0,
h(z) =0, (3.2)
r<x<T,
z e R"



donde f(z) : R® — R es la funcién objetivo y g(z) : R® — R™ y h(z) : R® — R* son
funciones que restringen la region de busqueda de la solucion.
Se define la regién de busqueda de los posibles candidatos, o dominio del problema
(3.2), como:
S={reR":g(x) <0, h(z) =0, z <z <7} (3.3)

En (3.3),  y T son limites (finitos) implicitos. Cuando sélo se da el tipo de restricciones
por limites implicitos en la region de bisqueda, el problema de optimizacion se suele incluir
en el grupo de problemas denominados sin restricciones.

Una solucién global del problema (3.2) viene dada por z* € S de forma que f* =
f(x*) < f(z), Yo € S. Una solucién local del problema (3.2), se define como f = f(#) <
f(z),Yx € SN N(Z) con € > 0, donde N(Z) son los e-vecinos del punto Z, definidos por
N (z) ={z : || z — Z ||< €}. Un minimo local no se considera una solucién éptima para
(3.2) hasta que no se demuestra que es una solucién global. Sélo se considera el problema
de minimizacion, ya que el de maximizaciéon puede reescribirse como uno de minimizacion
(el £()} = min{— ()} ).

Si todas la funciones definidas anteriormente son continuas, el conjunto de soluciones
éptimas para el problema (3.2) es no vacio.

Existe una amplia variedad de problemas donde la existencia de un solo minimo no
puede ser postulada o verificada, con lo que su resolucion se vuelve mas dificil. Ejemplos
de esos problemas pueden encontrarse en [5, 16, 17, 24, 51, 54, 60].

1(x,y)=0.2[sin(x+4y)-2c0s(2x+3y)-3sin(2x-y) +4cos(x-2y)]

EjeY 5 -5

Figura 3.1: Ejemplo de un problema con miiltiples minimos locales.

El campo emergente de la Optimizacién Global se ocupa de problemas de programa-
cién matemdtica, con la (posible) presencia de multiples minimos locales. Este nimero
de minimos locales es normalmente desconocido y puede ser bastante grande. Ademas,
las diferencias entre los valores de la funcion objetivo en los minimos locales y globa-
les pueden ser muy grandes. Debido a esto, las soluciones locales no son validas en la
mayoria de los casos. Incluso para diferencias pequenas entre los valores en los minimos
locales y globales, el no encontrar el minimo global puede traducirse, especialmente en



aplicaciones econdmicas, en millones de euros de pérdidas. Por lo tanto la Optimizacién
Global puede llegar a ser extremadamente importante. Dichas estructuras de minimos
dan lugar a representaciones parecidas a paisajes montanosos. Como ejemplo, la Figura
3.1 muestra una, relativamente simple, composicién de funciones trigonométricas con ar-
gumentos polinomiales, sobre un espacio de busqueda bidimensional. Naturalmente, ante
tales circunstancias, es esencial usar una estrategia de buisqueda global apropiada.

Los primeros y esporadicos trabajos sobre Optimizacion Global surgieron a finales de
los cincuenta. La evolucion desde entonces ha sido muy grande, de forma que el estado
del arte en la actualidad se caracteriza por varias decenas de monograficos y varios miles
de articulos de investigacion dedicados exclusivamente a este tema.

3.2.2. Clasificacion de los problemas de optimizacion

Una clasificacion general, dependiente del nimero de variables, de su tipo y del tipo
de funciones involucradas en (3.2) se describe en la Tabla 3.1.

Tabla 3.1: Clasificaciéon de los problemas de optimizacion.

Caracteristica ‘ Propiedad ‘ Clasificacion
Numero de variables Una Unidimensional
Varias Multidimensional
Tipo de variables Reales continuas Continua
Enteras Entera o discre-
ta
Reales continuas y enteras | Entera mezclada
Permutaciones de enteros Combinatoria
Tipo de Funciones Funciones lineales Lineal
Funciones cuadréticas Cuadratica
Otras funciones no lineales | No Lineal.
Formulacién del problema | Sujeto a restricciones Con restriccio-
nes
No sujeto a restricciones Sin restricciones

Por ejemplo, cuando las variables de los problemas de Optimizacién son variables en-
teras, estos problemas se llaman también problemas de Programacion Entera (1P, Integer
Programming). Si las funciones del problema son lineales se llaman problemas de Pro-
gramacion Lineal (LP, Linear Programming). Si por el contrario, dichas funciones no son
lineales, nos encontramos ante problemas de Programacion No Lineal (NLP Non Linear
Programming), etc.

Una enumeracién més concreta puede encontrarse en [55] y en [34], donde ademas
existen numerosas referencias de los siguientes problemas de optimizacién: Programacion
Bilineal o Biconvexa, Optimizacién Combinatoria, Minimizacion Céncava, Optimizacion



Global Continua, Diferencial Convexa (DC), Programacion Fraccional, Problemas Linea-
les y No Lineales Complementarios, Optimizaciéon Lipschitz, Problemas MiniMax, Optimi-
zacion Multinivel, Programacion Multiobjetivo, Programacién Multiplicativa, Problemas
de Redes de Trabajos, Programacion Paramétrica No Convexa, Optimizaciéon Cuadratica,
Programacion Inversa Convexa, Optimizacion Global Separable y otros modelos proba-
bilisticos no convexos.

En cuanto a la complejidad de la resolucion de estos problemas, Pardalos y Schnitger
[52] mostraron que demostrar que un posible punto candidato es un 6ptimo local, para
problemas de Programacion Cuadratica, es un problema NP-Duro. Pardalos y Vavasis
[53], demostraron también que la Programacién Cuadratica con un autovalor negativo es
un problema NP-Duro. Resolver el problema no convexo mas simple de Programacion No
Lineal, es NP-Duro. Esto indica, que el tiempo de resolucién de cualquier algoritmo, en
el peor caso, se incrementa exponencialmente con el tamano del problema (teoria acerca
de NP-Completitud puede encontrarse en [20]). Consecuentemente, problemas de dimen-
sién cien, cincuenta o incluso diez, pueden considerarse como “grandes”, dependiendo del
problema de Optimizacién Global investigado (recuérdese la Figura 3.1).

3.2.3. Clasificacién de los algoritmos de optimizacién

Existen muchas clases de algoritmos de Optimizacion Global que poseen fuertes pro-
piedades tedricas de convergencia y al menos, en principio, se pueden implementar y
aplicar directamente. Todos estos algoritmos rigurosos de Optimizacién Global, como se
comentd anteriormente, tienen una demanda computacional que se incrementa en un or-
den no polinomial con respecto al tamano del problema, incluso en las instancias més
simples. Cuando se requiere una eficiencia mayor, los algoritmos de Optimizacién Global
pueden hacer uso de fases de optimizacién local tradicionales, las cuales convergen rapida-
mente cuando estan cerca de una solucion o de un 6ptimo local, estando fuera del ambito
de estos métodos locales el encontrar todas las soluciones, o probar la existencia o ausencia
de las mismas. Los métodos tradicionales pueden fallar, no obteniendo una convergencia
en problemas dificiles de resolver. Sin embargo, la convergencia global debe garantizarse
por medio de los componentes del algoritmo con ambito global, los cuales, teéricamen-
te, deberian usarse de una forma exhaustiva. Estas necesidades indican la dificultad de
desarrollar algoritmos eficientes y robustos de Optimizacién Global.

A continuacién, se resumen las cualidades que deberia tener un algoritmo de Optimi-
zacion Global:

» Correccion: No producir resultados incorrectos.

= Completitud: Encontrar todas las posibles soluciones.

» Finitud: Garantizar la convergencia.

= Certeza: Probar la existencia o inexistencia de soluciones.

Sélo unas pocas de las implementaciones existentes garantizan todas las cualidades
mostradas.



La clasificacion de los algoritmos de optimizacién suele generalizarse haciendo una
distincion entre algoritmos estocdasticos y deterministicos.

3.2.3.1. Meétodos estocasticos

Los métodos estocasticos poseen un comportamiento no determinista, lo que significa
que cada uno de lo estados puede estar formado por elementos aleatorios y la forma
de llegar a cada estado también puede ser aleatoria. No obstante, de acuerdo a [39, 50]
cualquier desarrollo temporal (sea determinista o probabilistico) que pueda ser analizable
en términos de probabilidad puede ser denominado como un método estocastico.

Todos los métodos estocasticos usan algin factor aleatorio en sus algoritmos y la
demostracién de su convergencia depende de argumentaciones estadisticas [59, 60]. Nor-
malmente los métodos estocésticos se aplican a problemas sin restricciones y no necesitan
ningiin conocimiento sobre la funcién objetivo, dando a menudo resultados 6ptimos o
cercanos a los éptimos. Se basan en obtener valores de la funcién objetivo en puntos de
la region de bisqueda elegidos aleatoriamente.

Estos métodos pueden requerir un nimero aleatorio de iteraciones para alcanzar una
solucion al problema. Son el recurso a utilizar cuando el tamano del problema, dimensio-
nalmente hablando, es grande o el problema no esta definido analiticamente. Las desven-
tajas de estos métodos es que al emplear un nimero no determinado de iteraciones, no
garantizan que se encuentre la solucién en un nimero finito de pasos, ni que el minimo
encontrado sea el global.

3.2.3.2. Meétodos deterministicos

Al contrario que los métodos estocasticos, los métodos deterministicos no toman deci-
siones aleatorias en sus algoritmos y sus demostraciones de convergencia no dependen de
la probabilidad. Es decir, son métodos que alcanzan siempre la misma solucién para una
entrada particular.

Algunos ofrecen un tiempo de terminacién finito para problemas especificos y otros
convergen cuando el nimero de iteraciones se aproxima a infinito. Dentro de los algoritmos
deterministicos se incluyen los métodos de Ramificacién y Acotacién, que se caracterizan
por realizar un busqueda exhaustiva del espacio de busqueda y de encontrar todas las
posibles soluciones con la misma precision.

3.3. Algoritmos de Ramificaciéon y Acotacién

Los primeros algoritmos de Ramificacién y Acotacién (Branch and Bound, B&B) apa-
recieron en articulos de los cincuenta y principios de los sesenta, donde los investigadores
describieron esquemas enumerativos para resolver, lo que posteriormente se denomina-
ron, problemas NP-Completos. Debido a la generalidad del método y la efectividad que
aportaba, fue ampliamente usado. De hecho, todavia es una de las mejores herramien-
tas para resolver problemas dificiles. Los primeros que dieron el nombre de Ramificacién
y Acotacién a este método, fueron Little, Murty, Sweeny y Karel [45], en 1963, en su
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articulo sobre el problema del viajante de comercio. Lawer y Wood [44] estudiaron los
algoritmos de Ramificacién y Acotacién, obteniendo una descripcién independiente del
problema, siendo asi el primer articulo que presenta un modelo general de Ramificacion
y Acotacion.

Los métodos de Ramificacién y Acotacion son algoritmos basados en arboles de biisque-
da. Su principio radica en una descomposicién sucesiva del problema original en subproble-
mas mas pequenos y disjuntos, hasta encontrar la solucién 6ptima. Un arbol de busqueda
T = (V, ), describe estos subproblemas (el conjunto de vértices V', cuya raiz es el pro-
blema completo S) y el proceso de descomposicion (el conjunto de arcos f3). El algoritmo
consiste en una buisqueda heuristica iterativa en T', que evita visitar subproblemas que no
contienen una solucién éptima. Los algoritmos de Backtracking, Programacién Dinamica
y las busquedas en arboles A* y AND-OR pueden verse como variaciones de algoritmos
de Ramificacién y Acotacién [22, 42, 48, 49].

Una descripcion de los modelos de algoritmos de Ramificacién y Acotacion que apare-
cen en los articulos [35, 36, 37, 43, 44, 47, 49], hecha por Bruin, Kindervater y Trienekens
puede encontrarse en [13]. Estos autores no discuten modelos més recientes debido a que
solo se diferencian de los anteriores en pequenas variaciones. Esta revision de los algo-
ritmos de Ramificacién y Acotacion esta motivada para establecer un esquema comin
para todas las aplicaciones, mediante la descripcién de unas reglas u operadores gene-
rales [35, 47]. Para especificar estas reglas nos basaremos en los formalismos utilizados
por Corréa y Ferreira [11], centrandonos en problemas donde se intenta encontrar el valor
minimo de una funcién objetivo.

3.3.1. Reglas basicas de los algoritmos de Ramificacién y Aco-
tacion
Segun Mitten e Ibaraki [35, 47] los algoritmos de Ramificacién y Acotacién pueden ser
caracterizados por cuatro reglas:

s Regla de Division: Establece como se descomponen los nodos del arbol de busqueda.
s Regla de Acotacion: Calcula un limite inferior de la solucién 6ptima de un nodo.
s Regla de Seleccion: Define qué nodo sera el siguiente a dividir.

» Regla de Eliminacion: Establece como reconocer y eliminar nodos donde no se en-
cuentra la mejor solucion del problema original.

Dependiendo del tipo del problema, se anade la siguiente regla:

» Regla de Terminacion: Determina cuando un nodo pertenece a la solucién final. Esta
regla aparece, por ejemplo, en problemas donde la soluciéon del problema esta de-
terminada por la precision deseada. Por otro lado, en algunos problemas tradicio-
nales de Optimizacién Combinatoria, el criterio de terminacién es inherente a ob-
tener una solucién factible. Por ejemplo, en el problema del Viajante de Comercio
[14, 45, 56, 62], donde hay que encontrar el camino minimo para visitar todas las
ciudades deseadas.
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Llamaremos a estas reglas las reglas bdsicas de los algoritmos de Ramificacién y Aco-
tacion.

Una buena comprension de la estructura del problema a resolver, es decir, hacer una
buena eleccién de las reglas basicas, da lugar a una reduccion del tiempo de ejecucion y
a poder resolver problemas mas complejos en cuanto a su tamaio.

Los algoritmos de Ramificacién y Acotacion consisten en una secuencia de iteraciones
en las que se aplican las reglas basicas a una estructura de datos D, que puede verse como
una lista ordenada de subproblemas [9] y a los subproblemas que se extraen de esta es-
tructura. Estas reglas seleccionan un subproblema de D, lo descomponen y eventualmente
insertan los subproblemas creados en la estructura de datos D. A cada subproblema se
le asocia una solucién factible, resolviendo el subproblema si es suficientemente simple o
asignandole una solucién, elegida entre las posibles dentro del subproblema (no necesaria-
mente la mejor). La mejor solucién factible encontrada durante la ejecucién del algoritmo
de Ramificacién y Acotacion, serd un limite superior de la solucion final y se utilizara para
eliminar aquellos subproblemas generados que no pueden contener una solucién factible
mejor que la que ya se ha encontrado [35, 37, 47, 61].

A continuacién se describen las reglas de seleccién heuristicas utilizadas:

Bisqueda en Profundidad (Depth-First): La regla de seleccién selecciona, de entre
aquellos subproblemas que estén a mas profundidad en el arbol de busqueda, el que
tenga un menor valor de una funciéon de prioridad heuristica h. En este método se
usa una estructura de almacenamiento LIFO (Last-In-First-Out) o pila. El drbol
asociado a este tipo de seleccién es aquel en el que uno de los nodos hijo se expande
hasta obtener una solucién factible del problema o un subproblema no factible.
La complejidad espacial de la pila, O(lw), se incrementa linealmente con el nivel
del arbol busqueda alcanzado, [, y el factor de divisién w [46]. Al descomponer el
subproblema elegido, los subproblemas generados a partir de él se introducen en la
estructura LIFO, siguiendo un orden decreciente de h.

Desventajas:
= El ntimero de subproblemas inspeccionados es normalmente mayor que el
realizado en otros tipos de selecciones, como la de Primero el Mejor.
= Si se entra en una rama del arbol de busqueda que no lleva a la solucion
Optima, se necesita mucho tiempo para salir de esa ramificacion.
Ventajas:
= Es el método de seleccién mas econémico desde el punto de vista del espacio
de memoria requerido.

» Conduce més rapidamente a la obtencién de una mejor cota superior del
valor del minimo global.

Bisqueda en Anchura (Breadth-First): En la biisqueda en anchura, al contrario que
en la busqueda en profundidad, la regla de seleccion elige, de entre aquellos sub-
problemas que estén a menor profundidad en el arbol de busqueda, el que tenga
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un menor valor de una funcién de prioridad heuristica h. Este método usa una
estructura de almacenamiento FIFO (First-In-First-Out) o cola.

Desventajas:

= Este tipo de estrategia no es recomendable ni desde el punto de vista del
tiempo de computacién ni desde el del ahorro de memoria.

Ventajas:

= Admite la aplicacién de un test de dominancia entre los subproblemas que
se encuentran a la misma profundidad del arbol de buisqueda, para algunos
tipos de problemas.

Primero el Mejor (Best-First): La regla de seleccion elige aquel subproblema, con un
menor valor de una funcion de prioridad heuristica, independientemente del nivel de
profundidad del arbol de bisqueda en el que se encuentre. La estructura mas simple
de almacenamiento es una lista ordenada por el valor de li(v), v € D.

Desventajas:

= La mejor cota superior del valor minimo global, suele obtenerse en las fases
finales del algoritmo.

= Crecimiento exponencial en el espacio de memoria necesario cuando se
incrementa la profundidad del arbol de biisqueda. La complejidad espacial

es O(w').
Ventajas:

» Dificilmente un subproblema es descompuesto innecesariamente. En [21]
se demuestra que usando Best-First se exploran menos nodos que usando
otra estrategia, cuando hay que encontrar todas las soluciones 6ptimas, no
siendo cierto cuando solo se requiere encontrar una.

Ademas de los tipos de seleccion descritos, existen los llamados heuristicos que son
analogos al Primero el Mejor, donde la funcién heuristica puede ser diferente de la cota
inferior de la funcién para un subproblema [38].

Después de la seleccion de un subproblema, la Regla de Division crea un conjunto de
nuevos subproblemas a partir de v.

Definicién 1 La Regla de Division de un nodo, en un algoritmo de Ramificacion y Aco-
tacion corresponde a:

= Una particion del nodo, siv no es un nodo solucion, es decir, no es lo suficientemente
pequeno para ser resuelto.

s La solucion del problema asociado al nodo, en otro caso.
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Sea f*(v;) el valor éptimo de la solucién del nodo v;, que serd descompuesto en los

nodos v;1, V2, - . . , Vim POT la regla de division. Entonces, se tiene que:
* . *
ff(v) = min  f*(vy)
k=1,..m

Es decir, el valor éptimo de la solucién de un nodo puede obtenerse mediante la evaluacion
de sus nodos hijos. En la practica, las reglas de divisiéon cumplen que cada solucién factible
de un nodo padre es también solucién de al menos uno de sus hijos. Estas reglas de division
dependeran del problema concreto en el que se aplique el algoritmo de Ramificacion y
Acotacion.

En cada iteracién se puede generar un nuevo limite superior de la mejor solucién, f*,
de dos formas: porque el nodo generado por descomposicién es un nodo solucién, o porque
se encuentra una solucion factible mejor durante la computacién de una particion en una
descomposicion.

La Regla de Eliminacion permite hacer una buisqueda inteligente en S que evite con-
siderar subproblemas que se sabe que no conduciran a una solucién 6ptima del problema
original.

Definicién 2 La Regla de Eliminacion, en cada iteracion, elimina todos los subproblemas
activos y solucion, cuya cota inferior sea mayor que el limite superior que tiene de la
solucion [10, 35].

Como puede observarse no existe una regla mas importante que las demads, ya que
todas ellas cooperan conjuntamente para la resolucion del problema. El objetivo principal
es reducir el arbol de busqueda para obtener rapidamente la mejor soluciéon. Aunque la
Regla de Eliminacion es la que realiza la poda del arbol en tltima instancia, sera aplicada
en mayor o menor medida, dependiendo de las demas reglas. Una Regla de Acotacion que
obtenga un buen limite inferior de la posible soluciéon de un subproblema, permitira ca-
racterizar mejor a los subproblemas que no contienen la mejor solucién, para eliminarlos.
Para poder eliminar subproblemas, también hay que encontrar un buen limite superior
de la solucién. Este limite superior se consigue inspeccionando primero los nodos mas
prometedores, ya que son los que pueden aportar mejores soluciones. Este orden se esta-
blece mediante la Regla de Seleccion, de la que también dependen los requerimientos de
memoria del problema. Hay que distinguir entre el niimero total de subproblemas inspec-
cionados y el nimero maximo de subproblemas almacenados en la estructura de datos
con los nodos pendientes de evaluar. La gestion de esta estructura de datos ordenada
serd mas costosa cuanto mayor sea el nimero de subproblemas que contenga. La Regla
de Division también juega un papel importante ya que de ella dependera el nimero de
ramas generadas a partir de un nodo del arbol de bisqueda. Por un lado, generar muchas
ramas permite obtener informacion mas precisa debido a que los subproblemas generados
son menores en tamano, pero por otro lado, hay que inspeccionar mas nodos del arbol
en cada division. No solo es importante el nivel de divisién realizado, sino también cémo
se realiza la divisiéon. Por lo tanto, la Regla de Division debe estar orientada a reducir el
espacio de busqueda pero sin generar un nimero excesivo de nodos en cada divisién.
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3.3.2. Heuristica en los algoritmos de Ramificacion y Acotacion

La naturaleza heuristica de los algoritmos de Ramificacion y Acotacién aparece cuando
en la seleccién del siguiente subproblema a evaluar hay que decidir, entre varios con la
misma prioridad, jcudl tiene mayor probabilidad de ser camino minimo? Debido a la
naturaleza de los problemas es dificil predecir que direccién de la biisqueda se debe escoger
para reducir el trabajo a realizar.
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Capitulo 4

Algoritmos paralelos

En este capitulo se realizara una introduccién a las arquitecturas paralelas y se descri-
birdn algunas de las caracteristicas mas destacables de los distintos modelos, exponiendo
las medidas de rendimiento que normalmente se usan para evaluar la eficiencia de los
algoritmos paralelos.

Se realizara una introduccién de la metodologia a seguir para paralelizar algoritmos
secuenciales, donde uno de los problemas que pueden aparecer es el desbalanceo de la
carga computacional asociada a cada uno de los procesadores. En algunos casos, estos
problemas deben ser tratados mediante técnicas de balanceo dinamico de la carga.

Finalmente se tendran en cuenta las posibles decisiones a tomar para la implementa-
cién de algoritmos paralelos de Ramificacion y Acotacién y las anomalias que se pueden
encontrar.

4.1. Introducciéon

El rendimiento de los computadores convencionales se ha incrementado considerable-
mente en muy poco tiempo, aumentando el nimero de procesadores. Con estas mejoras,
el nimero de problemas resueltos mediante un computador convencional es mayor, pero
aun existe un gran nuimero de problemas computacionalmente complejos que no pueden
ser resueltos mediante computadores tradicionales, o cuyo tiempo de resolucién seria tan
alto que no se obtendria la respuesta en un tiempo razonable. Un ejemplo de este tipo
de problemas lo forman los algoritmos de Optimizacién Global basados en Ramificacion
y Acotacion.

Para intentar resolver un mayor niimero de problemas complejos existen dos tipos de
computadoras de alto rendimiento, los computadores vectoriales y los paralelos.

En los computadores vectoriales se obtiene una ganancia en velocidad mediante el
uso de multitud de unidades funcionales, de ejecucién y caminos de datos. El objetivo
de estos computadores es desglosar las operaciones aritméticas, la obtencién de datos,
la comparacion, el desplazamiento, y ejecutar de forma paralela distintas operaciones
en diferentes componentes. Por ejemplo, la suma de los componentes de dos vectores.
Usando computadores vectoriales se pueden obtener ganancias en velocidad considerables
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para muchos problemas, pero en general, este tipo de computadora no es adecuada para
su uso en la resolucién de problemas de Optimizacién Global ya que, generalmente las
funciones a evaluar no son lineales.

Por otra parte, los computadores paralelos son sistemas que integran varias unidades
de procesamiento que puede trabajar concurrentemente sobre distintos conjuntos de datos,
ademas el sistema posee una memoria que es compartida entre todos los procesadores. A
partir de aqui se hablara inicamente de computadores paralelos y su uso eficiente en la
resolucién de problemas computacionalmente costosos.

Esta seccion describe algunas de las nociones fundamentales sobre las arquitecturas
paralelas, como evaluar el rendimiento de los algoritmos paralelos y los modelos de para-
lelizacién de algoritmos.

4.2. Clasificaciéon de las Arquitecturas Paralelas

Un computador paralelo esta compuesto por un nimero de procesares, p, que colaboran
en la resolucion de un problema. El usuario espera que el tiempo de ejecucion obtenido en
un computador paralelo con p procesadores sea 1/p veces el tiempo de ejecucién usando
un unico procesador. Esta aceleracién o ganancia de velocidad no se alcanza en todos los
casos, ya que la administracion de los procesadores, asi como la comunicacion entre ellos,
restan tiempo. Las medidas de rendimiento de los algoritmos paralelos seran tratadas en
el punto 4.3.

Existen diversos esquemas de clasificacion de los sistemas de computacion basados
en sus estructura o comportamiento. Los principales métodos de clasificacion consideran
el numero de conjuntos de instrucciones y/o operadores que pueden ser procesados si-
multaneamente, la organizacion interna de los procesadores, la estructura de la conexion
interprocesador, o los métodos empleados para calcular los flujos de instrucciones y da-
tos dentro del sistema. A continuacién se muestran algunas de estas clasificaciones, de
acuerdo a diferentes criterios:

4.2.1. Secuencia de instrucciones y datos

En 1966, Michael J. Flynn [18] propuso uno de los sistemas més sencillos para clasificar
ordenadores en funcién del anélisis de los flujos de control y de datos. Estos flujos pueden
ser simples o multiples. La clasificacién propuesta por Flynn se basa en el niimero de
instrucciones concurrentes y en los flujos de datos disponibles en la arquitectura. Segin
estd clasificacién se diferencian las siguientes clases de computadores:

Simple Instruccién, Simple Dato (SISD): Los computadores de este tipo tiene una
secuencia simple de instrucciones que operan sobre una secuencia simple de datos.
Son computadores secuenciales que no explotan el paralelismo en las instrucciones
ni en flujos de datos (siguiendo el modelo de maquina secuencial propuesto por
Von Neumann). Solo se dispone de una CPU y los algoritmos usados este tipo
de computador son algoritmos secuenciales, aunque puede existir superposiciéon de
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Figura 4.1: Taxonomia de Flynn.

varias instrucciones si estas se encontrasen en diferentes etapas de la ejecucion.
(Figura 4.1a).

Simple Instruccién, Miiltiples Datos (SIMD): Todos los procesadores del compu-
tador paralelo ejecutan las mismas instrucciones sobre diferentes datos de entrada
(Figura 4.1b). Es poco comun debido al hecho de que la efectividad de los multiples
flujos de instrucciones suele precisar de multiples flujos de datos. Sin embargo, es-
te tipo se usa en situaciones de paralelismo redundante, donde se necesitan varios

sistemas de respaldo en caso de que uno falle.

Miiltiples Instrucciones, Simple Dato (MISD): Este modelo estd basado en la eje-
cucién de diferentes instrucciones sobre el mismo conjunto de datos. Es decir, los
resultados de un procesador se convierten en los operandos del siguiente (Figura
4.1¢c). Este es el caso de los computadores vectoriales, donde se emplea un tnico

flujo de instrucciones para procesar varios flujos de datos.

Miiltiples Instrucciones, Miltiples Datos (MIMD): Cada uno de los procesadores
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del computador paralelo ejecuta su propio programa y por lo tanto pueden operar,
independientemente unos de otros, sobre datos diferentes. Es decir, los procesadores
ejecutan de forma simultanea y de forma auténoma diferentes instrucciones sobre
distintos datos. Un computador MIMD también puede funcionar como cualquiera
de las maquinas de las otras categorias (Figura 4.1d).

Los sistemas distribuidos suelen clasificarse como arquitecturas MIMD), bien sea ex-
plotando un tnico espacio compartido de memoria, o uno distribuido. Esta categoria
cubre a los multiprocesadores y a los multicomputadores.

4.2.2. Modelos de memoria

Los computadores paralelos se pueden clasificar dependiendo de como esté estructu-
rada la memoria:

Memoria compartida: Los procesadores del computador paralelo comparten una me-
moria central de almacenamiento que es accesible por todos los procesadores me-
diante una red de interconexién. Podrian aparecer conflictos de acceso a memoria
con un alto niimero de procesadores. Tanto la memoria como el bus tienen un ancho
fijo que debe ser repartido entre los distintos procesadores, lo que limita la escalabi-
lidad, ademaés de disminuir la velocidad de acceso a memoria. Para reducir el acceso
a memoria principal se introduce una nueva capa de memoria, la memoria cache que
es local para cada procesador.

Un factor importante que se debe mantener en los computadores paralelos de me-
moria compartida es la coherencia de cache. Para permitir mayor paralelismo en el
acceso a memoria principal, la memoria se constituye en bloques que son asigna-
dos de forma exclusiva a cada uno de los distintos procesadores. De esta forma son
posibles accesos procesador<+memoria en paralelo.

Memoria distribuida: Cada procesador posee su propia memoria local, inaccesible para
el resto de procesadores de forma directa. Las principales ventajas de este modelo
con respecto al modelo de memoria compartida son: (1) Cada procesador puede usar
todo el ancho de banda para el acceso a su memoria local. (11) Es mas escalable, el
tamano del sistema solo esta limitado por el tipo de la red de interconexion utilizada.
(r11) No hay problemas de coherencia de cache.

La programacion de este tipo de sistemas es mas costosa, ya que el intercambio de
datos entre procesadores se hace mediante el paso de mensajes, a través de la red
de interconexion. El paso de mensajes introduce ademas dos tipos de sobrecarga: el
producido por el tiempo necesario para crear y enviar el mensaje y el producido en
el procesador receptor que deberd interrumpir su ejecucion para tratar el mensaje.

En este modelo se debe tener en cuenta donde se almacenan los datos, esto introduce
el concepto de localidad espacial de los datos al diseno de algoritmos paralelos.
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Un computador paralelo de memoria distribuida puede estar compuesto por pro-
cesadores heterogéneos, que se diferencien en sus velocidades de procesamiento, y
deben ser programados mediante librerias de paso de mensajes.

Memoria Compartida-Distribuida: Es este modelo la memoria esta distribuida fisi-
camente en cada uno de los procesadores, pero existe un soporte hardware para
permitir un espacio de direcciones globales, e incluso para la gestién de la coheren-
cia entre las caches locales de cada procesador. Este modelo combina la sencillez
en la programacion del modelo de memoria compartida, con la escalabilidad que
proporciona el modelo de memoria distribuida. Los computadores de este tipo de
memoria se agrupan en tres bloques:

» Computadores UMA (Uniform Memory Acces, Acceso a memoria unifor-
me): En esta categoria, el acceso a memoria compartida se implementa usando
una red de interconexion entre los procesadores y la memoria. Todos los pro-
cesadores del sistema tienen acceso a la misma memoria.

» Computadores NUMA (Non Uniform Memory Access, Acceso a memoria
no uniforme): Cada procesador tiene su propia memoria local pero también
tiene acceso a la memoria de otros procesadores. El nombre de "no unifor-
me”viene de que un procesador puede acceder mas rapido a su propia memoria
local que la memoria no local (memoria que esté en otro procesador o compar-
tida entre procesadores), por lo tanto el tiempo de acceso no es uniforme entre
memorias.

» Computadores COMA (Cache Only Memory Acces, Acceso a memoria solo
en cache): La memoria local de cada procesador es usada como memoria cache,
mientras que la memoria compartida se emplea como memoria principal.

4.2.3. Topologias de las redes de interconexion

Uno de los factores més importante en el diseno de sistemas paralelos es el conjunto
de enlaces que utilizaran los procesadores, las memorias y el resto de dispositivos para
comunicarse. Estos enlaces definen la red de interconexién de la cual dependera el coste del
intercambio de datos entre los distintos procesadores. Tanto a nivel fisico como légico, el
aumento del niimero de procesadores en el sistema debera ir acompanado de un aumento
de las comunicaciones entre ellos, con el fin de permitir mas transmisiones de datos.
Normalmente es necesario que los algoritmos paralelos se adapten al tipo de topologia
sobre la que se realizara la ejecucion.

Al tener sistema paralelos con diversos procesadores surge la necesidad de comunicar
informacion entre ellos para resolver un problema comun. Estas comunicaciones pueden
realizarse estableciendo datos comunes en memoria compartida o mediante el paso de
mensajes. En ambos casos, serd necesario la existencia de una red de interconexion que
permita realizar las operaciones descritas. En el primer caso, ya que la memoria estd fisi-
camente distribuida en varios bancos, la red de interconexién posibilitara la conexion de
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cada procesador con todos los bancos de memoria. En el segundo caso, es necesario unir
fisicamente los procesadores para poder realizar el envio de mensajes.

Mateméticamente una red de interconexién puede verse como un grafo dirigido donde
los elementos a comunicar estan localizados en los vértices y se comunican a través de las
aristas.

Para tener una medida de la efectividad de las redes en la implementacion de algorit-
mos paralelos eficientes sobre el hardware real se han introducido los siguientes conceptos:

Grado: Numero de aristas por vértice. Dos vértices son vecinos si existe una arista que
los una. EL grado de un vértice esta definido por el nimero de vecinos que tiene.
Para obtener un sistema escalable, es mejor si el nimero de aristas por vértice es
una constante independiente del niimero de vértices.

Diametro: El didmetro de una red es la distancia més larga entre dos vértices cualesquie-
ra. Los didmetros bajos son mejores, pues la complejidad de los algoritmos paralelos
que requieren comunicaciones entre pares de vértices arbitrarios es menor.

Ancho: Es el minimo nimero de aristas que deben ser eliminadas con el fin de dividir
la red en dos mitades. Son mejores las redes con un ancho grande, porque permiten
una mayor variedad en los caminos de enrutado.

A continuacién se van a describir las topologias mas usadas como redes de intercone-
xién. Se va a distinguir entre redes estaticas y dinamicas.

4.2.3.1. Redes estaticas

Algunas de las topologias estaticas mas utilizadas son las mostradas en la figura 4.2,
que seran descritas a continuacion:

Malla y toro: En una malla rectangular de n x k procesadores los nodos estan organiza-
dos en un plano. Cada nodo (4, j) se comunica con los nodos (i+1,j) y (i,7+1). La
malla no es un grafo regular debido a los bordes. El grado de los vértices internos es
2n, mientras que en los vértices exteriores el grado es de n, el didmetro es n(k — 1)
y el ancho es n.

Una de las caracteristicas de la malla es que es infinitamente extensible, lo que la
hace la mas modular de las topologias.

El toro de base k y de dimensién n puede considerarse una malla en la que se
han cerrado los bordes sobre si mismos. Contiene k % n vértices, cada uno de ellos
conectado a un k-ciclo en cada una de sus n dimensiones. Es un grafo regular de
grado 2n y de didmetro n(k/2).

Anillo: En un anillo, cada procesador (i) tiene como vecinos a ((i+1) méd n)ya ((i—1)
moéd n). Tiene un grado de 2, un didmetro de /2 y un ancho de 2.
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Figura 4.2: Topologias de redes estandar en sistemas paralelos.

Arbol binario: La topologia de arbol binario de nivel k utiliza 2**! — 1 procesadores
formando un arbol binario. Cada vértice interior puede comunicarse con sus dos
hijos y con su padre (salvo el vértice colocado en la raiz). Su didmetro es 2(k — 1)
y su ancho es igual a 1.

Hipercubo: Esta topologia consta de 2¥ procesadores formando un hipercubo de dimen-
sién k. Si se etiquetan los vértices con los indices 0, 1,2, ...,2¥ — 1, dos vértices serdn
adyacentes si sus etiquetas difieren solamente en un bit. El didmetro de un hiper-
cubo de dimensién k es k y el ancho seria 27!, Este tipo de configuracién tiene
un didmetro bajo y un ancho grande. Sus buenos resultados quedan desvirtuados
debido a su grado no constante, lo que limita la escalabilidad.
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4.2.3.2. Redes dinamicas

Las redes dinamicas son redes que pueden cambiar la topologia de comunicacién en
tiempo de ejecucion. Las principales topologias de redes dinamicas son las siguientes:

Buses: Un bus es un conjunto de lineas que permite comunicar de forma selectiva un
cierto nimero de componentes o dispositivos de acuerdo a ciertas normas de cone-
xién. En este caso, los componentes a conectar seran procesadores, memoria, etc.

El inconveniente del bus es que solo permite una conexién al mismo tiempo, por ello
si existen varias peticiones de comunicacién el drbitro del bus debera establecer un
orden entre ellas. Los buses son una forma barata de comunicaciéon que tiene como
ventaja la sencillez en la reconfiguracién. Sus inconvenientes son el bajo ancho de
banca y la latencia debido a las esperas debidas a varias peticiones simultaneas.

Redes de lineas cruzadas: En esta red, cada nodo esta conectado con todos los demas
a través de un conmutador de lineas cruzadas tal como muestra la figura 4.3. Cada
conmutador puede proporcionar una conexiéon dedicada entre cada para de elementos
que se deseen conectar. La posicién de cada conmutador se cambia dinamicamente

segun las necesidades del programa.

Figura 4.3: Red de lineas cruzadas.

Las principales ventajas de este tipo de redes es que son no bloqueantes y son
facilmente escalables. Su principal inconveniente es la necesidad de emplear una
gran cantidad de conmutadores, ya que son necesarios n? conmutadores para una
red de n x n.

Redes multietapa: Una red de este tipo estd formada por una serie de capas de médu-
los conmutadores n x k. Estos conmutadores pueden cambiar dindmicamente de
posicién para establecer las conexiones deseadas en cada momento. La figura 4.4
muestra un esquema genérico de este tipo de redes
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Figura 4.4: Red genérica multietapa.

La ventaja de la red multietapa frente a una red de lineas cruzadas es el menor
numero de conmutadores. Existen diferentes clases de redes multietapa en funcion
del tipo de modulo conmutador que emplean y la conexion entre los conmutadores:

» Redes Omega

Redes de linea base

Redes mariposa
Redes Delta

Redes de Closs
Redes de Benes

4.3. Medidas de rendimiento para algoritmos parale-
los

El uso de un computador paralelo para la resolucién de un problema numérico solo
tiene sentido si el tiempo total de resolucion del problema en el computador paralelo se
reduce significativamente, en comparacion con el tiempo requerido para su resolucién en
un computador secuencial. Seria deseable que el tiempo secuencial del algoritmo se reduzca
alrededor de un factor p, si usan p procesadores para resolverlo en paralelo. Una medida
para obtener la aceleracién producida por el algoritmo paralelo, frente al secuencial, se
denota por la ganancia de velocidad o speedup, que se define como:

Definicién 3 Se define la ganancia de velocidad o speedup, S(p) como la relacion entre el
tiempo total de la resolucion del algoritmo en un computador secuencial, tse., y el tiempo
total requerido para resolverlo en un computador paralelo con p procesadores, tyq(p):
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S(p) = thT&o) (4.1)

Para el célculo de la ganancia en velocidad debe usarse el mejor algoritmo serie cono-
cido, por lo tanto, aquel que necesita un menor t,... Frecuentemente, el mejor algoritmo
serie no es unico, o no ha sido implementado, por lo que su medida es imposible. Una
técnica de uso comun es la de usar, como algoritmo serie, el algoritmo paralelo sobre un
solo procesador.

Si se calcula la relacién entre la ganancia en velocidad obtenida y el nimero de pro-
cesadores, se obtiene la eficiencia del algoritmo:

Definicién 4 La eficiencia, E(p), representa la ganancia de velocidad por procesador:

E(p) = —— (4.2)

Generalmente se cumple 1 < S(p) < p. En algunos casos se consigue una ganancia de
velocidad superlineal con S(p) > p. Para el problema de Ramificacién y Acotacién que
se trata en este trabajo, esto no parece ser posible, pues el algoritmo paralelo evaltia la
misma cantidad de simplices en paralelo que los que evalia la versién secuencial.

La caracterizacion exacta de un algoritmo paralelo eficiente no es sencilla. Son muchos
los factores que pueden influir y limitar el speedup. Una parametro importante es el
tamano del problema de entrada, ya que si no hay bastante carga computacional para el
numero de procesadores disponibles, el speedup sera bajo.

4.3.1. Ley de Amdahl

Otro factor decisivo es la cantidad de cddigo secuencial o carga fija, que se describe
en la Ley de Amdahl [2]:

Definicién 5 La Ley de Amdahl establece que la parte de cédigo intrinsecamente secuen-
cial limita la ganancia en velocidad de un algoritmo paralelo. Sea s la fraccion de operacio-
nes de un algoritmo paralelo que deben realizarse de forma secuencial (0 < s <1). La ley
de Amdhal establece que la mdxima ganancia en velocidad S,,(p) que se puede consequir
mediante un modelo paralelo de p procesadores ejecutando dicho algoritmo es:

1

1-s
S —
+ p

Sm<p) <

(4.3)

Es decir, para un problema de tamano fijo, cada algoritmo paralelo es ineficiente
asintéticamente con el niimero de procesadores.
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4.3.2. Ley de Gustafson

Uno de los mayores inconvenientes de aplicar la Ley de Amdahl es que el problema
(la carga de trabajo) no puede aumentarse para corresponderse con el aumento de la
capacidad computacional al aumentar el tamano de la maquina. Es decir, el tamano fijo
impide la escalabilidad en el rendimiento.

La Ley de Gustafson [29] estd muy ligada a la Ley de Amdahl, que pone limite a la
mejora del speedup que se puede obtener con la paralelizacién, debido al tamano fijo del
problema. Gustafson ofrece un nuevo punto de vista y una visién positiva del procesa-
miento paralelo:

Definicién 6 La Ley de Gustafson establece que cualquier problema suficientemente gran-
de puede ser paralelizado de forma eficiente. Sea « la porcion no paralelizable del algorit-
mo. La ley de Gustafson establece que la ganancia de velocidad S(p) que se obtiene para
un problema escalable con p procesadores es:

Sp)=p—alp—-1) (4.4)

La Ley de Gustafson aborda las limitaciones de la Ley de Amdahl, la cual no contempla
el aumento de la capacidad de cémputo a medida que el nimero de maquinas aumenta.
Propone que los programadores establezcan el tamano de los problemas para utilizar
el equipamiento disponible en su solucién. Por consiguiente, si existe equipamiento mas
rapido disponible, mayores problemas se pondran resolver en el mismo tiempo.

Otras causas del aumento del tiempo de ejecucion provocado por el cédigo secuencial
es la debida al retardo que se produce en la activacion de los demas procesadores cuando
acaba el codigo secuencial, el acceso a memoria compartida o la sincronizacion de los
procesadores.

4.4. Paralelizacion de algoritmos secuenciales

Cuando se aborda la paralelizacién de un algoritmo secuencial, en algunas ocasiones, el
algoritmo paralelo puede ser completamente diferente a la version secuencial. Una posible
metodologia a seguir para abordar este problema, la implementacién de un algoritmo
paralelo, se divide en cuatro etapas [19]:

Particién: Se dividen los datos necesarios y las operaciones en las que se usaran estos
datos en tareas. Se pueden seguir dos estrategias:

Descomposiciéon de datos Primero se descomponen los datos y después se les
asocian las operaciones.

Descomposiciéon funcional Primero se descomponen las operaciones en distintas
tareas y se les asocian a cada tarea los datos asociados.

El objetivo de esta etapa es el de reconocer las partes paralelizables en el algoritmo.
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Comunicacién: En esta etapa se determinan las comunicaciones que seran necesarias
para sincronizar la ejecucién de las distintas tareas, escogiendo las estructuras y los
algoritmos de comunicacién que mas se adecuen a cada caso. Los distintos tipos de
comunicaciones pueden ser:

Locales: En las comunicaciones locales, cada tarea se comunica con un reducido
nimero de otras tareas.

Globales: En las comunicaciones globales, cada tarea se comunica con la gran
mayoria, o con todas, las tareas.

Estructurada: En las comunicaciones estructuradas, una tarea y su vecina forman
una estructura regular, como un arbol o una malla.

No estructurada: En las comunicaciones no estructuradas, la representacién de
las comunicaciones puede ser un grafo cualquiera.

Estaticas: En las comunicaciones estaticas, la tareas que intervienen en la compu-
tacion no cambian durante la ejecucién.

Dinamicas: En las comunicaciones dindmicas, las tareas se comunican entre si
mediante estructuras dinamicas que se determinan, mediante los datos compu-
tados, en tiempo de ejecucion.

Sincronas: En las comunicaciones sincronas, las tareas se ejecutan de forma coor-
dinada, esperandose las unas a las otras para intercambiar informacion.

Asincronas: En las comunicaciones asincronas, no existe coordinacion entre tareas
y son las propias tareas las que se solicitan informacién entre si.

Aglomeracién: Las tareas y las estructuras de comunicacion definidas en las primeras
etapas se evaluan respecto a los requisitos de funcionamiento y a los costes de
la implementaciéon para una arquitectura particular. Si fuese necesario las tareas
podrian combinarse en tareas mayores para mejorar el rendimiento o reducir los
costes de desarrollo. El niimero de tareas obtenido en esta fase debe ser suficiente
para el nimero de procesadores a utilizar.

Proyeccion: Cada tarea se asigna a un procesador intentando maximizar el uso del pro-
cesador y minimizar los costes de comunicacion. La proyeccion puede especificarse
estaticamente o determinarse de forma dinamica en tiempo de ejecucién, mediante
estrategias de balanceo dinamico de la carga. En sistemas de memoria distribuida
que emplean paso de mensajes, las tareas con gran cantidad de comunicacién se
sitian en procesadores cercanos, o incluso en el mismo procesador. Mientras, las
tareas que usan pocas comunicaciones podrian situarse en distintos procesadores,
para poder explotar completamente su paralelismo. Ambas estrategias, en ocasiones
entran en conflicto.

27



En la implementacién de un algoritmo paralelo a partir de uno serie se pueden usar
dos alternativas:

Paralelismo implicito: En este tipo de paralelismo es el compilador, no el programa-

dor, el que realiza la paralelizacién. De esta forma un programa secuencial puede
ser paralelizado sin ser casi modificado.

Desafortunadamente la paralelizacién automatica de algoritmos secuenciales no sue-
le resultar en algoritmos paralelos eficientes, porque el compilador debe analizar las
dependencias entre las distintas partes del algoritmo secuencial para asegurar un
funcionamiento correcto del algoritmo paralelo. El compilador divide el algoritmo
secuencial y analiza las dependencias entre las distintas partes. Pero el anélisis de las
dependencias es complejo debido a los bucles, condiciones o llamadas a subrutinas.
Por estos motivos la intervencion del programador suele ser necesaria.

Paralelismo explicito: En este modelo, el programado debe determinar las opciones

4.5.

El
poder

concretas para cada una de las etapas del diseno de algoritmos paralelos. Un esce-
nario comun es el del sistema distribuido, en el que el sistema esta compuesto por
nodos interconectados. En este tipo de sistema, las comunicaciones entre nodos se
suelen realizar mediante paso de mensajes. Por otro lado, los algoritmos se carac-
terizan por usar una descomposiciéon de datos con, posibles, intercambios de datos
entre los procesadores. Ademas se pueden incluir fases para el balanceo de la carga.

Balanceo de la carga

objetivo del un programa paralelo es realizar una buena divisién del problema para
repartir la carga computacional entre los distintos procesadores del sistema y reducir

la comunicacién entre ellos. Las técnicas de balanceo de carga para algoritmos paralelos

estan

basadas en la descomposicion de datos, esta descomposicion se puede realizar de

dos formas distintas:

Balanceo estatico: La carga computacional se conoce antes de iniciar la ejecucion del

programa que resuelve cierto problema, y puede ser dividida en p subproblemas de,
aproximadamente, la misma carga computacional. Cada uno de estos subproblemas
se resolvera entonces en un procesador diferente. Se intentara también evitar parte
de la comunicacién entre procesadores, dividiendo los datos en conjuntos disjuntos.
La principal ventaja es que este tipo de balanceo es que no produce carga adicional
en el tiempo de ejecucion del programa.

Balanceo dinamico: Se aplica a problemas donde la carga computacional varia dinami-

camente durante la ejecucion del programa, o con programas con los cuales no se
conoce la carga, a priori, porque se crea segin avanza la ejecucién. En estos casos
hay que buscar formas de distribuir la carga entre los procesadores de una forma
equitativa, evitando que haya procesadores con mucho mas trabajo que otros.
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Para resolver este tipo de problemas se emplean estrategias dinamicas de distribu-
cion de carga. Estas estrategias producen un incremento al propio tiempo de ejecu-
cién del programa. Por esta razén se debe alcanzar un compromiso entre balanceo
de carga y sobrecarga producida.

Los problemas aqui tratados estan basados en algoritmos de Ramificacién y Aco-
tacion, cuyo principal problema es la necesidad de una distribucion dindmica de la
carga computacional.

Generalmente los algoritmos de balanceo dindmico de carga constan de cuatro com-
ponentes:

Medida de carga: La carga computacional se suele cuantificar mediante un indice
positivo, que toma el valor cero cuando un procesador esta ocioso, e incrementa
su valor segin aumenta la carga computacional. Este indice es una estimaciéon
de la carga computacional y se basa en algunos pardmetros medibles, como la
cantidad y el tamano de las operaciones a realizar.

Intercambio de informacién: Para tomar decisiones sobre la necesidad de ba-
lanceo, un procesador debe conocer la carga del resto de procesadores. Este
intercambio de informacion puede hacerse de forma centralizada o distribuida:

= En la version distribuida cada procesador deber tener informacién de la
carga de los procesadores vecinos, si se establece una estrategia local, o la
informacion de todos los procesadores si se ha establecido una estrategia
global.

= En la versiéon centralizada un procesador es el encargado de recoger y man-
tener la informacion de la carga computacional del resto de procesadores.
Este sera el procesador encargado de tomar las decisiones y notificar al
resto los cambios para mantener lo mas balanceado posible el sistema.

Las estrategias distribuidas globales son impracticables en sistemas muy gran-
des, pues el trafico de informaciéon para informar a todos los procesadores seria
un gran inconveniente para el funcionamiento del sistema. Por otra parte, las
estrategias centralizadas obtienen un buen rendimiento en sistemas pequenos.
Para sistemas mayores, el procesador dedicado al balanceo suele ser un cuello
de botella para las comunicaciones. Para remediar estos problemas se proponen
estructuras jerarquicas de este tipo de procesadores dedicados.

Hay que establecer un compromiso entre tener un valor actualizado de la carga
del resto de procesadores y el coste de las comunicaciones. Las estrategias més
usadas son las siguientes:

Por demanda: Un procesador pregunta al resto sobre la carga antes de iniciar
una operacion de balanceo.

Peridodicamente: Los procesadores intercambian periddicamente informacion
sobre los valores de la carga.
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Por cambio de carga: Cuando es estado de la carga de un procesador cam-
bia una cierta cantidad, este informa del cambio al resto de los procesadores
del sistema.

Ademas de emplear la informacion de la carga actual para realizar el balanceo,
se pueden realizar nuevos balanceos de la carga usando las estadisticas extraidas
de operaciones de balanceo anteriores.

Otra forma es la distribucion aleatoria de la carga, que se realiza en tiempo de
ejecucién sin tener en cuenta ningun tipo de informacién sobre el sistema.

Regla de inicializacion: Indica el momento en el que debe iniciarse una opera-
cion de balanceo. En esta decision se debe sopesar la ventaja de inicializar el
balanceo, frente a la sobrecarga computacional que éste conlleva. Este tipo de
decisiones suelen ser heuristicas, debido a que se basan en el iltimo valor co-
nocido de la carga computacional de los demas procesadores, que normalmente
es impreciso.

El balanceo de la carga debe inicializarse por un procesador con mucha car-
ga, por un procesador con poco carga o periédicamente. Cuando la operacién
es iniciada por un procesador se deben establecer los umbrales de carga que
inicializaran el proceso.

Operacion de balanceo: Se definen las siguientes reglas para el balanceo dinami-
co de la carga computacional:

Regla de localizaciéon: Determina el conjunto de procesadores que van a in-
tervenir en el balanceo de la carga, definiendo de este modo el dominio de
balanceo.

Regla de distribucién: Determina como distribuir la carga en el dominio de
balanceo.

Regla de seleccion: Determina que trabajos forman la carga que se va a
distribuir.

4.6. Algoritmos de Ramificacién y Acotacién parale-
los

Los algoritmos de Ramificacién y Acotacién (Branch and Bound, B&B) se utilizan
para encontrar soluciones 6ptimas mediante la generacién de arboles de buisqueda, donde
a menudo una busqueda exhaustiva en todo un arbol es impracticable. Estan basados
en una descomposicion sucesiva del problema original en subproblemas mas pequenos y
disjuntos, hasta encontrar la soluciéon éptima, evitando evaluar subproblemas en los que
se no encuentra la solucion.

El procesamiento paralelo ha sido considerado ampliamente como una fuente adicional
de mejora en la eficiencia de la biisqueda, ya que los problemas que se generan durante
la ejecucion de los algoritmos B&B son disjuntos y se pueden resolver simultaneamente
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e independientemente, pudiéndose usar un conjunto de procesadores para resolver varios
subproblemas de forma paralela en cada iteracion.
Los algoritmos de Ramificacion y Acotacion se diferencian del otros algoritmos en que:

= Los conjuntos de datos son irregulares y de distinto tamano.
= La carga de trabajo generada no es uniforme.

= En algoritmos paralelos el trabajo realizado puede depender del nimero de proce-
sadores que se usen.

Por estos motivos la programaciéon se convierte en un trabajo preciso en el que hay
que tener en cuenta las siguientes posibilidades:

Sobrecarga de la biusqueda: Los algoritmos de busqueda paralelos tiene sobrecargas
debido diferentes motivos. Estos incluyen sobrecargas en las comunicaciones y tiem-
pos ociosos debido a desbalanceo de la carga y a conflictos de acceso a memoria, si
se usan estructuras de datos compartidas. Asi, si las implementaciones paralelas y
secuenciales del algoritmo realizan la misma cantidad de trabajo, es normal que la
ganancia en velocidad para p procesadores S(p) < p. Sin embargo, la cantidad de
trabajo realizada en la implementacion paralela a menudo difiere de la realizada por
la versién secuencial, principalmente, porque se exploran diferentes partes del arbol
de busqueda T

Definicién 7 Sea W el trabajo realizado por el algoritmo de bisqueda secuencial
y W, el realizado por la version paralela con p procesadores. Se define el factor
de sobrecarga de la busqueda del sistema paralelo como la relacion entre el trabajo
realizado por la version paralelo y la secuencial, W,/W [23].

Asi, el limite superior de S(p) viene dado por pW/W,. En la préctica, la ganancia
de velocidad puede ser menor, debido a otras sobrecargas de la paralelizacién. En
la mayoria de los algoritmos de btusqueda paralelos el factor de sobrecarga de la
busqueda es mayor a uno. Sin embargo, en algunos casos es menor que uno, dando
lugar a ganancias de velocidad superlineales. Si el factor de sobrecarga es menor que
uno, entonces el algoritmo secuencial no es el mas rapido para resolver el problema.

Decisién entre comunicacién y computacién: En los algoritmos de Ramificacién y
Acotacién paralelos hay que tomar la decision en el compromiso entre comunicacion
y computacién. Como se mencioné anteriormente la sobrecarga de la btisqueda para
muchos algoritmos es mayor que uno, lo que implica que la implementacion paralela
realiza més trabajo que la secuencial. Es posible reducir la sobrecarga de la bisqueda
para estas implementaciones incrementando las comunicaciones, ademas también se
cumple lo contrario. Por ejemplo, si la regiéon de bisqueda se divide estdticamente
entre los procesadores y estos realizan una busqueda independiente, por lo tanto sin
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comunicaciones, estos realizaran en conjunto una bisqueda mayor que en la versién
secuencial del algoritmo.

Esta sobrecarga de busqueda puede reducirse dependiendo de las comunicaciones
realizadas entre los procesadores. En los algoritmos de Ramificacién y Acotacion
paralelos, una parametro importante a comunicar es la mejora encontrada en el
limite superior de la solucién. Este intercambio de informacién permitira a mas
procesadores hacer uso de la Regla de Eliminacion y reducir asi la sobrecarga de la
busqueda, pero aumentando la sobrecarga de comunicacion.

Escalabilidad y algoritmos escalables: La ganancia de velocidad no se incrementa
linealmente con el niimero de procesadores si se usa la version paralela para resolver
un problema de tamano fijo. En estos casos, la linea de ganancia de velocidad tiende
a saturarse. Este fendmeno es cierto para todos los sistemas paralelos y es descrito
mediante la Ley de Amdahl (Definicién 5).

Para muchos algoritmos paralelos, si se incrementan el tamano del problema W,
con un numero fijo de procesadores p, se incrementa la eficiencia, aproximandola a
uno, porque la sobrecarga total del proceso paralelo crece menos que W. Para estos
algoritmos paralelos la eficiencia puede mantenerse a un determinado valor (entre 0y
1) con el incremento del niimero de procesadores, si el tamano del problema también
aumenta. Estos algoritmos se denominan algoritmos escalables [23]. El porcentaje en
el que el tamano del problema debe crecer, con respecto al niimero de procesadores,
para mantener la eficiencia, determina el grado de escalabilidad de los algoritmos
paralelos y esta determinado por la funcién de isoeficiencia [40, 41].

Como el reparto del trabajo entre los procesadores es una parte importante del algo-
ritmo de Ramificacion y Acotacién paralelo el modo de almacenamiento de la estructura
de datos D, que contiene los subproblemas activos, es una pardametro a considerar. Otro
parametro a determinar es cuando se accede a la estructura de datos D. Este acceso puede
hacerse en momentos arbitrarios durante la ejecucién, o los procesadores deben esperarse
unos a otros, es decir, un algoritmo sincrono o asincrono. A continuacion se realiza una
descripcion en detalle de estos parametros:

Memoria compartida versus memoria distribuida: Un punto importante es la elec-
cién de la forma de almacenamiento de los datos de los subproblemas. Las posibles
opciones son el modelo de memoria compartida SDOM (Shared Data Object Mo-
del) y el modelo de memoria distribuida DDM (Distributed Data Model) [10, 12].
Ademas existen otros modelos que combinan caracteristicas de ambos, modelos in-
termedios.

= En el modelo de memoria distribuido cada procesador ¢ mantiene su pro-
pia estructura de datos local D;. Los procesadores se comunican mediante
intercambios de subproblemas entre las estructuras de datos locales, que se
organizan como listas ordenadas de problemas. Cuando se selecciona un nodo
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del subarbol de busqueda local, éste se obtiene de la estructura de datos local
D; y los generados a partir de él son almacenados en D;.

La simplicidad de este modelo puede dar lugar a pensar que los algoritmos
paralelos de Ramificacion y Acotacion son sencillos, porque cada procesador
realiza una busqueda secuencial en partes diferentes y disjuntas del arbol de
busqueda T'. Sin embargo, no se conoce la estructura de T a priori, y ya que
los problemas no son regulares. Al paralelizar estos algoritmos aparecen irregu-
laridades que provocan un gran desbalanceo de la carga computacional entre
los distintos subproblemas de los distintos procesadores. Es probable que el
algoritmo distribuido produzca una sobrecarga en la bisqueda, si se compara
con el algoritmo secuencial, ya que una regiéon que no se considere en el caso
secuencial puede ser asignada a un procesador para su evaluacién. Ademas un
procesador puede quedarse sin trabajo al quedarse su estructura de datos local
vacia. Estos hechos se deberdn tenerse en cuenta durante la implementacién de
algoritmos paralelos de Ramificacién y Acotacion sobre esta clase de memoria
y las medidas a tomar para tener estos problemas estan basadas en técnicas de
balanceo dinamico de la carga, donde la carga computacional debe dividirse y
repartirse de la forma mas equitativa posible entre los distintos procesadores
(Seccién 4.5).

= En el modelo de memoria compartida existe una sola estructura de datos
D, que contiene el conjunto de subproblemas de T'. Los procesadores deben
comunicarse a través de la estructura de datos global D y deben mantener,
en todo momento, un estado consistente de los subproblemas en ejecucion. La
ventaja es que como se mantienen todos los subproblemas en la memoria global
D vy los procesadores pueden acceder a todos ellos, de este modo se realiza una
distribucién buena de la carga ya que segin van acabando los procesadores sus
subproblemas pueden coger trabajo asignado, a priori, a otros procesadores.
La desventaja de esto es que los procesadores deben acceder con frecuencia a
la memoria compartida D y podria causar un cuello de botella si el nimero de
procesadores es alto.

Por lo mencionado en los puntos anteriores, los algoritmos de biisqueda tienen como
estructura de almacenamiento logica las estructuras de datos globales. Estas se usan
normalmente en maquinas de memoria compartida, aunque esto también provoca un
aumento de comunicacién para acceder a las estructuras compartidas. Para reducir
estos costes pueden usarse estructuras distribuidas, aunque esto incrementaria los
costes de busqueda en estas estructuras. Se debe buscar un compromiso entre ambos.

Los sistemas de memoria compartida no son muy escalables, por este motivo la
mayoria de sistemas de memoria compartida estan basados en un arquitectura de
memoria distribuida, con soporte para un direccionamiento global.

Los modelos descritos anteriormente (SDOM y DDM) pueden verse como los extre-
mos, y existen modelos intermedios. Por ejemplo, los procesadores pueden dividirse
en grupos, donde cada grupo se comporta de acuerdo a un modelo de memoria
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compartida y entre grupos se aplica el modelo de memoria distribuida. Ha esto
pueden anadirse memoria locales a cada procesador o otros modelos de memoria
intermedios.

Unidad de trabajo: Otro pardametro a elegir es la unidad de trabajo. Hasta ahora se
ha asumido implicitamente que D, global o local, era actualizada cada vez que un
subproblema ha sido evaluado. También puede permitirsele a un procesador realizar
una busqueda limitada a partir de un subproblema, es decir, generar un subérbol de
pocos niveles a partir del nodo seleccionado del arbol de buisqueda, y solo entonces
actualizar D con los nodos hojas de ese subarbol. De esta forma decrece la necesidad
de realizar comunicaciones, pero al mismo tiempo decrece la calidad de los datos
almacenados en D.

Modo de sincronizacién: Un procesador tiene dos opciones cuando completa su unidad
trabajo: (1) esperar a que los demés procesadores completen su unidad de trabajo,
(2) o continuar sobre otra unidad de trabajo. Esperar a los demds puede ser més
favorable, especialmente en un modelo de memoria compartida, ya que los problemas
seccionados por los procesadores en cada iteracion son los mejores, debido a que un
procesador tiene un conocimiento completo sobre el estado del problema a la hora
de seleccionar una nueva unidad de trabajo. De esta forma las implementaciones
sincronas limitan la cantidad de trabajo innecesario que se pueda realizar, pero
también produce estados de espera en los procesadores. En el caso del asincrono,
un procesador puede no tener conocimiento de la informacién generada por otro
procesador. Esto puede dar lugar a resolver subproblemas cuya resoluciéon no seria
necesaria en un modelo sincrono. Por otro lado, las ventajas que ofrece son: un mayor
potencial de ganancia de velocidad que el modelo sincrono, se solapan comunicacién
y computacion y no hay puntos de sincronizaciéon para acceder a la estructura de
datos D.

Modo de interrupcién: Para habilitar el uso de la informacion generada por otros pro-
cesadores, un procesador tiene que detectar la actualizacion de D. Existen dos modos
basicos en los que un procesador se da cuenta de una actualizacion: el procesador
comprueba D a intervalos regulares (normalmente en modelos SDOM) o es inte-
rrumpido cuando se actualiza D (normalmente en modelos DDM). Si se recibe una
interrupcion, comprueba D y decide si continua trabajando sobre la unidad actual
o si realiza otra tarea. En el ultimo caso, la unidad de trabajo actual se almacena
en D.

La eleccién de estos parametros no siempre es facil. Los parametros dependen de
factores como el tipo de problema, es decir, la especificacion de las reglas basicas de
Ramificacién y Acotacién, del ejemplo concreto del problema y de la arquitectura utili-
zada, ya que no todas las arquitecturas soportan unas especificaciones arbitrarias de los
parametros, los protocolos de comunicacion pueden ser rapidos o lentos, etc.
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Capitulo 5

Descripcion del problema

En este capitulo se describiran los componentes que intervienen en el problema pla-
teado, explicando los detalles de cada uno de los componentes, el método de division de
simplices escogido y la forma en la que se obtiene el arbol de bisqueda que se usara para
resolver los problemas planteados. Ademas se explicara el método a seguir para determi-
nar cada tipo de simplice (simétricos, con varios lados mayores o regulares) que pueda
aparecer durante el proceso de generacion del arbol de busqueda.

5.1. ;Qué es un simplex?

En este trabajo, el espacio inicial esta determinado por un n-simplex regular. Un n-
simplex, o n-simplice, esta definido en un espacio de n + 1 dimensiones. Un simplex es el
politopo mas sencillo posible en un espacio dado.

5.1.1. Politopos

Un politopo es la generalizacién del concepto de Poligono (2 dimensiones) o Poliedro
(3 dimensiones) a cualquier otra dimensién. Geométricamente un politopo es una regién
finita de un espacio n-dimensional encerrado por un nimero finito de hiperplanos.

La figura 5.1 muestra algunos ejemplos de politopos.
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Politopo

Simplex Ortoplex .
P P de media
1D - Punto ® ° ®
2D - Segmento oo - o o
3D - Poligono i : I:I
Tridngulo equildtero Rombo equilatero Cuadrado
4D - Poliedro V
Tetraedro regular Octaedro regular

5D - Policoro

Pentacoron Hexadecacoron Teseracto

Figura 5.1: Ejemplos de distintos politopos.

Por lo tanto se tiene que un 0-simplex es un punto, un 1-simplex es un segmento de
una linea, un 2-simplex es un triangulo, un 3-simplex es un tetraedro, un 4-simplex es un
pentacoron, etc. En la Figura 5.2 se muestran los ejemplos de simplices para dimensiones
1,2y 3.
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Figura 5.2: Simplices de dimensiones 2, 3 y 4.

Definicion 8 Un simplex se define como la envoltura convera de un conjunto de n + 1
puntos independientes afines en un espacio euclideo de dimension mayor o igual que n,
es decir, el conjunto de puntos tal que ningin m-plano contiene mds de m + 1 de estos
puntos con m < n.

El n-simplex unidad, o n-simplex estandar, es un subconjunto de R"*! tal que:

n+1
S = {IEERn+1 | Z(E]:L CCJZO} (51)

j=1
Por simplicidad y sin perdida de generalidad, en este trabajo se va a hacer uso de un
simplex regular con longitud de lado 1, que se define como:

n+1
2
Sz{xéR”“ | Eszg; :@20} (5.2)
j=1

Definicién 9 Un simplice reqular no es mds que un simplice en el que todos sus lados
tienen la misma longitud.
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La figura 5.3 muestra un 2-simplice regular con lados de tamano unidad.

€3

% (0,0,22)

€2

Figura 5.3: Un 2-simplice regular con lados de longitud unidad.

Las caracteristicas principales de un n-simplex son las siguientes:

Un n-simplex tiene n + 1 vértices y n(n + 1)/2 lados.

Se define la anchura de un simplex, w(S), como la longitud del lado mayor del
simplex.

A la envoltura convexa de un conjunto de m + 1 puntos independientes afines de un
n-simplex (m < n) de denomina m-cara.

A la (n — 1)-cara se la denomina faceta.

5.2. Biseccion por el Lado Mayor (BLM)

La Biseccion por Lado Mayor o BLM, es un método de refinamiento que puede ser
aplicado a problemas de cualquier dimension. Es uno de los métodos mas populares debido
a la simplicidad del proceso a seguir. Para generar un arbol se divide cada uno de los
simplices por un lado mayor en cada divisiéon o nivel.

La figura 5.4 muestra los primeros simplices generados después de tres bisecciones al
aplicar este método sobre un 2-simplex cuando se realiza una bisqueda en profundidad.
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Figura 5.4: Primeras bisecciones en un 2-simplex regular.

La figura 5.3 muestra un 2-simplice regular con lados de tamano unidad. La seleccion
de un lado mayor en un 2-simplice no es necesaria ya que o el lado mayor es tinico o el
subsimplice a dividir es regular. A partir de n = 3 si pueden existir varias opciones para
elegir el lado mayor, como se explica en la seccién 5.3.1.

La implementacion de la Biseccién por el Lado Mayor se muestra en el capitulo 6,
donde se describen los diferentes algoritmos planteados y los resultados obtenidos con cada
uno de ellos. El algoritmo 2 resume el proceso general de un algoritmo de ramificacién y
acotacion, mientras que el algoritmo 3 detalla el proceso de biseccién de un simplice por
el lado mayor seleccionado.

Algoritmo 2 RyA(S,e)

Require: S: simplice, e: épsilon

1: A:={S5 =5} Conjunto de trabajo
2: Q:={} Congunto final
3: ns:= Numero de simplices
4: while A # () do

5 Selecciona S; de A Regla de seleccion
6 Evalia S; Regla de acotacion
7. if S; no puede ser eliminado then Regla de rechazo
8 if w(S;) < € then Regla de terminacion
9 Almacena S; in Q

10: else
11: L := seleccionLadoMayor(S;)

12: {S2i, S2i+1} := BLM(S;, L) Regla de division (Biseccion por lado mayor)
13: Almacena So;, S2;41 en A

14: ns :=ns+ 2

15: end if

16:  end if

17: end while
18: return Qy f(z*)
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Algoritmo 3 BLM(S, L)

Require: S: simplice, L: lado mayor

Generar nuevo vértice a partir de los vértices v;,vj de L: vpey 1=
Crear dos nuevos simplices S;, S, con las caracteristicas de S
Siendo ;4 el identificador S, 25,4 v 25,4 + 1 son los identificadores de S5} y S,
Sustituir v; por vney en Sp y calcular distancias entre vpe, y el resto de vértices
Sustituir v; por vpeyw en S, y calcular distancias entre vy, y €l resto de vértices
return S, S,

Vv
2

5.3. Particionamiento de un n-simplice regular

El procedimiento de particionamiento de un n-simplice para la obtencion de un arbol
de busqueda utilizando el método por biseccion explicado en el punto 5.2 se detalla en el
algoritmo 5 del capitulo 6.

El proceso explicado en este algoritmo se podria resumir en que a partir de un simplice
inicial regular se generan sus dos hijos, cada uno de los cuales generara otros dos hijos,
etc. Este proceso creara un arbol binario como el mostrado en la figura 5.5 en el que cada
una de las ramas finalizara solamente cuando la longitud del lado mayor de su simplice
hoja sea mayor que un valor de € definido por el usuario. Esta regla de terminacion esta
basada en la longitud del lado mayor del simplice.

La figura 5.5 muestra los primeros pasos en el proceso de division del 2-simplex.

i ‘: Nivel 1

— T~

A l Mivel 2
™ RN -
< N P <N

A4 N4 NN V4 DT

* * *
* ® - » - - . *

%
LR

Figura 5.5: Bisecciones y niveles del &rbol binario obtenido mediante BLM de un 2-simplex.

5.3.1. Simplices con mas de un lado mayor. Obtencién del arbol
completo minimo

En este trabajo se ha escogido como método de division la division por el lado mayor,
que como su propio nombre indica es un lado tal que ningin otro tiene una longitud
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superior.

En un n-simplice con n < 3 solo existe un lado mayor en cada simplice, pero a partir
de n = 3 aparecen simplices con mas de un lado mayor. Los posibles métodos para dividir
simplices con varios lados mayores son:

Dividir por el primer lado mayor

Dividir por un lado mayor al azar

Dividir todos los posibles lados mayores y posteriormente determinar el que obtiene
un arbol mas pequeno.

Aplicar algun tipo de heuristica para determinar el lado mayor a dividir

Aqui se estudiaran los dos tltimos, ya que son los tinicos que pueden asegurar un arbol
minimo como resultado.

La figura 5.6 muestra ejemplos un simplice con mas de una lado mayor y otro con
solamente un lado mayor para un 3-simplice. Los lados mayores estan senalados con color
rojo. El simplice de la figura 5.6a tiene 3 posibles lados mayores mientras que el de la
figura 5.6b solo tiene uno.

10,75

1

0,5

(a) 3-simplice con varios lados (b) 3-simplice con un tnico lado mayor
mMayores

Figura 5.6: Diferentes tipos de simplices

Para obtener el arbol completo minimo, es necesario explorar todos los posibles subarbo-
les generados a partir de cada simplice con varios lados mayores. Una vez se tienen los
resultados de los subarboles generados por cada uno de los lados mayores del simplice, se
podra determinar cual de los lados mayores a generado el menor arbol. Esto aumentara la
computacién necesaria para resolver los problemas respecto a otros procedimientos (como
dividir por un lado al azar). Por lo que surge una nueva cuestion:

Cuestion 3 ;Es posible evitar el calculo del tamano de algunos de los subdrboles que
aparecen cuando un simplice tiene varios lados mayores?
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Se podria pensar en un algoritmo B&B que emplee un test de rechazo para resolver el
problema de Optimizacién Combinatoria de encontrar el arbol binario completo minimo.
Se llamara al arbol generado por ese algoritmo arbol OC. Cada nodo del arbol OC, seria
un arbol binario en proceso de construccion que dependerd del lado mayor seleccionado
para su biseccion. Un nodo hoja seria un arbol completo. Un nodo del arbol OC se podria
eliminar si ya existe un nodo hoja conteniendo un arbol binario con un menor tamano.

Por lo tanto la respuesta, a priori, es si. El test de rechazo explicado anteriormente
se puede aplicar también comparando los distintos subarboles generados a partir de un
nodo del arbol OC, pues bastara con evaluar uno de los subarboles para lograr un valor de
referencia que posteriormente sera transmitido al resto de subarboles, los cuales detendran
su evaluacion cuando superen este valor, que hasta ese momento seré la mejor cota superior
conocida del minimo.

El problema es el de transmitir este valor entre los diferentes subproblemas cuando
estos creen nuevos subproblemas, a que cada subproblema nuevo deberia, ademas de
mantener y transmitir su propio valor de subarbol minimo, actualizar y trasmitir los
valores de los posibles subarboles superiores. La implementacién expuesta en este trabajo
no implementa esta propuesta y se deja planteada como trabajo futuro.

5.3.2. Simplices regulares

Como ya se ha comentando en la definicién 9, un simplice regular es aquel que tiene las
longitudes de todos sus lados iguales. La figura 5.7 muestra ejemplos para un 2-simplex,
de un simplice regular y otro que no lo es.

V0,75
1 0,5
(a) 2-simplice regular (b) 2-simplice no regu-
lar

Figura 5.7: 2-simplices regulares y no regulares.

La figura 5.8 muestra ejemplos para un 3-simplex, de un simplice regular y otro que
no lo es.
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/0,75

1

0,5

(a) 3-simplice regular (b) 3-simplice no regular

Figura 5.8: 3-simplices regulares y no regulares.

En este caso, para dividir un simplice regular bastara con dividirlo por uno cualquiera
de sus lados, ya que los simplices resultantes de la divisién seran simétricos.

5.3.3. Simplices simétricos

El algoritmo 3 muestra como se crean los dos hijos, pero puede darse el caso de que
estos subsimplices hermanos sean simétricos.

Para averiguar si dos simplices hermanos son simétricos se deben comprobar que exis-
ten lados equivalentes (con la misma longitud) en ambos simplices, dispuestos en el mismo
orden. La figura 5.9 muestra el proceso seguido para comparar dos simplices y determinar
si son o no simétricos. Como se observa en la figura 5.9a el lado rojo unido por los vértices
(1,2) tiene la misma distancia que el lado formado por los vértices (2, 1) en ambos simpli-
ces, al igual que el lado amarillo (vértices (2,3)) y el lado negro (vértices (1,3)). Por lo
tanto, como los lados de ambos simplices son equivalentes, los simplices son simétricos.

3 3 2
05 3
1 V0,75 ! V0,75 3 05 05
V0,75
05 1 0,5 2
0,5 2 2 0,5 1 1
(a) 2-sfmplices simétricos (b) 2-simplices no simétricos

Figura 5.9: 2-simplices simétricos y no simétricos
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Por otra parte, en la figura 5.9b se observan dos simplices que no son simétricos.
Estos simplices no tienen todos sus lados iguales y en el mismo orden, por lo que no son
simétricos. Otro ejemplo de simplices simétricos es el mostrado en la figura 5.10, donde
se observa un 3-simplice simétrico y otro que no lo es.

(a) 3-sfmplices simétricos (b) 3-simplices no simétricos

Figura 5.10: 3-simplices simétricos y no simétricos.

El proceso descrito con las imagenes anteriores se puede formalizar con la siguiente
proposicion, en el que se comprueba si los dos simplices generados por un mismo padre
son simétricos:

Proposicién 1 Si el lado mayor lo forman v; y v; y tamano(v; —v,) = tamano(v; —v,),
Vv, & {vi,v;}, los dos subsimplices son simétricos.

Tras comprobar que dos simplices que son generados por el mismo simplice padre
pueden ser simétricos surge una nueva cuestion relacionando con la mejora del algoritmo.

Cuestion 4 ;Es posible reducir la evaluacion de los subdrboles para los simplices simétri-
cos?

La respuesta es, si. Pues dos simplices simétricos generaran siempre el mismo subarbol
y por lo tanto solo es necesario calcular el tamano de uno de ellos. Esto reduciré conside-
rablemente el nimero de subarboles a los que hay que calcular su tamano.

En este caso solo seria necesario evaluar uno de los hijos y el simplice padre multipli-
caria por 2 el resultado obtenido de esta evaluacién.

Otra posible mejora seria la de mantener una estructura con todos los simplices que
van apareciendo y asi cuando se repita alguno no seria necesario volver a evaluarlo. El
principal problema es el tiempo requerido para determinar si el tamano de los subarboles
generados a partir de un simplice igual al actual ha sido calculado, ya que el niimero de
simplices puede ser muy grande. Por este motivo se ha descartado esta idea.
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Capitulo 6

Soluciones planteadas

En este capitulo se presentan las distintas implementaciones realizadas tras el anali-
sis de los elementos del problema, empleando el algoritmo de biseccion planteado en el
capitulo 5.

Se comienza con la versién secuencial, a la cual se le realizan las modificaciones plan-
teadas en la seccién 5.3 para reducir su tiempo de ejecucion e incrementar la eficiencia del
algoritmo. Seguidamente se describen dos posibles soluciones paralelas, ambas basadas en
la versiéon secuencial.

Posteriormente, en el capitulo 7 se compararan y comentaran los resultados obtenidos
por cada una de la distintas alternativas implementadas.

6.1. Version secuencial

El algoritmo secuencial debe comprobar las posibles opciones de divisién de lado ma-
yor, teniendo en cuenta solo aquellas que generan un arbol binario completo de menor
tamano. Esto se puede hacer mediante un algoritmo recursivo. Los algoritmos 4 y 5 rea-
lizan el proceso. El algoritmo 4 divide un simplice en dos subsimplices, dividiendo por el
lado mayor siempre que este sea mayor que €.

Algoritmo 4 TamafioArbol (S, L, €)
Require: S: simplice, L: lado mayor, e: precision
if w(S) < e then
return 1
end if
{51, S2}=DivideSimplice(S,L)
r1 := TamanoArbolMinimo(S;)
1y := TamafioArbolMinimo(Ss)
return r; + 1o

Para cada uno de los dos subsimplices generados se ejecuta el algoritmo 5, donde
se calcula el tamano del subéarbol generado por la posible divisién de cada lado mayor,
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devolviendo el tamano del menor de ellos. Notese que el algoritmo 5 hace una llamada
recursiva al algoritmo 4.

Algoritmo 5 TamanoArbolMinimo (S, )
Require: S: simplice, e: precisién
: for cada lado mayor L; de S do
r; := TamafnoArbol(S,L;,e)
end for
return min;{r;}

> W b =

El algoritmo 4 realiza una busqueda en profundidad lo que reduce los requerimientos
de memoria. El programa se ejecutaria con el n-simplice regular inicial realizando una
llamada al algoritmo 5.

Nivel 1 51
/ w(S1)=1 \
. Sz SS
Nivel 2 w(S2)=1 w(S3)=1

Ss SG

Nivel 3 AW<S4):0-5 w(S5)=4" w(S6) =L Aw(&)zo.s
Sy S,
N\ N\

Nivel 4 w(Ss)=0.5A W(SQ):O.XI Vw(sw):o.5 Bw(Sn):Oﬁ
Sg SlO

Ss S11

Figura 6.1: Arbol binario para € = 0,5.

La figura 6.1 muestra la ejecucion del algoritmo 4 para un 2-simplice y € = 0,5. El
ejemplo no es interesante ya que solo existen subsimplices con un solo lado mayor o
subsimplices regulares, dando lugar a un solo posible tamano del arbol, que para ¢ = 0,5
es de 11. Aun asi, la figura 6.1 permite resaltar algunos aspectos que, para simplificar, no
se han incluido en los algoritmos 4 y 5:

= En el algoritmo 4, si 57 y S son simétricos, solo es necesario procesar uno de ellos
y devolver como resultado el doble del tamano de su subarbol. Por ejemplo, los
simplices hermanos Sy y S5 0 Sg y Sy, de la figura 6.1 son simétricos.

= En el algoritmo 5, si el simplice es regular, solo hay que procesar un lado mayor, por
ejemplo el primero, ya que las diferentes opciones de lado mayor generan arboles
con el mismo tamano. Los simplices Sy, Sy y S7 de la figura 6.1 son un ejemplo.
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Los puntos anteriores se pueden anadir a los algoritmos 4 y 5, junto con el método
explicado en el punto 5.3.3 para crear dos nuevos métodos més eficientes, los algoritmos
6 y 7 (equivalentes a los algoritmos 4 y 5).

Algoritmo 6 TamafioArbol (S, L, )
Require: S: simplice, L: lado mayor, e: precision
1: if w(S) <€ then
2 return 1
3: end if
4: {S1, S2}=DivideSimplice(S,L)
5: if sonSimetricos(S1, S2) then
6.
7
8
9

71 := TamanoArbolMinimo(S;)
return 2r;
: else
. ry := TamafioArbolMinimo(S; )
10 79 = TamaﬁoArbolMinimo(Sg)
11: return r{ +ro
12: end if

En el caso de que un simplice sea regular bastara con dividir solamente por uno de
sus lados en el algoritmo 7.

Algoritmo 7 TamafioArbolMinimo (S, ¢)
Require: S: simplice, e: precision
1: if esRegular(S) then
ro := TamafioArbol(S,Lo,e)
return nrg
: else

2

3

4

5 for cada lado mayor L; de S do
6: T = TamaﬁoArbol(S,Li,e)
7

8

9:

end for
return min;{r;}

end if

Otro punto interesante a abordar, es el planteado en la secciéon 5.3.1 del capitulo
anterior. En este punto se trataba el caso en el que un simplice posee mas de un lado
mayor. Este caso ocurrirda con n-simplices con n > 3 y la tnica forma de determinar el
arbol minimo implica evaluar todos los posibles subarboles y devolver solamente el tamano
del subarbol menor.

Ademads es importante mencionar que es esencial tener en cuenta una precision a la
hora de comparar los valores de los simplices, como distancias o posiciones de los vértices.
La precisién usada en este trabajo a sido de 107 y ha sido usada para comparar los
valores de las distancias, que estan almacenadas como double.
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La figura 6.2 muestra el proceso que sigue el algoritmo secuencial para realizar el
recorrido en profundidad en el &drbol busqueda. Se puede observar como hasta que no
finaliza la evaluacién del subarbol izquierdo no se evalta el subarbol derecho.

@)

o/
O/
SN
© Q
/

odwsal]

«— =
SN
© Q,
/

Figura 6.2: Esquema del algoritmo secuencial.

En el siguiente apartado se abordan las dos soluciones paralelas que se han disenado
para poder hacer uso de los distintos cores en un sistema multicore, de forma que se pueda
reducir el tiempo de ejecucién del algoritmo secuencial significativamente.

6.2. Versiones paralelas

Las arquitecturas y algoritmos paralelos permiten abordar instancias de este problema
de combinacién geométrica, que por su dimension o tamano del arbol generado requie-
ren mucho tiempo de computacion en su versién secuencial. Se presentan dos versiones
multihebradas en arquitecturas de memoria compartida que podran integrarse en futuras
versiones paralelas sobre arquitecturas de memoria distribuida.

El paralelismo es facilmente aplicable en la construccién de arboles binarios ya que las
ramas del arbol pueden visitarse en paralelo. Uno de los inconvenientes de los arboles que
se crean en este trabajo es que existen ramas con distintos niveles, tal como muestra la
figura 6.1. La diferencia de niveles aumenta conforme lo hace n y no es conocida, lo que
dificulta la distribucién de trabajo en los distintos procesadores.

48



Tras estudiar las distintas alternativas posibles para el diseno de un algoritmo B&B
paralelos en el capitulo 4 se han escogido las siguientes caracteristicas para el diseno e
implementaciéon de los algoritmos en un sistema multicore:

= Respecto al balanceo de carga, ya que a priori no se conoceré la carga de cada uno de
los subproblemas a evaluar, se opta por implementar un balanceo de carga dinamico.
Este distribuird la carga de trabajo segun se vaya generando. Asi se pretende obtener
una buena distribucion de trabajo entre procesadores.

La forma de distribuir la carga entre los diferentes procesadores determinard el
rendimiento del problema, por lo que serda un importante tema a tratar durante este
capitulo, en el que se plantearan dos posibles alternativas para distribuir la carga
de trabajo.

= En cuanto al modelo de memoria escogido, se se hara uso de memoria compartida
entre los distintos procesadores en la que se incluiran los elementos necesarios de
sincronizaciéon entre hebras y los datos que las hebras usaran, aunque cada procesa-
dor tendrd una zona en la que trabajar de forma exclusiva en los subproblemas que
se les asignen.

Con el fin de evitar conflictos en el acceso a memoria, la memoria principal del
sistema se dividird en bloques exclusivos asignados a cada una de las hebras. Con
esto se evitaran conflictos entre hebras a la hora de asignar y liberar la memoria de
forma dinamica.

= Respecto a la comunicacién y sincronizacién entre las hebras, se tendran en cuenta
dos posibles planteamientos:

e Por un lado podria distribuirse todo el trabajo al comienzo de la ejecucién y no
seria necesaria una sincronizacion hasta que todas las hebras terminasen con
el trabajo que tengan asignado.

e El otro planteamiento seria el de distribuir el trabajo segin se vaya generando
y recoger los resultados segtn el trabajo se complete.

= Por ultimo, otro parametro importante a tener en cuenta para la implementacion
es la unidad de trabajo, es decir, el subproblema que evaluara cada uno de los
procesadores. Este sera un simplice, que generara parte del subarbol de bisqueda
minimo. El conjunto de trabajo inicial puede estar formado por:

e Un numero lo suficientemente grande de simplices para que todos los procesa-
dores tengan trabajo que ejecutar y para que este trabajo se pueda distribuir
de la mejor forma posible tal que la carga final de trabajo entre procesadores
este balanceada.

e La otra opcion es la de comenzar con un tnico simplice y seguin este se divide y
genere nuevos simplices, ejecutar estos nuevos simplices en otros procesadores
con el fin de distribuir el trabajo.
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Como se vera a continuacion cada planteamiento tendrd sus ventajas e inconvenientes.
Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores, se desarrollaran dos versiones pa-
ralelas del algoritmo secuencial presentado en la seccion anterior:

B2F Basada en dos fases. En una primera fase secuencial se generan los posibles subsimpli-
ces hasta que su nimero sea mayor o igual al nimero de hebras (MaxHebras) deter-
minado por el usuario, empleando una busqueda en anchura. En la segunda fase se
ejecuta el algoritmo 4 para cada subsimplice en paralelo.

CDH Creacién dindamica de hebras. Este algoritmo es una extension del presentado en
la seccién 6.1. En esta nueva version paralela las hebras se crean siempre que el
algoritmo secuencial deba procesar mas de un simplice.

6.2.1. Versién paralela basada en dos fases (B2F)

Este algoritmo se divide en dos fases, en la primera se busca particionar el espacio
de busqueda de forma que pueda ser repartido entre los distintos procesadores y en la
segunda fase cada hebra calcula el subarbol minimo para cada simplice de la primera
fase.

Para la primera fase es importante realizar una recorrido del arbol en anchura para
que los posibles subsimplices estén en niveles superiores de los posibles subarboles. En
esta fase, un simplice con varios lados mayores genera varias parejas de subsimplices, una
por cada lado mayor. De forma andloga a como se hace en el algoritmo 5 en el que solo
la pareja de subarboles de menor tamano es considerada posteriormente para determinar
el tamano del arbol minimo.

La primera fase termina cuando el nimero de simplices en el 1ltimo nivel del arbol o
simplices hoja NIniS sea mayor que MaxHebras.

En la segunda fase se aplica de forma paralela el algoritmo secuencial a los subsimplices
generados en la primera fase.

Una vez generado el arbol de la fase inicial, se crean tantas hebras como el usuario
haya definido al ejecutar el programa con el parametro MaxHebras. En la segunda fase, si
el nimero inicial de subsimplices es mayor que MaxHebras, una hebra que haya terminado
su trabajo evaluaria un subsimplice de los pendientes generados en la fase inicial. Este
proceso se repetird hasta que no existan simplices pendientes, en cuyo caso la hebra
finalizara, devolviendo sus resultados.

La Figura 6.3 muestra un ejemplo del proceso de ejecucion de este algoritmo. El proceso
que sigue el algoritmo se puede describir de un forma sencilla en 3 pasos:
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Fase 2

\
/
\
/

B Procesador 1

B pProcesador 2

B pProcesador 3 .
Procesador 4

Figura 6.3: Esquema del algoritmo B2F (MaxHebras=4).

/
\
/‘\
\

odwal|

Fase 1: El algoritmo construye un arbol con los suficientes simplices (nodos hoja) para

que todos los procesadores tenga trabajo.

Fase 2: Con los simplices generados en la fase anterior se asigna un subproblema a
cada procesador. El resto de subproblemas permaneceran en una lista en memoria
compartida y los procesadores que vayan finalizando sus trabajos tomaran nuevos
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subproblemas de esta lista. La fase termina cuando no queda trabajo en la lista de
trabajo pendiente.

Las hebras, conforme finalizan la evaluacién de un subarbol, almacenan el resultado
en el nodo correspondiente antes de evaluar el subarbol minimo de otro nodo de
la fase inicial. Cada hebra que termina su trabajo deberda comprobar si existe mas
trabajo pendiente y si es asi, ejecutarlo. Esto permite un mejor reparto del trabajo,
ya que la hebra que antes termine, porque el subarbol a evaluar tiene menos trabajo,
serd la que evaltie un nuevo subarbol de los pendientes. Asi se evita la asignacion de
todo el trabajo al inicio de la ejecucién, momento en el que no se conoce la cantidad
de trabajo que implicara cada simplice.

Fase 3: En esta ultima fase se recogen para obtener el tamano minimo del arbol com-

pleto.

El siguiente algoritmo describe de una forma general el proceso seguido por este método

paralelo.

Algoritmo 8 B2F(S, ¢)

Require: S: simplice, €: épsilon

1
2
3
4
5:
6
7
8
9

: arbol := § Se inicializa el drbol con el simplex inicial
: while NIniS < MaxHebras do

St := siguienteSimplexAnchura(arbol) Amplia el arbol en anchura
S1,S2 = dividir()
ampliarArbol(arbol, Si,52)

: end while
: for i = 0 a MaxHebras do

hebra; := crearHebra(.S;) Se lanzan tantas hebras como procesadores disponibles

: end for
10:
11:
12:
13:
14:

for cada hebra; en hebras do
S;, res; := recogerHebra(hebra;) Cada hebra devuelve el nodo procesado y su resultado

resultadoSimplex(.S;, res;) Se asigna el resultado al nodo correspondiente
end for
return resultadoArbol(arbol) Combina los resultados de las hebras y devuelve el drbol
minimo

El nimero de simplices en la etapa inicial NIniS debe ser mayor que MinNIniS =

MaxHebras, pero para que su numero sea cercano a un multiplo de MaxHebras se hace
cumplir la siguiente condicion:

NIniS > MinNIniS &&
(NIniS mdd MinNIniS == 0 || (6.1)
NIniS méd MinNIniS > 0,8 - MinNIniS)

donde MinNIniS corresponde con el nimero de hebras MaxHebras por un factor pf:
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MinNIniS = MaxHebras * p f (6.2)

Este factor pf fue determinado de forma empirica con valores distintos para cada caso
y se generalizo en pf = 4 * MaxHebras.

En la seccién 7.2 se muestran los resultados del algoritmo aqui descrito (B2F) y se
comparan con la version inicial de este algoritmo en la que no se aplicaba la condicién 6.1
para la generacién del conjunto inicial de simplices de la fase 1.

6.2.2. Versién paralela con creacién dindmica de hebras (CDH)

En la versién paralela B2F puede haber diferencias en la carga de trabajo (no conocida
de antemano) asignada a cada hebra, debido a los diferentes tamanos que pueden tener las
ramas del arbol y al diferente nimero de simplices hijos similares en cada subarbol. Para
tener un grado mayor de adaptabilidad a la carga computacional en tiempo de ejecucion,
se va a seguir la estrategia en la paralelizacién de algoritmos irregulares realizadas en
trabajos anteriores [8, 30, 31, 32, 57, 58].

El usuario establece el nimero méximo de hebras (MaxHebras) que normalmente es
igual al nimero de procesadores del sistema. Existe una variable compartida que deter-
mina el nimero de hebras que estan trabajando actualmente (NHebras). Las hebras son
creadas por otras hebras siempre que el valor de NHebras sea menor a MaxHebras y cuan-
do sea posible realizar trabajo en paralelo. Una hebra al terminar su trabajo devuelve los
resultados a su hebra madre, decrementa el valor de NHebras y muere.

Las posibilidades de crear una nueva hebra estan en la evaluacion de la division de
varios lados mayores en el simplice actual y en la evaluacién de los dos subsimplices
generados por division. Debido a que el ntimero de simplices con un solo lado mayor
puede ser un porcentaje alto del total, se usaran las dos posibilidades para la creacién de
hebras.

Los algoritmos 9 y 10 son extensiones con hebras dindmicas de los algoritmos 4 y 5,
respectivamente, los cuales se ejecutarian en una hebra. La funcién CreaHebra, genera
una nueva hebra y ResultadoHebra obtiene el resultado de la hebra creada. La hebra
actual solo generard una nueva hebra si el nimero de hebras es menor que MaxHebras y
existe trabajo para la hebra actual y la nueva. Una hebra decrementa el valor de NHebras
si solo le queda esperar los resultados de las hebras que ha creado.

53



Algoritmo 9 TamafioArbolH (S, L, €)
Require: S: simplice, L: lado mayor, e: precision
1: if w(S) <€ then

2 return 1

3: end if

4: {S1, S2}=DivideSimplice(S,L)
5: hebra := false
6
7
8
9

: if NHebras < MaxHebras then
CreaHebra(TamafioArbolMinimoH(S1 )
: hebra := true
: end if
10: ry := TamafioArbolMinimoH(S5)
11: if hebra then
12: 7 := ResultadoHebra()
13: else
14: 7y := TamafioArbolMinimoH(S)
15: end if
16: return 71 + ro

En el algoritmo 9 se crea una hebra para procesar el subsimplice S; mientras la hebra
actual evalia el simplice S5. En el caso de que ambos fuesen simétricos, no se crearia una
nueva hebra y la hebra actual evaluaria solo Sy, devolviendo como resultado el doble del
tamano del subarbol generado a partir de Ss.

Algoritmo 10 TamafioArbolMinimoH (S, €)

Require: S:simplice, e: criterio de terminacién
Inserta cada lado mayor L; € S en A
while |A| > 0 do
while NHebras < MaxHebras and |A| > 1 do
Extrae L; de A
CreaHebra, (TamanoArbolH (S, L; €))
end while
Extrae L; de A
r; := TamanoArbolH(S,L;,e)
end while
for cada hebra; creada do
r; := ResultadoHebra;()
: end for
: return min;{r;}

—= = =

El algoritmo 10 trata de repartir el trabajo de evaluar las distintas posibilidades de
divisién del lado mayor entre las posibles nuevas hebras. Se deja la evaluacién de la division
de un lado mayor para la propia hebra. Si no se pueden crear hebras, la propia hebra debe
encargarse de realizar el trabajo (linea 7 del algoritmo 10). Una vez realizado el trabajo,
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la hebra espera los resultados de las hebras que creé (linea 10). Este tiempo de espera
puede limitar la ganancia de velocidad del algoritmo.

La Figura 6.4 muestra un esquema del proceso de ejecucién de este algoritmo. Su
funcionamiento es muy similar al expuesto en la seccion 6.1 de este mismo capitulo,
aplicando la divisiéon y el reparto en subproblemas que se acaba de exponer.

Como se observa en la imagen el trabajo es dividido y repartido entre los distintos
procesadores y estos, de forma paralela, lo pueden seguir repartiendo mientras existan
procesadores libres. Por otra parte cuando un procesadores termina su trabajo se lo indica
al resto y entonces alguno del resto puede volver a dividir y repartir trabajo y asignarselo
al procesador ocioso. Hay que senalar que cuando la distancia del lado mayor es inferior
a 1,35 - €, el algoritmo deja de crear hebras por esa rama, ya que la rama estd cerca de
finalizar su evaluacién. Esto evita que se reparta el trabajo cuando queda poco para llegar

al final.
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Procesador 4

Figura 6.4: Esquema del algoritmo CDH (MaxHebras=4).

95



Capitulo 7

Resultados

Los algoritmos se han codificado en C/C++, usando Pthreads API para las versiones
multihebradas y han sido ejecutados en un nodo de BullX-UAL, que consiste en dos
procesadores Intel® Xeon® E5-2650 de 8 cores a 2,00 GHz y 64 GB de RAM. Todos los
algoritmos presentados realizan un elevado niimero de operaciones de gestién dindmica de
la memoria, principalmente en asignar memoria a los nuevos simplices y en su liberacion.
La liberacién de la memoria asignada a un simplice se realiza normalmente en la vuelta
de la recursividad. Se ha usado la libreria T'CMalloc de Google Performance Tools, ya que
mejora considerablemente los tiempos de ejecucion, tanto secuenciales como paralelos.

7.1. Version secuencial

La tabla 7.1 muestra el tamanio minimo del drbol (Arbol minimo), el tamafio maximo
del arbol (Arbol m&ximo), el niimero de simplices evaluados para obtener el tamano del
arbol minimo (Simplices evaluados)y el tiempo requerido en segundos por el algoritmo
secuencial para obtener el tamano del drbol minimo (Tiempo minimo) para un 3-simpli-
ce y distintos valores de e. Una buena elecciéon del lado mayor a dividir puede reducir
considerablemente el niimero de simplices evaluados respecto al peor caso.

Tabla 7.1: Resultados secuenciales para un 3-simplice

€ ‘ Arbol minimo Arbol m&ximo Simplices evaluados ‘ Tiempo minimo
0.025 856.103 976.415 22,5-10° 27,8
0.01 10.835.455 12.176.711 492-10° 591,7

La tabla 7.2 muestra los resultados secuenciales andlogos a los de la tabla 7.1 pero
para un 4-simplice y distintos valores de €, que se han establecido para poder obtener
resultados en unos tiempos razonables.
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Tabla 7.2: Resultados secuenciales para un 4-simplice

€ ‘ Arbol minimo Arbol m&ximo Simplices evaluados ‘ Tiempo minimo
0,2 18.103 27.675 24,9-10° 40,8
0,125 55.455 122.911 181.7-10° 297,9

De nuevo, una buena eleccion del lado mayor a dividir puede reducir considerablemente
el nimero de simplices evaluados respecto al peor caso.

7.2. Versién paralela basada en dos fases (B2F)

En la version B2F el nimero de simplices en la etapa inicial NIniS debe ser mayor
que MinNIniS, pero para que su numero sea cercano a un multiplo de MaxHebras se hace
cumplir la condicién 6.1. El objetivo es lograr distribuir la carga de trabajo lo maximo
posible entre los procesadores.

7.2.1. Resultados de B2F para un 3-simplice

Se comienza buscando el mejor nimero de simplices iniciales con el objetivo de lograr
una buena distribucion del trabajo entre los procesadores. Para ello primero se compro-
baran los resultados del algoritmo B2F para un conjunto inicial de simplices fijo, para
posteriormente variar el ntimero de simplices en este conjunto inicial y comprobar si la
distribucién de la carga mejora el rendimiento.

7.2.1.1. Resultados B2F

La tabla 7.3 muestra el tiempo de ejecucion del algoritmo paralelo B2F para un 3-
simplice y € = 0,025. Las columnas Tiempo B2F y SpeedUp B2F muestran los tiempos de
ejecucion en segundos y la ganancia en velocidad comparada con la versién secuencial,
respectivamente. Puede observarse que la ganancia de velocidad es baja. Una de las causas
puede ser el desbalanceo de la carga computacional entre las hebras. Desde el punto de
vista paralelo, este tipo de algoritmos son irregulares ya que no se sabe de antemano la
carga computacional de un subproblema o subsimplice.
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Tabla 7.3: Tiempos y ganancia en velocidad de la versién B2F para un 3-simplice y
e = 0,025

MaxHebras | Tiempo B2F SpeedUp B2F
1 27,7 1,00

2 19,5 1,43

4 13,6 2,00

8 8,1 3,43

16 4,3 6,47

La tabla 7.4 muestra el desbalanceo producido por el algoritmo B2F en las condicio-
nes de la tabla 7.3. NIniS indica el nimero de simplices iniciales calculado segin (6.1),
Med.Evals indica el nimero medio de simplices evaluados por las hebras y Desv. indica el
intervalo con el porcentaje de desviacién observado respecto a la media. Puede observarse
como los subsimplices generados en la etapa inicial tienen unos costes computaciones con
grandes diferencias.

Tabla 7.4: Desbalanceo de la version B2F para un 3-simplice y € = 0,025

MaxHebras | NIniS Med.EvalS Desv.
1 1 22,5-10°
2 6 11,3-10% [-12,9%, 12,9%]
4 8 5,6-10° [-22,9%, 40,7%]
8 8 2,8-10% [-48,5%, 54,1%]
16 30 1,4-10% [-27,7%, 67,2%]

7.2.1.2. Resultados B2F+

Un método para intentar un mejor reparto de la carga entre las hebras es incrementar
el nimero de simplices iniciales, este método se denominara B2F+. Se ha determinado
experimentalmente un valor de MinNIniS = 4 x MaxHebras? en (6.1).

La tabla 7.5 muestra los mismos datos que la tabla 7.3, pero con el nuevo valor de
MinNIniS. Puede observarse que la ganancia en velocidad ha mejorado aunque no llega a
ser lineal.
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Tabla 7.5: Anélogo a la tabla 7.3 usando MinNIniS = 4 - MaxHebras? en (6.1)

MaxHebras | Tiempo B2F+ SpeedUp B2F+
1 27,5 1,01
2 20,5 1,36
4 12,1 2,30
8 6,1 4,56
16 2,5 11,12

La tabla 7.6 muestra los mismos datos que la tabla 7.6, pero con el nuevo valor de
MinNIniS. Se puede apreciar que el desbalanceo de la carga ha bajado considerablemente.
Aunque se ha intentado obtener un valor de MinNIniS dependiente del niimero de he-
bras, se ha observado que pequenas variaciones en su valor afectan significativamente al
rendimiento del algoritmo paralelo, debido a su irregularidad.

Tabla 7.6: Anélogo a la tabla 7.4 usando MinNIniS=4xMaxHebras? en (6.1)

MaxHebras | NIniS Med.EvalS Desv.
1 8 22,5-10°
2 30 11,3-10° [-1,5%, 1,5%]
4 64 5,6-10° [-4,1%, 4,3%]
8 464 2,8-10% [-1,5%, 2,2%]
16 | 1844 1,4-108 [-2,7%, 2,6%]

7.2.1.3. Comparacién de las alternativas para B2F

La tabla 7.7 compara los resultados obtenidos en las tablas 7.3 y 7.5. En la tabla
se muestran los tiempos en segundos y los speedups obtenidos con respecto a la version
secuencial, empleado la distribucién de trabajo descrita en la secciéon 7.2.1.2 y sin emplear
esta distribucién (seccién 7.2.1.1).

Tabla 7.7: Comparacién de tiempos y ganancia en velocidad de la versién B2F para un
3-stmplice y € = 0,025 seguin el niimero de simplices iniciales.

MaxHebras | Tiempo B2F+ SpeedUp B2F+ | Tiempo B2F SpeedUp B2F
1 27,5 1,01 27,7 1,00
2 20,5 1,36 19,5 1,43
4 12,1 2,30 13,6 2,00
8 6,1 4,56 8,1 3,43
16 2,5 11,12 4,3 6,47
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La figura 7.1 muestra los resultados de forma gréfica. Como se observa los resultados
para 1, 2 y 4 procesadores son muy similares y es solo para un mayor niimero de proce-
sadores cuando el mayor niimero de subproblemas implica una ganancia de velocidad.

12 T T T
B2F ——

B2F+

SpeedUp

16

Procesadores

Figura 7.1: Grafica comparativa de SpeedUp segtn la carga inicial para B2F.

Por ultimo, la tabla 7.8 y la figura 7.2 comparan el desbalanceo de las ramas para
ambos casos, tablas 7.4 y 7.6. Se observa una clara mejora al aumentar el nimero de
simplices de la fase inicial, ya que el desbalanceo se reduce drasticamente.

Tabla 7.8: Desbalanceo de la version B2F para un 3-simplice y € = 0,025 segtin el nimero
inicial de simplices.

MaxHebras | NIniS B2F+ Desv. B2F+ NIniS B2F Desv. B2F
1 8 1
2 30 [-1,5%, 1,5%] 6 [-12,9%, 12,9%]
4 64 [-4,1%, 4,3%] 8 [-22,9%, 40,7%]
8 464 [-1,5%, 2,2%] 8 [-48,5%, 54,1%]
16 1.844 [-2,7%, 2,6%] 30 [-27,7%, 67,2%]
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Figura 7.2: Grafica comparativa de balanceo de ramas segin la carga inicial para B2F.

Tras comprobar que se obtienen mejores resultados empleando una esta nueva distri-

bucion inicial de la carga, este serd el método empleado B2F+ a partir de aqui.

Las tablas 7.9 y 7.10 son andlogas a las tablas 7.5 y 7.6 pero para ¢ = 0,01. Puede
observarse un comportamiento similar del algoritmo.

Tabla 7.9: Analogo a la tabla 7.5 usando € = 0,01

MaxHebras

Tiempo B2F+ SpeedUp B2F+

1
2
4
8
16

590,9 1,00
462,8 1,28
246,7 2,40
115,8 5,11

50,7 11,67



Tabla 7.10: Anélogo a la tabla 7.6 usando ¢ = 0,01

MaxHebras | NIniS Med.EvalS Desv.
1 8 492,3-10°
2 30 246,1-10° [-1,3%, 1,3%]
4 64 123,1-10%° [-5,7%, 3,4%]
8 464 61,5-10% [-1,6%, 2,4%]
16 | 1.844 30,8-10° [-1,1%, 1,7%]

7.2.2. Resultados de B2F+ para un 4-simplice

Se han repetido los experimentos con el algoritmo B2F+ para un 4-simplice con los
resultados mostrados a continuacién:

Tabla 7.11: Anélogo a la tabla 7.5 para un 4-simplice y € = 0,2

MaxHebras | Tiempo B2F+ SpeedUp B2F+
1 40,8 1,00

2 28,1 1,45

4 16,1 2,53

8 7,3 5,59

16 3,4 12,00

Tabla 7.12: Anélogo a la tabla 7.6 para un 4-simplice y € = 0,2

MaxHebras | NIniS Med.EvalS Desv.
1 48 24,9-10°
2 29 12,5-10% [-0,8%, 0,8%]

[-0
4 64 6,2-10°5 [-2,9%, 5,2%]
8 462 3,1-10% [-2,9%, 2,9%]
16 | 1.844 1,6-10% [-2,4%, 2,6%]
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Tabla 7.13: Analogo a la tabla 7.11 usando € = 0,125

MaxHebras | Tiempo B2F+ SpeedUp B2F+
1 304,0 0,98
2 213,8 1,39
4 107,1 2,78
8 50,6 5,89
16 23,6 12,62

Tabla 7.14: Analogo a la tabla 7.12 usando € = 0,125

MaxHebras | NIniS Med.EvalS Desv.
1 48 181,7-10°
2 29 90,9-10° [-2,6%, 2,6%]
4 64 45,4-10° [-1,5%, 2,2%]
8 462  22,7-10% [-3,2%, 1,9%]
16 | 1.844 11,7-10% [-1,4%, 1,1%]

Las tablas 7.11-7.14 muestran que el algoritmo B2F+ tiene un comportamiento similar
cuando evaliia un 3-simplice y un 4-simplice.

7.3. Version paralela con creacién dinamica de he-
bras (CDH)

En la version CDH se comienza con el simplice inicial en una hebra y se van creando
hebras de forma dinamica segin se vayan necesitando, véase punto 6.2.2. El objetivo es
lograr distribuir el trabajo de forma dinamica segiin se genera el arbol binario completo.

7.3.1. Resultados de CDH para un 3-simplice

La tabla 7.15 muestra el tiempo de ejecucién del algoritmo paralelo CDH para un 3-
simplice y € = 0,025. Las columnas Tiempo CDH y SpeedUp CDH muestran los tiempos de
ejecucion y la ganancia en velocidad comparada con la version secuencial, respectivamente.

Puede observarse que la ganancia de velocidad es baja. Como se explico en el capitulo
anterior, el algoritmo CDH realiza un balanceo implicito de la carga por lo que la causa
de la baja ganancia en velocidad es el retardo introducido en la espera de resultados por
parte de las hebras hijas. Desde el punto de vista paralelo, este tipo de algoritmos son
irregulares ya que no se sabe de antemano la carga computacional de un subproblema o
subsimplice.
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Tabla 7.15: Tiempos y ganancia en
e =0,025

MaxHebras

velocidad de la version CDH para un 3-simplice y

Tiempo CDH SpeedUp CDH

1
2
4
8
16

La tabla 7.16 es andloga a la tabla 7.15 pero para ¢ = 0,01. Puede observarse un

27,7 1,00
15,2 1,83
9,1 3,05
6,0 4,63
5,6 4,96

b

comportamiento similar del algoritmo.

Tabla 7.16: Anélogo a la tabla 7.15 usando € = 0,01

MaxHebras

Tiempo CDH SpeedUp CDH

1
2
4
8
16

7.3.2.

Se han repetido los experimentos con el algoritmo CDH para un 4-simplice con los

resultados mostrados a continuacion:

Tabla 7.17: Tiempos y ganancia en
e=0,2

MaxHebras

628,5 0,94
344,2 1,72
203,5 2,91
154,2 3,84
131,5 4,50

Resultados de CDH para un 4-simplice

velocidad de la version CDH para un 4-simplice y

Tiempo CDH SpeedUp CDH

1
2
4
8
16

40,1 1,02
20,8 1,96
11,5 3,55
6,3 6,48
4,1 9,95
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Tabla 7.18: Anélogo a la tabla 7.17 usando € = 0,125

MaxHebras | Tiempo CDH SpeedUp CDH
1 282,7 1,05
2 150,9 1,97
4 89,5 3,33
8 48,1 6,20
16 47,6 6,26

Las tablas 7.17 y 7.18 muestran que el algoritmo CDH tiene un comportamiento similar
cuando evalia un 3-simplice y un 4-simplice. Aunque para el caso del 4-simplice la ganan-
cia de velocidad es algo mayor, esto es algo positivo pues significa que el comportamiento
mejora cuando se incrementa la cantidad de trabajo.

7.4. Comparacion de los resultados de las distintas
versiones

A continuacién se presenta la comparacion de los resultados obtenidos aplicando los
distintos algoritmos propuestos a los mismos conjuntos de datos iniciales.

7.4.1. Comparacion de los resultados para un 3-simplice

La tabla 7.19 muestran los distintos tiempos y ganancias de velocidad para los algo-
ritmos propuestos para un valor de épsilon de 0,025. Se observa como la versiéon CDH
obtiene mejores resultados para 2, 4 y 8 procesadores, y es a partir de 16 procesadores
cuando el reparto inicial del trabajo del algoritmo B2F+ marca la diferencia. Se han to-
mado los tiempos con incremento inicial de la carga para el algoritmo B2F (Véase B2F+
en la seccién 7.2.1.2).

Tabla 7.19: Tiempos y ganancias de velocidad para los algoritmos propuestos para un
3-simplice con € = 0,025

MaxHebras | T.Sec | T.B2F+ S.B2F+ | T.CDH S.CDH
1 27,5 1,01 27,7 1,00

2 20,5 1,36 15,2 1,83

4 | 27,8 12,1 2,30 9,1 3,05

8 6,1 4,56 6,0 4,63

16 2,5 11,12 5,6 4,96
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La figura 7.3 representa de manera grafica los tiempos mostrados en la tabla 7.19 para
los distintos algoritmos propuestos.
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Figura 7.3: Gréafica comparativa de tiempos para los algoritmos propuestos para un 3-
simplice con € = 0,025

La figura 7.4 muestra la comparacién de ganancia de velocidad de los distintos algo-
ritmos con los valores de la tabla 7.19.
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Figura 7.4: Grafica comparativa de speedup para los algoritmos propuestos para un 3-
simplice con € = 0,025
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Se muestran los mismos resultados para los experimentos realizados con valor de épsi-
lon de 0,01. Los resultados son similares a los de la tabla 7.19, aunque en este caso las
diferencias entre los algoritmos son mayores.

Tabla 7.20: Tiempos y ganancias de velocidad para los algoritmos propuestos para un
3-simplice con € = 0,01

MaxHebras | T.Sec | T.B2F S.B2F | T.CDH S.CDH
1 590,9 1,00 | 628,5 0,94
2 462,8 1,28 | 344,2 1,72
4 | 591,7 | 246,7 2,40 | 203,5 2,91
8 115,8 5,11 | 154,2 3,84
16 50,7 11,67 | 131,5 4,50

La figura 7.5 representa de manera grafica los tiempos mostrados en la tabla 7.20 para
los distintos algoritmos propuestos.
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Figura 7.5: Grafica comparativa de tiempos para los algoritmos propuestos para un 3-
simplice con € = 0, 01

La figura 7.6 muestra la comparacién de ganancia de velocidad de los distintos algo-
ritmos con los valores de la tabla 7.20.
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Figura 7.6: Grafica comparativa de speedup para los algoritmos propuestos para un 3-

simplice con € = 0,01

7.4.2. Comparacion de los resultados para un 4-simplice

Se han repetido las comparaciones de las distintas versiones para un 4-simplice con
los resultados mostrados a continuacion.
Se observa como a diferencia de los resultados para un 3-simplice en el que existian
mayores diferencias entre las versiones en el caso de un 4-simplice los resultados de ambas
versiones estan mas igualados.

Tabla 7.21: Tiempos y ganancias de velocidad para los algoritmos propuestos para un

4-simplice con € = 0, 2

MaxHebras | T.Sec | T.B2F+ S.B2F+ | T.CDH S.CDH
1 40,8 1,00 | 40,1 1,02
2 28,1 1,45 20,8 1,96
4| 40,8 16,1 2,63 | 11,5 3,55
8 7,3 5,59 6,3 6,48
16 3,4 12,00 4,1 9,95
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Figura 7.7: Grafica comparativa de tiempos para los algoritmos propuestos para un 4-
simplice con € = 0, 2
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Figura 7.8: Grafica comparativa de speedup para los algoritmos propuestos para un 4-
simplice con € = 0, 2

69



Tabla 7.22: Tiempos y ganancias de velocidad para los algoritmos propuestos para un

4-stmplice con € = 0,125

MaxHebras | T.Sec | T.B2F+ S.B2F+ | T.CDH S.CDH
1 304,0 0,98 | 282,7 1,05
2 213,8 1,39 | 150,9 1,97
4 | 297,9 107,1 2,78 | 86,5 3,33
8 50,6 5,89 | 48,1 6,20
16 23,6 12,62 | 47,6 6,26
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Figura 7.9: Grafica comparativa de tiempos para los algoritmos propuestos para un 4-

simplice con € = 0,125
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Figura 7.10: Grafica comparativa de speedup para los algoritmos propuestos para un
4-stmplice con € = 0, 125

Como se observa en las tablas y graficas anteriores los resultados de las versiones
CDH y B2F+ estan mucho mas igualados que en el caso del 3-simplice. Esto se debe
fundamentalmente a que la mayor carga de trabajo enmascara las diferencias debidas a
la espera de las hebras en el algoritmo CDH.
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Capitulo 8

Secuencia de lados

En este capitulo se pretende estudiar si existen algtin tipo de secuencia de lados que
sirva para obtener el arbol binario completo minimo sin necesidad de realizar los calculos
de lados y sin necesidad de evaluar todos los posibles subproblemas generados a partir de
un simplice con varios lados mayores.

Tras el estudio del comportamiento de los simplices al generar el arbol minimo se
ha podido comprobar que suelen tener un comportamiento periédico segin el nivel de
profundidad en el que se encuentran. Por ello se comenzo a estudiar si existia la posibilidad
de obtener una secuencia o patréon que indicara el camino a seguir para obtener el arbol
minimo de una forma mas rapida sin necesidad de buscar entre todos los posibles lados
mayores [26].

Se ha aplicado el método expuesto en [26] y se ha intentado replicar el resultado
expuesto para el caso de un 3-simplice y buscar el modo de aplicar el mismo método o
una modificacion del mismo para el caso de un 4-simplice.

8.1. Objetivo de la secuencia

El objetivo de obtener la secuencia de lados a dividir para obtener el arbol minimo
es el de evitar evaluar todos los posibles subproblemas generados por un simplice con
varios lados mayores, ademdas de evitar calcular las distancias entre los vértices para
determinar el lado mayor. La secuencia escogera el lado mayor que generara el menor
numero de simplices sin tener que calcular y comparar las distancias entre los lados. Con
esto se evita tener que procesar todos los subproblemas, lo que reduce considerablemente
el tiempo que necesita el algoritmo para obtener el arbol minimo.

8.2. ;Como obtener la secuencia de lados?

Para obtener la secuencia de lados se ha obtenido el arbol minimo utilizando una
version modificada del programa secuencial explicado en el punto 6.1. Ahora cada llamada
recursiva devuelve el nimero minimo de simplices y que lado se ha dividido en cada
simplice para obtener este nimero minimo. Con estos datos, cuando un simplice tiene
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varios lados mayores el programa se queda con el lado mayor que genera un subéarbol con
menor numero de simplices y con la secuencia de lados mayores desde el simplice raiz
hasta este.

El programa obtiene la secuencia de lados para el arbol minimo. Por lo tanto se tendria
un arbol en el que se indica el lado a dividir para cada simplice del mismo. Esto en arboles
grandes es intratable, por lo que en este trabajo se estd interesado en determinar una
secuencia que dependa del nivel del arbol y del indice del simplice. La numeracién de los
simplices se muestra en la figura 6.1 del capitulo 6, donde se puede observar como los
simplices comienzan a enumerarse en 1. La linea 3 del algoritmo 3 del capitulo 5 muestra
el proceso de generacion de los distintos nimeros identificadores de los simplices.

La dificultad de simplificar la secuencia es debida a la existencia de varios lados ma-
yores que generan el mismo arbol minimo, por lo que una eleccién u otra cambiard la
posible secuencia segun el subarbol escogido. Para simplificar esta secuencia y poder re-
ducirla a uno o dos indices de lados por nivel es necesario realizar una reordenacién de los
vértices que forman el simplice. Esta reordenacion se explica en el algoritmo 11 y debe
ser ejecutada en vez del algoritmo 3.

El algoritmo 11 es una version modificada del algoritmo 3 y realiza la divisién del
simplice S por el lado L y reordena los vértices de los hijos generados.

Algoritmo 11 BLM reordenacion(S, L)

Require: S: simplice, L: lado mayor
Generar nuevo vértice a partir de los vértices v;,vj de L: vpey 1= WTUJ
Crear dos nuevos simplices 5j, S
Asignar vye,, como ultimo vértice de S
Asignar vne como ultimo vértice de S,
Copiar los vértices de S en S; en el mismo orden saltando v;
Copiar los vértices de S en S, en el mismo orden saltando v;
return S;, S,

8.3. Secuencia del 3-simplice

Tras ejecutar la versién modificada del algoritmo 3 a un 3-simplex se ha verificado la
secuencia para la obtencion del arbol minimo sin necesidad de recorrer todas las ramas ni
calcular las distancias entre los vértices (obtenida en [26]).
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Tabla 8.1: Secuencia arbol minimo 3-simplice

Nivel ‘ Lado Simplices

1 (0, 1)

2 (1, 2)

3 (0, 1)

4 (0, 2) pares
0, 1) impares

5 (0, 1)

6 (0, 1)

7 (0, 1 pares
0, 2) impares

8 Nivel 5

9 Nivel 6

10 Nivel 7

Para obtener esta secuencia es necesario estudiar todos los subarboles generados a
partir de los simplices con varios lados mayores, ya que en algunos de los niveles existian
distintas opciones de lado mayor con el mismo resultado. En estas situaciones se ha
elegido el lado mayor tal que todos los simplices del mismo nivel y de niveles equivalentes
concordasen.

8.3.1. Excepciones en la secuencia

El articulo en el que se basa este trabajo solamente expone el método usado y los
resultados obtenidos para ciertos valores de €. Pero tras realizar diferentes pruebas se ha
llegado a la conclusion de que existen casos para los que la secuencia descrito anteriormente
no es valida, pues usandola no se obtiene el arbol minimo.

Estos son casos particulares en los que serd necesario obtener el arbol minimo de la
forma tradicional ocurren con determinados valores de €. Los valores de e para los que
estd comprobado el correcto funcionamiento son 2%1, para n < 10 (para n superiores no
se ha comprobado debido al tamano del problema resultante). Aunque se ha comprobado
que para valores de 1 < € < 0,1 al aplicar la secuencia se obtiene el &rbol minimo.

La tabla 8.2 muestra los casos para los que se ha logrado verificar el arbol minimo
aplicando la secuencia y los casos para los que no se ha logrado verificar la secuencia y
no se obtiene el arbol minimo. Para ello, la columna Arbol minimo muestra los resultados
obtenidos empleando los algoritmos disenados en el capitulo 6 y la columna Arbol secuen-
cia muestra los arboles resultantes tras incluir la secuencia a los algoritmos del capitulo
6. Se ha marcado en negrita las discrepancias entre valores de arboles minimos.
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Tabla 8.2: Valores de € para los que se cumple la secuencia

Epsilon ‘ Arbol minimo ‘ Arbol secuencia

0,8 31 31

0,5 (1/2%) 47 47

0,35 351 351

0,25 (1/2%) 351 351

0,2 1.727 1.727

0,125 (1/2%) 2.751 2.751

0,1 13.695 13.695

0,0625 (1/2%) 21.887 21.887

0,05 108.799 109.311

0,03125 (1/2°) 174.847 174.847
0,02 1.354.495 1.398.271

0,015625 (1/29) 1.398.271 1.398.271
0,01 10.835.455 11.185.151

0,0078125 (1/27) 11.185.151 11.185.151
0,005 86.682.623 89.479.167

0,00390625 (1/2%) 89.479.167 89.479.167
0,002 | 715.829.247 715.829.247
0,001953125 (1/29) 715.829.247 715.829.247
0,001 | 1.431.658.495 1.431.658.495
0,000976563 (1/2'9) | 1.431.658.495 1.431.658.495

8.3.2. Resultados aplicando la secuencia

Tras comprobar que la secuencia no funciona para todos los valores posibles de € en
esta seccion se va comparar el rendimiento de los algoritmos del capitulo 6 con los mismos
algoritmos pero generando el arbol minimo establecido por la secuencia. Para ello se ha
escogido una heuristica en la que el primer lado mayor serd el escogido.

La tabla 8.3 muestra la diferencia de tamanos de arbol y de tiempos de ejecucién
para distintos valores de e. Las columnas Tiempo PL y SEvals PL muestra el tiempo
de ejecucion y el nimero de simplices evaluados para una heuristica en que selecciona el
primer lado mayor. Las columnas Tiempo Sec y SEvals Sec muestra la misma informacién
pero aplicando la secuencia.
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Tabla 8.3: Tiempos y tamanos de arbol segiin la heuristica para un 3-simplice.

€ | Tiempo Sec  SEvals Sec | Tiempo PL SEVals PL

0,015625 0,69 1.398.271 0,61 2.067.843
0,0078125 5,54 11.185.151 4,97 16.937.487
0,005 45,1 89.479.167 21,8 93.886.811
0,00195312 365,5 715.829.247 312,4 1.139.267.323

Como se puede observar el algoritmo que escoge el primer lado mayor es mas rapido,
pero el arbol resultante no es minimo. Esto se debe a que este algoritmo no necesita
realizar ningin calculo, simplemente divide por el primer lado, mientras que el algoritmo
con la secuencia reordena los lados en cada iteracién y comprueba por que lado se va a
dividir aplicando la secuencia.
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Capitulo 9

Conclusiones y principales
aportaciones

En este proyecto fin de carrera se ha realizado un estudio de los algoritmos de Rami-
ficacion y Acotacion y de los métodos de paralelizacién de esta clase de algoritmos.

El objetivo que se perseguia era el de disenar un algoritmo que obtuviera el tamano
del arbol minimo generado a partir de un simplice usando una divisiéon por el lado mayor.
Y a partir de este algoritmo crear una versién paralela con una buena distribucién de
carga que obtuviese el valor de arbol minimo més rapidamente.

Las principales cuestiones tratadas en este trabajo han sido:

s ;Cual es el tamafio minimo del arbol que se genera a partir de un determinado
simplice?

= ; Por que lado mayor es necesario dividir un simplice para obtener el arbol minimo?

= ; Es posible evitar el cdlculo del tamano de algunos de los subarboles que aparecen
cuando un simplice tiene varios lados mayores?

Se han logrado contestar, en mayor o menor medida, todas las cuestiones. Aunque
algunos puntos han podido quedar no resueltos estos estudios proveeran de una base para
seguir intentado resolverlas por completo en trabajos futuros.

Respecto a la cuestion de obtener el arbol minimo, es importante senalar que para
un 2-simplice el tamano del drbol siempre serd minimo (2-simplice no se tienen varias
posibilidades para dividir un mismo simplice). Y es para valores de n superiores cuando
esta pregunta cobra sentido, ya que es entonces cuando existen varios subarbol posibles.
Los algoritmos planteados han demostrado obtener el arbol minimo para los simplices con
los que se ha experimentado. Estos algoritmos hacen uso una gran cantidad de computo,
lo que ha obligado a emplear técnicas de paralelismo para acelerar las ejecuciones y ser
capaces de abarcar problemas de mayor tamano.

Por otra parte, la segunda pregunta solo ha sido resuelta para el caso de un 3-simpli-
ce, logrando replicar los resultados ofrecidos por el articulo [26]. Aunque la informacién
contenida en el articulo no era completa, pues no mencionaba que la secuencia solamente
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daba como resultado el arbol minimo para ciertos valores de épsilon. En este aspecto este
estudio ha logrado matizar los resultados del articulos, completandolos.

Se ha buscado el modo de aplicar esta secuencia, o una versién alterada, para obtener
una version equivalente para el caso de un 4-simplice, aunque todavia no ha sido posible
obtenerla debido a la complejidad del problema.

Por ultimo, la pregunta de reducir las evaluaciones ha podido ser resuelta en gran parte.
La complejidad de la implementacion, debida a subproblemas dentro de subproblemas,
ha imposibilitado una implementacion funcional de la idea planteada en la seccién 5.3.1.
Esto deja una via de mejora de los algoritmos aqui planteados. Aunque es cierto que se
han planteado e implementado con existo otros elementos que han contribuido a reducir
una gran cantidad del computo (véase capitulo 5y 6).

Consideramos que el trabajo realizado en este proyecto es un primer paso de entrada
a los problemas de Optimizacion Global y a los algoritmos de Ramificacion y Acotacion,
que construye una base sobre la que se debera seguir trabajando en el futuro. Sin se
exhaustivos, nuestro interés a corto plazo se centrara en los siguientes aspectos:

= Desde el punto de vista de los algoritmos paralelos planteados en el capitulo 6 se
debera seguir trabajo en aumentar la ganancia de velocidad. Buscando técnicas
alternativas que distribuyan mejor la carga o incluso adaptando los algoritmos a
modelos distribuidos que puedan ampliar la capacidad de computo del sistema, lo
que permitiria tratar problemas mayores.

= En el capitulo 8 se ha demostrado la importancia de una buena elecciéon de los
subéarboles a evaluar. Por lo tanto un de los puntos a tratar en trabajos futuros
seria, sin lugar a dudas, la obtencion de nuevas secuencias que agilicen el proceso
de evaluacion de simplices de gran tamano

= Por ultimo, serfa muy interesante la aplicacién a problemas reales, cientificos o in-
dustriales, de los métodos expuestos en este trabajo. Esto permitiria dar consistencia
a los algoritmos planteados y contribuir en otros campos de investigacion.
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