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Objetivo del trabajo

El analisis de la covarianza es un procedimiento de control estadistico que permite eliminar el
ruido que generan variables no controladas sobre la variable respuesta en un diseno estadistico
de experimentos. El analisis de la covarianza es una técnica que en un gran numero de ocasiones,
es util para mejorar la precision del experimento.

A la variable no controlada, pero que se puede observar junto a la variable respuesta, se le deno-
mina variable concomitante o covariable. Es muy importante destacar el caracter cuantitativo
de la covariable, a diferencia del caracter cualitativo del factor habitualmente considerado en
el diseno experimental, ademés debe existir una relacion lineal entre la variable respuesta y la
covariable. El procedimiento estudiado se basa en analizar la posibilidad de interaccién entre
las variables cualitativas y cuantitativas en un modelo lineal. Su anélisis requiere del estudio
matematico de un modelo, combinaciéon del diseno de experimentos y del andlisis de regresion
de forma conjunta.

En este trabajo se estudia el diseno unifactorial con covariable, es decir, el estudio de la posible
influencia de una variable cualitativa (factor) sobre una variable respuesta observada de forma
simultanea a una variable cuantitativa (covariable). Para ello se presenta el modelo lineal y los
contrastes a resolver para concluir las posibles influencias. Se estiman los pardmetros presentes
en este modelo y se construye los estadisticos que permiten resolver los contrastes planteados.

El trabajo esta estructurado de la siguiente forma: en el primer capitulo se presentan los concep-
tos fundamentales del diseno experimental, asi como una breve evolucion historica. Se incluyen
los principales resultados del diseno unifactorial completamente aleatorizado y del modelo lineal
de regresion, por estar relacionado con el modelo a estudiar. El siguiente capitulo aborda el
problema de interés en el trabajo, realizando los siguientes pasos: se presenta el modelo lineal y
los contrastes a resolver, se estiman los parametros y se construye los estadisticos que permite
resolver dichos contrastes. Por ultimo, se presenta un caso real modelizado mediante el diseno
unifactorial con covariable. Para su resolucion se ha utilizado Statgraphics Centurion XVI



INDICE GENERAL



Capitulo 1

Diseno estadistico de experimentos

Nadie ha tenido tanto impacto en los principios estadisticos del diseno de experimentos co-
mo Ronald A. Fisher (1890-1962). En octubre de 1919, Fisher fue contratado en Rothamsted
Experimental Station, Inglaterra. Su trabajo alli consistia en aplicar un exhaustivo analisis
estadistico a los datos de investigaciones agricolas.

Fue durante su ejercicio en Rothamsted, donde desarrolld y consolidé los principios bésicos del
diseno y analisis de datos experimentales, que hasta la fecha son necesarios para llegar a resul-
tados validos. De 1919 A 1925 estudié y analiz6 experimentos relativos al trigo que se habian
realizado desde 1843. De sus investigaciones estadisticas, de éstos y otros experimentos, Fisher
desarrollo el analisis de la varianza y unificd sus ideas bésicas sobre los principios del diseno de
experimentos.

En 1926, Fisher publica en Journal of the Ministry of Agriculture of Great Britain, el primer
resumen completo de sus ideas en el articulo "The Arragement of Fiel Experments". FEn este
importante trabajo describe las tres componentes fundamentales de los disenios experimentales
en el area de pruebas agricolas: control local de las condiciones de campo para reducir el error
experimental, replicacion como un medio para estimar la varianza del error experimental y
aleatorizacion para obtener una estimacion vélida de esa varianza.

Los desarrollos posteriores en disenos de experimentos fueron encabezados por George E. P.
Box, quien trabajo como estadistico durante ocho anos en la industria quimica en Inglaterra y
desarrollo la metodologia de superficies de respuesta, la cual incluye nuevas familias de disenos
y una estrategia para la experimentacion secuencial. En 1950,William G. Cochran, junto con
Gertrude Mary Cox, desarrollan la descomposicion en forma de cuadrados que hoy dia realiza-
mos. Cochran, en el trabajo "Analysis of Covariance: Its Nature and Uses”publicado en 1957 en
Biometrics, introduce el concepto de covariable asociado a un disefio experimental y desarrolla
lo que hoy conocemos como el analisis de la covarianza.

Entre 1950 y 1980 el diseno de experimentos se convierte en una herramienta que se aplica en
el area de investigacion y desarrollo. En los ochenta se da un gran impulso a la aplicacion del
diseno de experimentos, debido a éxito en calidad de la industria japonesa. El movimiento por
la calidad, encabezado por Deming e Ishikawa, promovié el uso de la estadistica en calidad,
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8 CAPITULO 1. DISENO ESTADISTICO DE EXPERIMENTOS

donde el diseno de experimentos demostré su utilidad tanto para resolver problemas como para
disenar. En Japon destaca el trabajo de Genichi Taguchi, cuyos conceptos sobre disenio robusto
tuvieron un impacto significativo en la academia del mundo occidental.

El objetivo basico de un experimento estadistico es estudiar el efecto que tiene un conjunto de
variables cualitativas, denominadas factores sobre una variable de interés llamada variable res-
puesta. La aplicacion de las técnicas del diseno experimental en las fases iniciales del desarrollo
de un proceso puede suponer mejoras en el rendimiento del proceso, reducir la variabilidad y
el tiempo de desarrollo, y lo mas importante, reducir los costes globales.

Las etapas que todo disefio experimental debe seguir son las siguientes: primero identificar
y enunciar el problema, después elegir los factores y los niveles, especificando el modelo y
seleccionando los elementos (unidades experimentales) sobre los que se va a llevar a cabo la
experimentacion. Una vez hecho esto tenemos que seleccionar la variable respuesta y elegir del
diseno experimental. Por altimo realizamos el experimento y un analisis estadistico de los datos,
llegando a obtener las conclusiones y pudiendo dar recomendaciones sobre como actuar en el
proceso.

Existen tres principios basicos a tener en cuenta en cualquier disenio de experimentos, que coin-
ciden con los principios que enunci6 Fisher. La aleatorizacion, que consiste en asignar al azar
todos los efectos de variables perturbadoras a las unidades experimentales. La homogeneidad
estadistica de las comparaciones, pudiendo conseguirse mediante la introduccion de bloques en
el diseno o mediante la factorizacion y por ultimo la replicacion del experimento, que consiste
en repetir la experimentacion bajo las mismas condiciones.

A continuacion se muestran los conceptos basicos del disenio unifactorial completamente aleato-
rizado y del modelo de regresion lineal simple, modelos lineales a partir de los cuales se introduce
el estudio del anélisis de la covariable.

1.1. Diseno unifactorial completamente aleatorizado

El diseno unifactorial completamente aletatoriazado aparece a partir del analisis de la varianza.
Es el diseno més sencillo que permite estudiar la influencia de un factor cualitativo sobre una
variable respuesta observada, agrupada en k-grupos o tratamientos.

Sean Y7,Ys, ..., Y, variables aleatorias independientes, con Y; ~ N(u;,0?), donde p; y o2 son
parametros desconocidos. Notese que la varianza es constante en los k poblaciones considera-
das. Supongamos que para cada poblacion tomamos una muestra aleatoria simple, de tamaifio
n; notada Y1, Y, ..., Y. En esta situacion podemos introducir el modelo lineal del diseno
unifactorial completamente aleatorizado como

}Qj:u+ai+eij Z:LQ,,IC, j:1,2,...,ni,

donde «; = pu; — p,es el efecto debido al tratamiento i-ésino, que puede considerarse como
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desviacion de la media de la poblacion p; respecto a la media global p, con

k
Z 2%

i=1
H=——
n

Los efectos debidos a los tratamientos verifican la siguiente condicion:

k
Z n;o, = 0
i=1
Ademaés ¢;; es el habitual error aleatorio, modelizado mediante una distribucién normal
e; ~N(0,0%)  i=1,2,...k j=12,...,n.

El estudio de la influencia del factor sobre la variable respuesta se establece mediante la re-
solucion del siguiente contraste:

Hy: ;=0 Yo=1,...,k
Hy :algin a; # 0

La hipotesis nula establece que los efectos del factor son nulos, equivalentemente a contrastar
que todas las medias pu; se pueden suponer analogas, frente a la hipotesis alternativa, en la que
algtin efecto debido no debe+ considerarse nulo.

Para la estimacion de los pardmetros del modelo, son habituales los siguientes estadisticos
muestrales:

= Suma y media de las observaciones del tratamiento i-ésimo, Y; v Y;, respectivamente, son

V=)V, Y= —ZYZ]
)

k n; k
Y~:ZZYU:;Y¢. Y =

i=1j=1

:\“<

Los pardmetros presentes en el modelo que se han de estimar son la media de todas las obser-
vaciones, i, la media de la i-ésima poblacion, u;, los efectos debidos a los tratamientos, «; y la
varianza del error, o2.

El método de minimos cuadrados, consiste en minimizar la suma de los cuadrados de los resi-

duos, es decir, minimizar la siguiente expresion

z;i Mz‘)2 :Zi(}/ij —M—Oéi)Q

i=1j=1

RzZi@zZi(Y

i=1j=1 i=1j=1

Obteniéndose los estimadores minimo cuadréticos con las siguientes distribuciones:
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fi = Y~ ./\/'(,ui,a2)

0.2

o 11
G = Gi= 7 o N (a0 (=) 0?)
n;

n
Aplicando el método de maxima verosimilitud, se ha de maximizar la funcién de verosimilitud:

L:<J 1%)”@@{ lel 2}

se obtienen estimadores analogos para u, u; y «; v para la varianza o
verosimil es:

2 ¢l estimador méaximo

Uz

QZZ

’L].]].

A diferencia de los demas estimadores, este ultimo estimador no es insesgado. El estimador
maximo verosimil o2 puede expresarse en funciéon de los residuos como

2 Zzlezj Z:L,k j:17,nZ

11]1

Los n residuos del modelo no son independientes, ya que estan sometidos a las restricciones

ni ni

Zew :Z —n;Y;) =0

7=1

lo que implica k ecuaciones de restriccion y, por tanto, n — k grados de libertad. A partir de
los residuos definimos la varianza residual como el estimador insesgado de la varianza

T 2) DL W) DRt O

'Lljln_ =1 j5=1

La suma de las desviaciones cuadraticas de los valores observados respecto a la media total
admite la siguiente descomposicion:

DUCELOESHIUEEIEPW A

i=1j=1 i=1j=1 =1j=1

Equivalente a
SCT = SCTR+ SCE

siendo:
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= SC'T, Suma de cuadrados total, supone la variabilidad total existente en la observacion,
tiene asociados n — 1 grados de libertad y se puede expresar como:

k n; n; 2
SCT =3 3~V = -t = Y3 -

i=1j=1 =1 j=1

s SCTR, Suma de cuadrados entre tratamientos, es la variabilidad explicada por los trata-
mientos, tiene k — 1 grados de libertad y puede expresarse como:

kong B k ng k Y2 Y2
SCTR=Y3S(V;i-V)?=3Ya? =y - — ==
i=1j=1 i=1j=1 i—=1 T n

s SCFE, Suma de cuadrados de error, es la parte de la variabilidad no explicada por los
tratamientos, tiene n — k grados de libertad y se expresa como

SCE = ZZYU Yi)? ZZ%—SCT SCTR

i=1j5=1 i=17=1

Las sumas de cuadrados anteriores divididas por sus grados de libertad permiten definir las
medias cuadraticas, que son estimadores insesgados de o2 bajo la hip6tesis nula H,.

SCTR

MCTR = -
VCOE — SCE
n—k

con distribuciones:

Por lo que se puede definir el estadistico

_MCTR
- MCE k—1n—k

rechazando la hipotesis nula si F' > Fj_1 p_p1-q-

Toda la informacion anterior se puede mostrar de forma resumida en la siguiente tabla ANOVA:

] Fuente de variacion \ S.C. \ g.l. \ M.C. \ Estadistico ‘
Tratamientos SCTR | k—1| MCTR F
Error SCE |n—k| MCE
Total SCT | n—1
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1.2. Modelo de Regresiéon Lineal Simple

El analisis de regresiéon estudia las posibles relaciones de dependencia entre variables, con la
finalidad de obtener modelos que expliquen diferentes fen6menos.También se pretende estimar
y predecir valores de interés para el investigador. El modelo de regresion lineal simple es:

Yi= 0o+ 5 Xi + € i=1...,n

donde el error aleatorio ¢; se modeliza mediante ¢; ~ N(0, 0?) y verificando que los errores son
incorrelados, es decir, Cov(e;, e;) = 0.

Para estimar los parametro definimos los siguientes estadisticos muestrales:

(Y- X)X, —7) & X,

- S =) —

n -1 n

- XY

n X@ - X 2 n X2 _
- ng — Z ( ) — (A X2

i=1 n i=1 1

n (Y; _ Y)Z n Y'i2 —y
R VD Pl

i=1 i=1

Aplicando el método de minimos cuadrados, los estimadores de los parametros 5y y 51 han de

minimizar la funcién
n

R=Y(Yi— B — 5 X;)?

=1

Obteniendose los estimadores minimo cuadréticos con las siguientes distribuciones:

~ 0'2
p1 = 2 NN<517nSQ>
R - S, 2 X?
BOIY—@X:Y—S;JNN(%,UR(1‘1‘52>>

Aplicando el método de maxima verosimilitud obtenemos los mismos estimadores 3y y (1 que
con el método de minimos cuadrados y el estimador de o2 es:

1 n n

Z(Yz’ - Bo - Ble')2 = :LZQZ

i=1 i=1

52 =~
n

donde e; = Y; — Y, es el residuo del modelo de regresion. Estos residuos verifican:

n n N n
Zei = ZGzY; = ZerZ =0
=1 i=1 i=1
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Por lo que los grados de libertad asociados a los errores han de ser n — 2 siendo el estimador
insesgado de o? la varianza residual

Con el objeto de ver la significacién del modelo de regresion, planteado el contraste

{Ho:ﬂlz()
Hy: 1 #0

es posible aplicar la metodologia del ANOVA al anéalisis de regresion, para la resolucion del
contraste, mediante la siguiente descomposiciéon de la variabilidad

Equivalente a

SCT = SCR+ SCE

siendo:

= SC'T, Suma de cuadrados total, representa la variabilidad total existente en las observa-
ciones, tiene n — 1 grados de liberta y se puede expresar como

SCT =3 (Y; — V)2 = ns?,

i=1

= SCR, Suma de cuadrados de regresion, es la variabilidad explicada por la regresion, tiene
un grado de libertad y se expresa como

SCR =Y (Y; = Y)? = nf Sy, = nf?Sp.

i=1

» SCFE, Suma de cuadrados de error, es la variabilidad no explicada por la regresion, tiene
n — 2 grados de libertad y se expresa como

SCE =Y (Y- Y,)? =Y ¢! =nS2, — npi Sy

=1 =1

Las sumas de cuadrados anteriores divididas por sus grados de libertad permiten definir las
medias cuadraticas, de igual modo que en el procedimiento del ANOVA:

MCR:S?R
MCOE - SCE

n— 2
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Con distribuciones

rechazando la hipotesis nula si F' > F},,_91_4-

La resolucion del contraste se muestra en la siguiente tabla ANOVA:

’ Fuente de variacion \ S.C. \ g.l. \ M.C. \ Estadistico ‘
Regresion SCR 1 MCR F
Error SCE |n—2| MCFE
Total SCT | n—1




Capitulo

Diseno unifactorial con covariable

2.1. El modelo lineal

El diseno unifactorial con covariable corresponde a un diseno unifactorial donde, junto a cada
observacion Y;; de la variable respuesta, se dispone de la informacion adicional aportada por la
variable X;;, relacionada linealmente con ella. Esta variable X;; de informacién concomitante
recibe el nombre de covariable. El modelo lineal del diseno unifactorial con covariable, relaciona
a la variable respuesta con un factor de naturaleza cualitativa y una covariable de naturaleza
cuantitativa y puede expresarse como:

Yij = p+ i+ (X5 — X) + e i=1, k j=1,..,p,

donde Y;; ha sido observada de forma simultanea con X;;, ambas estan relacionadas entre si de
forma lineal, «; es el efecto debido al tratamiento i-ésimo del factor en estudio, X es la media
de la informacion adicional apuntada por las observaciones de la covaribale

P X
X =
;:kp

verificando las siguientes propiedades:

k k p
> o= >y (- B =0

Ademas f3 es el coeficiente de regresion lineal entre Y;; y X;; v €;; es el habitual error aleatorio
de un modelo lineal del diseno experimenta, modelizado mediante una distribuciéon normal con
esperanza nula y varianza o2, ¢;; ~ N (0, o?). El modelo anterior puede ser reescrito, eliminando
de la observacion Y;; la informacion aportada por la covarianza como

Ziy =Y — B(Xi; — X) = p+ai+¢

con €; ~ N(0,0%). En este caso, el modelo lineal corresponde al modelo lineal de un disefio
unifactorial completamente aleatorizado.

El objetivo de un disenio unifactorial con covariable es estudiar la influencia del factor sobre la
variable respuesta mediante la resolucion del contraste:

15



16 CAPITULO 2. DISENO UNIFACTORIAL CON COVARIABLE

H0:Oéi:0 VZzl,,k
Hy :algin a; # 0
Utilizando la notacion habitual del diseno de experimentos referida a los estadisticos muestrales

se introducen las sumas y medias por tratamientos para las variable X e Y con la siguientes
expresiones

p _ Y; 1 p

Y, =3V, Yi=-t=-3"Y;
j=1 p D5
2 ) 2

X,L :ZXU XZ:XL ZEZX”
7j=1 p p]:l

y de forma global tenemos los estadisticos conocidos Y., Y, Xy X.. en funcién de estos
estadisticos e | modelo lineal se puede expresar como:

Vi=p+a;+B(X; — X)

Por tdltimo, es de interés mostrar la expresion de diferencia entre los efectos debidos a dos
tratamientos cualesquier o; y a; expresada como:

ai—a; =Y, =Y, = B(X; = X) = (Yi - BX;) - (V; — BX)) = Yx, — Yk,

donde Yy es el valor del ajuste de regresion para X = X.

2.2. Estimacién de parametros

Siguiendo la metodologia de la resolucién del diseno experimental, para la estimacion de para-
metros es preciso la definicion de los siguientes estadisticos muestrales:

k P _ k X2
T ) DE TS L 3) o8 )
i=1j=1 i=1j=1 kp
k p - k p ) 2 ,
o P NITEE SIS 3) ST
=1j5=1 i=1j=1 D
k p ~ - k v 2
u SS:Ey = Z Z(le X)(Y;] Y) = ZXZJY;JT = nSxy
i=1j=1 i=1j5=1 P
k B k X2 X2
s Ty = Xi‘—X2: o T
12::1( ) ; p kp
k 7 k YQ Y2
vy ;( ) 2, iy
- . EXY, XY

-1 i-1 P kp
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Los estadisticos muestrales anteriores, asociados a las correspondientes covarianzas entre Y y X,
pueden expresares de forma analoga a una tabla ANOVA, teniendo en cuenta que las expresiones
con subindices iguales corresponden a sumas de cuadrados mientras que los subindices distintos
corresponden a los factores cruzados, y por tanto pueden ser positivos o negativos. En la tabla
de tipo ANOVA, se verifica la suma en la diferentes columnas.

] Fuente \ X XY Y ‘
Tratamientos | 1., Ty Ty
Error E.. E,, Ey,
Total SSee 9SS SSy

La estimacion de los pardmetros mediante el método de minimos cuadrados minimiza la suma
de los cuadrados de los residuos, equivalente a minimizar la expresion

L= e =SS (V= =AYy — )P =3

i=1j=1 i=1j=1 i=1j

(Yij — p— i = B(X;; — X))?

p
=1

Las ecuaciones normales que se obtienen son

oL
="
oL
aC(i_O
oL
g
9p

Desarrollando la primera ecuacion normal obtenemos:




18 CAPITULO 2. DISENO UNIFACTORIAL CON COVARIABLE

kop
= =D >V, + np+ ZpaZ+ZZB =0
i=1 =1 =1 j—=1

= np=Y <= iup=Y

Si desarrollamos la segunda ecuacion obtenemos:

oL 0N (Y — p—ai = B(Xy = X))?
0a,~ N 80.@
p —
= Z—Q(Yij—ﬂ—@i—ﬁ(Xij—X)):O
j=1
P P -
P

— Pﬂ+pdi+BZ(Xij—X) =Y, i=12.,k

Desarrollando la tercera ecuaciéon obtenemos:

oL oxr V(Y — = o — B(XG — X)?
B B
kop _
= > > 22Xy = X)(Yy —p—ai = B(X;; - X)) =0
i=175=1

|
M =
M s
o<
S
|
\>_</|
_I_
™
™
}2
G><
|
=
_l’_

&
Il
—
<.
Il
—
-

_l’_
M=
NE
JoX
B
Ey

_l’_
M=
M=
B
s’

I
)

i=1 j=1 i=1j=1
k p B B k p B
= 22 (VX = X) + (X = X))+ 3> (X — X) +
i=1 j=1 i=1 j=1

M=
.Ei?ﬁ
=
Jla
X
>
_l’_
M=
3)
't:?“
=
|
i
_l’_
s
(]
]
ke
=
I
o

@
Il
—_

<
Il

M=
NQ)
Fj 8
=
5\
+
@
M=
'Ej?“ '
=
5\

|l\')
M=
7
o<
5\
&
5\

Il

S

@
Il
—
<
I
—
o
Il
_
<
Il
—
-
I
—
<
Il
—

(Xi; — X) 4 $SS,s — 5S,, =0

[
A[vjk
S
M=

@
Il

—_
.
Il

—

En resumen, las tres ecuaciones normales pueden expresarse como:
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p=Y

Yi = pji+pd; +f

)
i
>
I
\_}—‘

[\
\'?T‘

k p
=) ;) (X ) + 5SS,
=1 7j=1

Estimamos los parametros a partir de las ecuaciones normales obtenidas.
A partir de la segunda ecuacién normal se obtiene el estimador del efecto debido:

pai=Y. —pY - 52 )= da;= Yi— Y -5 (X, - X).

Sustituyendo el valor de &; en la tercera ecuacion se obtiene
ko 4 B kK P
> (Yim V)3 (X = X) = 8 30 (Xi = X) 3o(Xyy — X) + 5500 = 554,
i=1 j=1 i=1

Ahora bien, teniendo en cuenta que :

> (Fi- V)Y (X, - X) = S - V)X - X) =1,
Y que:
> (- X>§<X ) = 3 (X = )X~ X) = L.

tenemos, sustituyendo, que . .

Y despejando llegamos a su estimacion:

B SSey —Toy  Euy
Para la estimacion de o2 es preciso aplicar el método de maxima verosimilitud puesto que co-
rresponde a la varianza del error. Para los parametros restantes, su estimador maximo verosimil
coincide con el estimador minimo cuadratico.

Bajo la suposicion de normalidad hecha para los errores aleatorios, la estimacién de maximo
verosimilitud de o2 consiste en maximizar la funcion de verosimilitud cuya expresion es:

P 1 €;i n n k P €ii
- i o) e £ )
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Equivalente a maximizar

n n kP (
log L = —§log27r— 5103;02 —ZZ

Yy —p—ai — B(Xy — X)?

i=1 j=1 207
Maximizando log L
dlogL n 2’“:2”: (Vg —p— i = B(Xy = X)* _
80'2 202 i=1j=1 2(02)2

Despejando, el estimador méximo verosimil de o es:

Zi% — i —d; — B(Xy; — X))?

.9 i=1 j=1

(}/ij_y_ i+Y+B(Xi_X)_B(Xij_X))2

Il
M‘B

@
I
—
.
I
—

(Yij—Y;—YHB( _i_X_Xij+X))2

Il
M’B

=1 j=1
E p kP ) E p .
SN2 A2 - _ _
= > > (Vi =Y 4+ 82D (X — X)) =2y (Vi — Y)B(X; — Xi)
=1 j=1 =1 =1 =1 =1
= Bwt T g, “Betg, %, "B g,

E P o2
Equivalente a 02 =» Y
i=1j=1 1
Los estimadores obtenidos para los parametros [, &; y [ son insesgados. Asi la esperanza de u
es

k p 1 k p 1 _
E[i] = B[, = " (ptat B(Xy — X
4] ;;kp Y] ;;kp(MJrOé + B( )
k
= p+ D (pai) + 8D (Xiy = X) =p
i=1 i=1 =1
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E »p
- 5 22X~ X)(E) - BIV])
E »p
= El 22 (Xig = Xi)(p+ e+ B(Xyy = X) = p— o = B(X; = X))
= p ! Zk:zp:(X' X;) (X _X')_BEm_ﬂ
B Emm “ Y Yo Emz B

&
Il
—
.
Il
—

Equivalentemente para ¢;, utilizando que E[B] = [, tenemos:

Bla] = BV~ ¥ - 306 - 0] = B, 2 - 332 0 gy, - %)
— YY) - - 8% - X)
= ;iE{N+0@+5(Xij_X)} —p—B(X; — X)
1

= p(pu+paz+ﬁ( —pX)) —p—B(X; = X)
= pta+ X —X)—p— X, —X) =
Sin embargo el estimador maximo verosimil 62 no es insesgado puesto que bajo normalidad

16 . . . . . .
% ~ x2_, por lo que se precisa definir la varianza residual como el estimador insesgado de

o?. Teniendo en cuenta que los grados de libertad del error son k(p — 1) — 1,correspondientes
a los (p — 1) grados de libertad de cada muestra por k muestras y restando una unidad por el
regresor correspondiente a la covariable, definimos la varianza residual como:

k »p

Sézzzk(p—i{)—l

i=1j=1

2.3. Descomposicion de la variabilidad

Para aplicar la metodologia del diseno experimental es necesario la descomposicion de la varia-
bilidad existente. Esta descomposicion es

SCT = SCR+ SCTR+ SCE

La variabilidad total es
SCT = ZZ )? =nS,, = S8,
i=1j5=1

y tiene kp — 1 grados de libertad.
Si tenemos en cuenta la variabilidad explicada por la covariable esta corresponde a la regresion
explicada del modelo de regresion :

SCR = kpS®S,s
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Por tanto la variabilidad restante a explicar mediante los tratamientos el modelo unifactorial
con covariable, podria expresarse como:

SCT — SCR=SCTR+ SCE

Donde SCFE es la suma de los residuos al cuadrado calculados como
2

E:I:
SCE - Eyy - E7y

Pudiendo obtener la variabilidad debido a los tratamientos como
SCTR =5CT —-SCR—-SCE

Notar que SCR es la correspondiente al modelo de regresion lineal simple con Y como variable
respuesta y X como regresor, mientras que SCTR no coincide con la suma de cuadrados de
tratamientos del diseno unifactorial ya que esta influida por la variabilidad eliminada por la
covariable, SCR, por lo que se dice corregida por la regresiéon o por la covariable.

Las sumas de cuadrado anteriores divididas por sus grados de libertad permiten definir las
medias cuadraticas, de igual modo que en el procedimiento del ANOVA:

e 5
MCTR:SCTR

k—1
MeE - 2¢F
E(p—1)—1

Estas medias cuadréaticas bajo normalidad cumplen que:
(n—k—1)MCE 9

0_2 ~ Xn—k-1
(k—1)MCTR 9
2 ~ Xk-1

2.4. Resolucion de los contrastes

Los contrastes a resolver con este modelo son:
= Para comprobar si el factor es significativo, la hipotesisi nula es
HQZOzl:OéQ:...:OZk:O

Para resolver este contraste, mediante la descomposicién de la variabilidad anterior, de-
finimos el estadistico ' como

MCTR
MCE
rechazando la hipétesis nula si /' > Fj_1 kp—k—1,1— con un nivel de confianza 1 — «

F =

~ Fp 1 kp—k—1



2.4. RESOLUCION DE LOS CONTRASTES

= Para comprobar la linealidad exigida para la covariable mediante
HO : ﬁ =0
el estadistico de contraste, aplicando la descomposicién de la variabilidad obtenida, es

MCR
MCE

rechazando la hipotesis nula si Fg > F k(p—1)-1,1—o con un nivel de confianza 1 — «

Fr = ~ Fi pp—1)—1

Los resultados pueden reunirse en la siguiente tabla ANOVA

] Fuente variacion \ S.C. \ g.l. \ M.C. \ Estadistico ‘
Regresion SCR 1 MCR Fr
Tratamientos SCTR kE—1 MCTR F
Error SCE |k(p—1)—1| MCE
Total SCT kp—1
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Capitulo 3

Ejemplo

Consideramos el estudio realizado para determinar si existe una diferencia en la resistencia de
una fibra monofilamento producida por tres maquinas diferentes. Cabe la posibilidad que las
muestras elegidas no sean homogéneas, en particular que el grosor no sea analogo y repercuta
en la resistencia. Se decide medir el grosor e intentar incorporarlo como una covariable y se
muestran en la siguiente tabla.

‘ MAagquina 1 | Méaquina 2 | Maquina 3 ‘
Resistencia | Grosor | Resistencia | Grosor | Resistencia | Grosor
36 20 40 22 35 21
41 25 48 28 37 23
39 24 39 22 42 26
42 25 45 30 34 21
49 32 44 28 32 15

La resistencia de la fibra también puede verse afectada por su grosor, por tanto el efecto del
grosor puede ser considerada como covariable, si tiene relacion lineal ya que ha sido medida de
forma simultanea con la resistencia.

Si realizamos un ANOVA clésico para diagnosticar la influencia de la méquina en la resistencia
se obtiene la siguiente tabla

‘ Fuente Variaciéon ‘ S.C. ‘ g.l. ‘ M.C. ‘ F ‘

Tratamiento 140 2 70,2 | 4,09
Error 206,0 | 12 | 17,16
Total 346,4 | 14

con p-valor igual 0.0442. Como este p-valor es menor que 0.05, este factor tendra un efecto
significativo sobre la variable respuesta Resistencia al 95 % de confianza. Por tanto al hacer el
ANOVA se rechaza la hipotesis nula, es decir, que la resistencia depende de la maquina con la
que se ha produce el monofilamento con un 95 % de certeza.
Si se considera la informacion aportada por el grosor, el modelo corresponde a un diseno uni-
factorial con covariable cuya tabla ANOVA pasa a ser

25
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‘ Fuente Variaciéon ‘ S.C. ‘ g.l. ‘ M.C. ‘ Estadistico ‘

Regresion 305,13 | 1 | 305,13
Tratamientos 13,28 2 6,64 2,61
Error 27,98 | 11 2,54

Total 3464 | 14

En este caso el p-valor de es 0.1181, que por ser mayor de 0.05, el factor Maquina no tendra
un efecto significativo sobre la variable respuesta Resistencia al 95 % de confianza. Se observa
entonces como al hacer el andlisis de la covarianza se acepta la hipotesis nula, es decir, la
resistencia del monofilamento no depende de la maquina con la que se produce con un 95 % de
certeza.

Por tanto, podemos concluir que las méaquinas, segin lo observado muestran una resistencia
analoga y las diferencias mostradas por el diseno unifactorial inicial se debe a las diferencias de
grosor de las muestras observadas. Sin embargo, en el segundo diseno, al eliminar la influencia
del grosor por la introduccion de la covariable el diseno muestra que las maquinas son analogas.
En la tabla ANOVA del disenio con covariable también se comprueba la linealidad exigida para
la covariable en la fuente de variacion asociada a la regresion. Este analisis es analogo al estudio
de regresion de la Resistencia, variable respuesta, frente al grosor, covariable, como se muestra
en la tabla ANOVA de un modelo de regresion lineal simple

‘Fuente Variaci(’)n‘ S.C. ‘g.l.‘ M.C. ‘ F ‘

Regresion 305,13 | 1 | 305,13 | 46,12
Error 41,26 | 13 | 3,1746
Total 3464 | 14

Puesto que el p-valor es 0.00 menor que 0.05, se acepta la condicion de linealidad exigida a la
covariable sobre la variable respuesta.

A continuacion se muestra cual es el procedimiento con Statgraphics Centurion para realizar el
ANOVA vy el diseno unifactorial con covariable. Para ambos casos, lo primero es introducir los
datos. Llamamos Y a la resistencia, X a la variable grosor y Maq al numero de maquina.
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m STATGRAPHICS Centurion - StatFolio sin titulc

Archive Editar Graficar Describir  Comparar  Relacionar  Prondsticoes CEP DDE  SnapStats!!

CDHER XER JR|(-BY¥e e
@Lihmde[ﬁlatns '.ﬁ E_[!tnc+:+n£\‘ {i.@-ﬂ P 3

’ Statddvizar : ;
ﬁ ChlUsers\Maria'Downloads\Ejermplo.sgd
@ Statzalleny > > i
T | StatReporter
B Comentarios del StatFoli 1 36 20 1
2 41 25 1
3 39 24 1
4 42 25 1
] 43 32 1
E 41 22 2
7 43 2a 2
g 39 22 2
q 45 an 2
10 44 28 2
11 ] 21 3
12 KTi &3 3
13 42 2B 3
14 34 21 3
15 32 15 3
16
17
14
T

A continuacién, para hacer el ANOVA, se selecciona en la barra de herramientas la pestana
Comparar. Al picar sobre la pestana comparar tenemos varias opciones, se ha de seleccionar la
pestana desplegable Analisis de Varianza donde se abriran una serie de opciones de las cuales
seleccionamos ANOVA Simple .
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Archive Editar  Graficar  Describir Relacionar Pronosticos CEP DDE  SnapStats!!  Herramientas  Ver

DEE R X EHE et L IR

E Libro de Datoz [ Anélisis de Varnanza 3 Gréfico de Medias de Factores...
B Stattdvisor F A ANOVA Simple...

8 C\Users\Maria\Downloads\Ejemplo.sgd

E StatGallery AMOVA Multifactorial...
e iibgis L } & Depuracian Tablas de Dos Vias con la Mediana...
= [
3 gm Componentes de la Yarianza...
B Comentarios del StatFalic 1 136 20 2 F _ _
41 o5 Ly Modelos Lineales Generalizados...
|39 24 1

Al picar en ANOVA Simple, obtenemos un cuadro de didlogo llamado ANOVA Simple en
cual aparecen todas las variables a la izquierda y a la derecha las siguientes casillas: Variable
Dependiente y Factor. En este cuadro primero debemos introducir la variable dependiente,
Y (Resistencia), y en segundo lugar el factor, Magq.

= H N
ANOVA Simple S|

Yariable Dependiente:

&_Ep’

Factar:

SIE
[Seleccidn:)

=

[T Ordenar nombres de columna

Cancelar | Borrar | Transformar. .. Aynda

Una vez que picamos en el botén aceptar del didlogo se abre otro didlogo llamado Tablas y
Graficos en el que tenemos que seleccionar que queremos que nos muestre el programa por
pantalla
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Tablas y Graficos

TABLAS GRAFICOS

Aceptar
[ Resumen del Analisiz [ Gréfico de Dispersicn

Cancelar
[ Resumen Estadistico [ aNOva Grafico

¥ Tabla ANOVA I Gréfico de Medias ks
[ Tabla de Medias [ Gréfico de Caja v Bigotes Almacen
[ Pruebas de Multiple Fiangos [ Gréficos de Residuos Apuda
[ Werificacidn de Yarianza [ Gréfico Andlisis de Medias [SMOM)

™ Prueba de Knuskalwallis [T Gréfico de Medianas

[ Prueba de la Mediana de Maood [T Gréfico de Cuantiles

En este caso vamos a seleccionamos Tabla ANOVA, aunque si queremos informacion adicional
podemos seleccionar lo que nos interese en cada caso.

[ STATGRAPHICS Centurion - 5t

| Archivo | Editar  Graficar Describir Comparar  Relacionar  Prondsticos CEP  DDE  SnapStats!!  Herramientas Ver Ventana Ayuda

DHERXERe R BYBl SrEnS wiE ?4RE

% Libro de Datos "ﬁ d:.!t'c +:+ n B &, . [F? 0 Efiquets) ih Fila| ih

’ Statddvizor

EE] ANOVA Simple - ¥ por Mag

E_E Sty Tabla ANOVA para Y por Mag
StatReporter Fuenie Sumade Cuadrados | GI | Cuadrado Medio | RezdnF TValor-F
4 4 A 0y 0044
B Comentarios del StatFolic Entre gmpos | 1404 1 .[H02 e o e
i _ Intra propos | 2060 12 |17.1667
AMOVE Simple - por M Total (Corr) |3464 14
El StatAdvisor

La tabla ANOVA descompone la varianza de T en dos componentes: un componente entre-grupos ¥ un componente dentro-de-grupos. Larazon-F, que
en este caso es igual a 408932, es el cocients entre el estimado entre-grupos v el estimade dentro-de-grupes. Puesto que el valer-P de la prusba-F es
menor que 0,03, existe una diferencia estadisticamente significativa entre la media de Y entre un nivel de Maq v otro, con un nivel del 93.0% de confianza.
Para determinar cudles medias son sipnificativamente diferentes de otras, seleccione Pruebas de Midltiples Rangos. de la lista de Opciones Tabulares.

A continuacién, vamos a realizar el Andlisis de la covarianza. Para ello se selecciona en la
barra de herramientas la pestana comparar. Al picar sobre la pestafia comparar tenemos varias
opciones, se ha de seleccionar la pestana Analisis de Varianza. Una vez seleccionado esta pestana
volvemos a poder elegir entre varias, seleccionamos por ultimo ANOVA Multifactorial.
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fim STATGRAPHICS Centurion - StatFolic

Archive Editar Graficar Describir | Comnparar | Relacionar  Prondsticos CEP DDE  SnapStats!  Herramientas  Ver

O E R X EE Dt PR S =W B

Warias Muestras r —
@ Libro de [ atos [ Analisis de Varianza Grafico de Medias de Factores...
B stabdvisor i py P— I#, ANOVA Simple...
: DownloadsEjem
E StatGallen i ANOVA Multifactorial...
5 L i Depuracian Tablas de Dos Vias con la Mediana...
| StatReporter
1 mn Componentes de la Varianza...

Comentarios del StatFol 1% |EX
! Gl 5 IFT) o5 5L, Modelos Lineales Generalizados...

Al picar sobre el boton Anova Multifactorial se abre un dialogo llamado Anova Multifactorial
similar al que se obtenia al picar en Anova Simple. A la izquierda aparecen las variables y a la
derecha las siguientes casillas: Variable Dependiente, Fator y Covariable. Primero seleccionamos
la variable dependiente, Y, después el factor, Maq, y por ultimo la covariable, X

; W ariable Dependiente:
hdag > IY

Factores:

I\ hag %

Covariables:

\D 7 -

[Seleccion:]

[~ Ordenar nombres de columna I\ I
Aceptar I Cancelar | Borrar | Transformar. .. Ayuda

Al picar en aceptar en el cuadro de didlogo Anova Multifactorial, se abre otro dialogo llamado
Opciones Anova Multifactorial, en el que dejamos las opciones por defecto y picamos en aceptar
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Opciones ANOVA Multifactori )

Interaceidn de Orden M aximo: Aceptar
I Cancelar

Excluir...
Factar: I LI Apuda

Miveles del factor [amastre para cambiar el orden]:

Por ultimo se abre otro cuadro de dialogo, Tablas y Graficos, donde seleccionamos lo que
queremos que el programa nos muestre por pantalla. En este caso solo seleccionamos Tabla
Anova pero si queremos informaciéon adicional podemos seleccionar cualquier otro boton.

.TamasyGr.fr.ﬁms y

TABLAS GRAFICOS Aceptar
[ Resumen del Analisis [ Gréfico de Dispersidn
: Cancelar
W Tabla MO, [T ANOYA Grafico
[ Tabla ds Medias [ Grsfico de Medias Ve o
[ Pruebasz de Muliple Fangos [ Gréfico de Interacoion Almacen
™ Residuos vs Miveles de Factor Ayuda
[ Residuos vs Predichos

[ Residuos vs Mimero de Fila

Al aceptar el cuadro de didlogo Tablas y Graficos obtenemos
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"B STATGRAPHICS Centurion - Statolio sin t

Archive Editar | Graficar | Describir  Comparar  Relacionar Prondsticos CEP DDE  SnapStats!  Herramientas Ver Ventana Ayuda

DHERXERs | JRmBEYB L EreEnd »id dLd|B
@LibmdeDatos '-ﬁ E[!tlc +:+n1§\ &, .E}" i Etiqueta:l—ﬂ Fila:l—m

’ Statddvizor o
ol ANOVA Multifactorial - ¥
statcialay Analisis de Varianza para Y - Suma de Cuadrados Tipo IIT
StatReporter Fuente Suma de Cuadrados | GI_| Cuadrado Medio | Razon-F_| Vaor-F
. Cornentarios del StatFolic COVARTABLES —
X 178,014 1 [178014 6997 0,0000
ANOVA Multifactarial - EFECTOS PRINCIPALES
AMaq 132338 2 [664193 261 01181
RESIDUOS 279859 11 [254417
TOTAL (CORREGIDO) 346.4 14

Todas las razones-F se basan en el cuadrade medio del error residual

El StatAdvisor

La tabla ANOVA descompone la variabilidad de Y en contribuciones debidas a varios factores. Puesto que se ha escogido la suma de cuadrados Tipo IIT
(por omision), la contribucion de cada factor se mide eliminando los efectos de los demds factores. Los valores-P prushan la significancia estadistica de
cada uno de los factores. Puesto que un valor-F es menor que 0,03, este factor tiene un efecto estadisticamente significativo sobre T con un 93,0% de
nivel de confianza.

Por ultimo picamos sobre la tabla Anélisis de la varianza para Y - Suma de Cuadrados Tipo
III con el boton derecho del ratéon y seleccionamos la opcién Opciones de ventana

Archive Editar Graficar Describir Comparar Relacionar Prondsticos CEP DDE  SnapStat

DHER XRERS (IR | B £ 8 S
@Libmde[ﬁlatns "ﬁ d!bc +:+n£\' &l .E""’ %

’ Stathdvizor e ) )
ANOVA Multifactorial - ¥
E Statallery = e - .
Analisis de Varianza para Y - Suma de Cuadrados Tipo 111
.;'1"_ Suj‘ 1 D 1 - x dl .,-.Il:r. | 1 T
; pciones de Ventana...
! Comentarioz del StatFolic DET"S"EHLELES i .
X 178 Opciones de Andlisis...
AMNOVA Multifactonal - EFECTOS PRINCIPALES
AMag 13. Deshacer
RESIDUOS 27! Cortar

Al picar en Opciones de Ventana se abre el siguiente dialogo
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—r N
Opcicnes Tabla ANOVA [

Suma de Cuadrados W
" Tipol Cancelar |

= Tipolll
Ayuda |

=

Factor: Término de Erar:

[EIEE [Ningune

A:Mag

Selecciones:
A:Mag - Residuo

Donde seleccionamos Tipo I ya que en Statgraphics el TIPO 1 corrige las fuentes de variacion
segun las anteriores del modelo, es decir, en este caso, corrige los tratamientos (Maquinas)
segin la covariable (grosor). Obteniendo finalmente la tabla ANOVA del diseno unifactorial
con covariable para nuestro ejemplo

'STATGRAPHICS Centurion - ¢

Archive Editar  Graficar Describir  Comparar  Relacionar  Prondsticos CEP DDE  SnapStats!  Herramientas Ver Ventana Ayuda

DEHER *ERe (B cBYepr Sre=md Wi d?4Ld

% Libro de Datos '-ﬁ F_[!tlc ¢-:+ \Q é\ Q . [F2? 22 Etiqueta:l m FiIa:I m
o Stakédvizor

ElE anOvA Multifactorial - ¥

@ slaalc Anilisis de Varianza para ¥ - Suma de Cuadrados Tipo I
StatReporter Fuenie Suma de Cuadrades |Gl | Cuadrada Medio | RazénF | Valor-P
. Camentarioz del StatFalic COVARIABLES = =
X 303,13 1 303,13 11993 |0.0000
AMOWE Multifactarial - EFECTOS PRINCIPALES
AMag 132830 2 |6.64193 261 0,1181
RESIDUOS 27,9830 11 |2.5417
TOTAL (CORREGIDO)  |346.4 14

Todas las razones-F ze bazan en el cuadrade medio del error residual

El StatAdvisor

La tabla ANOVA descompone la variabilidad de Y en contribuciones debidas a varios factores. Puesto que se ha escopido la suma de cuadrados Tipo L 1a
contribucion de cada factor se mide eliminando el efecto de los factores que le anteceden en la tabla. Los valores-P prueban la sipnificancia estadistica de
cada une de los factores. Puesto que un valer-P es menor que 0,03, este factor tisne un efecto estadisticamente significative sobre T con un 93,0% de
In.ix-'\v:l de confianza.
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