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Introduccién

En esta memoria de Trabajo de Fin de Grado, queremos estudiar un concepto, el de la
generaciéon minimal en los distintos campos en que, desde el punto de vista algebraico,
podemos trabajar. La importancia de los sistemas de generadores radica en que son una
manera cémoda y facil de atacar los problemas que aparecen en conjuntos mas grandes,
normalmente infinitos, con la tnica informacién de unos pocos elementos del conjunto.

El caso mas facil y sencillo se plantea en el ambiente de espacios vectoriales, y es el que se
presenta en el primer capitulo de esta memoria. El poder contar con una base en un espacio
vectorial, nos permite controlar y estudiar, e incluso, clasificar los espacios vectoriales fini-
tamente generados, que son aquellos en los que hay sistemas de generadores finitos. Conocer
una base, permite definir una aplicacion de forma concreta, dando o conociendo las imagenes
de los elementos de una base. Y ademads, el nimero elementos de una base, en el caso de
Espacios Vectoriales es siempre el mismo, y es lo que conocemos como dimension del espacio.
Como resultado principal, tenemos que dos espacios vectoriales finitamente generados son
isomorfos (indistinguibles como espacios vectoriales) si y solo si tienen la misma dimensién.
Asi pues, un espacio vectorial real de dimension n es “igual” a R"™, como espacios vectoriales.

Asociados a los sistemas de generadores, estudiamos los sistemas de ecuaciones lineales
homogéneos. Ya que, éstos definen espacios vectoriales dentro de un espacio vectorial general.
Seran los llamados subespacios de un espacio. Un estudio exhaustivo de estos sistemas de
ecuaciones, nos ayudard a la hora de afrontar el concepto de generacién en los otros ambientes
en que trabajaremos: los moédulos y los monoides.

Una estructura tipica, y asi lo recogemos en el correspondiente epigrafe, para los espacios
vectoriales, es la idea de espacio cociente que nos permite ver como un nuevo espacio vectorial,
el conjunto formado por todos los subespacios afines paralelos a un subespacio vectorial fijo.
También sera ttil para el estudio de médulos y monoides, apareciendo en el primer caso los
modulos de torsion y en el segundo una forma sencilla para afrontar el estudio de los monoides
y en particular los semigrupos afines a partir del concepto de congruencia que definiremos.

Por 1ultimo, y también como la herramienta para comparar objetos de las mismas carac-
teristicas tenemos las aplicaciones, que serdn lineales si se dan entre espacios vectoriales y
respetan dichas estructuras, y que se denominaran morfismos de médulos o monoides en sus
respectivos casos.

En cada uno de los tres capitulos fundamentales, tratamos de seguir el hilo conductor
que no es otro, que ver como se van trasformando los conceptos que hemos comentado an-
teriormente, conforme el conjunto sobre el que se hace la estructura va cambiando desde
los cuerpos en el caso de espacios vectoriales, pasando por anillos en el caso de mddulos, y
acabando en N para el caso de monoides. Aunque también nos acercaremos a construcciones
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nuevas que van apareciendo, por ejemplo los médulos de torsion o la clasificacion de monoides
cancelativos a partir de las congruencias.

Se trata, pues, de un trabajo que pretende recorrer unos conceptos concretos, y por
tanto, nos centramos sélo en casos y ambientes en los que éstos se perciben mas claramente,
y se pueden estudiar con comodidad. Dejamos, asi, de estudiar los sistemas infinitos de
generadores, o también, los médulos en los que el anillo base no es especialmente “bueno”,
o en los monoides, acabaremos centrando nuestra atenciéon en dos clases concretas de los
mismos.

La parte de espacios vectoriales, en su totalidad esta recogida en la asignatura GEO-
METRIA ELEMENTAL de primer curso de grado, aunque algunas demostraciones se han
rehecho para facilitar el hilo conductor y poder compararlas en el caso de mdédulos o monoi-
des. Esta labor también se ha realizado en los otros capitulos. Se podria decir, que adaptar
las demostraciones para poder compararlas, ha sido la parte méds compleja de este Trabajo
de Fin de Grado. Las ideas desarrolladas en el capitulo de modulos aparecen diseminadas
en las asignaturas: ESTRUCTURAS BASICAS DEL ALGEBRA de primero de grado, MA-
TEMATICA DISCRETA de segundo, GRUPOS, ANILLOS Y CUERPOS de tercer curso,
aunque no hay un estudio pormenorizado como el que aqui se presenta. Por tltimo, el capitu-
lo de monoides, no se contempla en el grado, siendo por tanto su estudio una parte exclusiva
de este Trabajo Fin de Grado, para este tercer capitulo nos hemos ayudado de los libros de
Garcia-Sanchez y Rosales que aparecen referenciados en la bibliografia.

Al ser este, un trabajo que discurre por varias disciplinas de las matematicas, no es un
estudio en profundidad y, como hemos comentado anteriormente, nos centramos en sélo algu-
nos aspectos de cada uno de los campos que atravesamos, con la idea de ver la trasformacion
que sufren los distintos conceptos que pretendemos estudiar. La principal complejidad ha
sido seleccionar aquellos aspectos a tratar, entre todos los que pudimos estudiar, y luego
adaptar las demostraciones para que se pudiesen comparar y sacar asi con mas nitidez las di-
ficultades que sobrevienen conforme avanzamos en el camino: Espacios vectoriales, médulos,
monoides...



Espacios vectoriales

DEFINICION 1. Dado un cuerpo K, definimos un K-espacio vectorial como un conjunto
V' junto con dos operaciones: una suma (+) de elementos de V' y un producto (-) de elementos
de K por elementos de V, cumpliendo las siguientes propiedades:
u+ (v+w) = (u+v)+w, para todo u,v,w € V (asociativa),
u+ v =v+u, para todo u,v € V (conmutativa),
Ezxiste 0 € V tal que 0+ v = v+ 0 = v, para todo v € V (elemento neutro),
Para cada v € Vexiste —v tal que v + (—v) = (—v) +v =0 (elemento opuesto),
a-(b-v)=(a-b)-v, para todo v € V, para todo a,b € K (seudo-asociativa),
a-(u+v)=a-u+a-v para todo u,v € V y para todo a € K (distributiva respecto a
la suma de vectores),
7. (a+b)-v=a-v+b-v, para todov € V y para todo a,b € K (distributiva respecto a
la suma de escalares),
8. 1-v=w, para todo v € V (unimodular).

S Srds fo o =~

Llamaremos vectores a los elementos de V' y escalares a los elementos de K.

Si no hay peligro de confusién omitiremos el punto en la multiplicacion de un escalar y
un vector.

1. Sistemas de generadores

DEFINICION 2. Sea V' un K-espacio vectorial. Un subconjunto S, posiblemente infinito,
de V se dice sistema de generadores de V' si, para todo v € V, existen si,...,8, € S y
aiy...,a, € K tales que v = ay81 + - -+ + a,Sp.

Mientras no haya confusiéon hablaremos simplemente de espacio vectorial, sin escribir el
cuerpo K.

DEFINICION 3. Decimos que un espacio vectorial V es finitamente generado si es
posible encontrar un sistema de generadores finito.

En este trabajo nos centraremos en los espacios vectoriales que sean finitamente generados.
Recordemos también la definicién de independencia lineal que, unida a la anterior, nos
da la nocién de base, herramienta fundamental en espacios vectoriales.

DEFINICION 4. Un subconjunto S de V se dice linealmente independiente si para
cualesquiera Sy, ...,S, € S se tiene que:

as1+---+a,s,=0cona; E K=a,=a,=---=a, =0.

La idea es que la unica combinacion lineal nula es aquella en la que todos los escalares son
cero.
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DEFINICION 5. Una base para un espacio vectorial es un sistema de generadores lineal-
mente independiente.

PROPOSICION 6. Todo elemento v de un espacio vectorial se puede escribir de forma
unica como combinacion lineal de una base.

DEMOSTRACION. La unicidad viene asegurada por la independencia lineal. Sea B =
{e1,...,e,} una base de V, por ser sistema de generadores todo v € V se puede escribir:
v = aie; + -+ + ape,. Si ademds existiese otra combinacién lineal v = bye; + -+ + b,
restando ambas igualdades tenemos que 0 = (a; — by)e; + -+ + (a, — by)e,. Usando la
independencia lineal se tiene que a; — b; = 0 para todo ¢ = 1,...,n. Probando que ambas
escrituras del vector son la misma. O

DEFINICION 7. Llamaremos coordenadas de v € V respecto de una base B =
{e1,...,en} ala n-upla (ay,...,a,)p stV =aie; + -+ ayep,.

Vamos a probar el principal resultado sobre las bases de un espacio vectorial, que nos
asegura que todas tienen el mismo numero de elementos. A dicho ntmero lo llamaremos
dimension del espacio vectorial. Antes un lema técnico.

LEMA 8. Sea B = {ej,...,e,} una base de un espacio vectorial V, sea v € V y v =
Yo e SiA #0, entonces B' = {v,e,...,e,} es una base de V.

DEMOSTRACION. Veamos que B’ es linealmente independiente. Sea av + ases + -+ +
anen, = 0. Sustituimos el valor de v y tenemos a (> | \ie;) + azes + -+ - + ape, = 0. Ahora,
desarrollando tenemos:

aiier + (ady + ag)es + - -+ + (a, + a,)e, = 0.

Y como B es una base, todos los escalares de la igualdad anterior son nulos. En particular
al; =0y como A\; # 0 se tendria que a = 0. Y como a); + a; = 0, se deduce facilmente que
todos los a; son nulos, puesto que a = 0.

Veamos ahora que B’ es un sistema de generadores. Sabemos que cualquier u € V se
puede escribir como u = aje; + ages + - -+ + aye,. Por otra parte como A\; # 0 podemos

escribir e; = /\—1111 — :\\—362 — = i—’;en, que sustituyendo en la igualdad anterior quedaria:
1 A2 An
U=a1 | —V— € — " — —€, | Faey+ -+ apty.
A1 A A1

Reordenado podriamos escribir cualquier v € V' como:

1 ( al)\g) ( &1>\n>
U=a,—v+ | a — e +---+{a, — €n.

)\1 )\1

Con lo que quedaria demostrado que B’ es un sistema de generadores. O

NoTA 9. En el lema anterior, el vector v se puede sustituir por cualquier e;, siempre y
cuando el correspondiente \; # 0.

Utilizando este lema podemos demostrar el Teorema de la Base.

TEOREMA 10 (de la Base). Sea V' un espacio vectorial finitamente generado. Entonces
todas las bases de V' tienen el mismo cardinal.
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DEMOSTRACION. Sean B = {eq,...,e,} v B = {v1,...,v,} dos bases de V con m <
n. Entonces podemos escribir e; = ayv; + -+ - + a,v, con algin a; # 0, por comodidad
supondremos que es el primero (si no, reordenamos B’). Asi, a; # 0 y aplicando el lema
anterior {ej,vq,...,v,} es una base. Ahora se puede escribir ey = aje; + agvy + -+ + a,v,
(estos a; no son los de la cuenta anterior). Por el lema anterior, algin a; # 0, y ademés, tiene
que ser distinto del primero ya que si el inico a; no nulo fuese a; se tendria que es = ajeq,
pero esto no puede ser porque ambos forman parte de la base B. Asi pues, como antes,
podemos suponer que ay # 0 (salvo reordenamiento en B’) y aplicar el lema anterior para
tener que {ey,es,vs3,...,0,} es base de V. De forma andloga se irfa razonando hasta llegar
a meter todos los elementos de By obtener que {ey,...,€mn, Vmi1,-..,0s} es una base. Pero
todos los v; que quedan se pueden poner como combinacion de eq, ..., e, que son la base B,
pero esto es imposible en una base. Por tanto, no es cierto que existan tales {vy,41,...,0n},
a no ser que n = m. 0

COROLARIO 11. Si{ey,...,en} es un conjunto linealmente independiente y {vy,...,v,}
es un sistema de generadores de un espacio vectorial V, entonces m < n.

DEMOSTRACION. Es repetir el argumento de la demostracién del teorema anterior, ya
que el Lema 8 también es cierto si cambiamos base por sistema de generadores, y de B =
{e1,...,emn}, realmente solo se utiliza que sean linealmente independientes. 0

DEFINICION 12. Se define la dimensién de un espacio vectorial V. como el cardinal de
una cualquiera de sus bases.

COROLARIO 13. Si V' es un espacio vectorial de dimension n y B = {vy,...,v,} es
un conjunto de vectores linealmente independiente (respectivamente sistema de generadores)
entonces B es una base. Es decir, st sabemos que n es la dimension del espacio vectorial, solo
es necesario probar una de las dos condiciones para asequrar que un conjunto de n vectores
es una base.

DEMOSTRACION. En ambos casos el razonamiento es anédlogo. Si B es linealmente in-
dependiente pero no es sistema de generadores, es porque algin elemento v € V no es
combinacién lineal de {vy,...,v,} por tanto {v,vy,...,v,} serfa un conjunto linealmente
independiente con n + 1 elementos, pero B es un sistema de generadores con n elementos,
contradiciendo el Corolario 11. Por otra parte, si B es sistema de generadores pero no li-
nealmente independiente, con un argumento similar al desarrollado en el Lema 8, podriamos
quitar un elemento y tendriamos un sistema de generadores con menos elementos que B, que
es linealmente independiente, en contradiccion de nuevo con el Corolario 11. O

Con los resultados obtenidos hasta ahora es facil deducir los dos siguientes teoremas.

TEOREMA 14 (Teorema de Extensién de la Base). Sea V' un espacio vectorial finitamente
generado. Entonces cualquier conjunto linealmente independiente de V' se puede completar
hasta una base de V.

TEOREMA 15 (Teorema de Extraccién de una Base). Sea V' un espacio vectorial finita-
mente generado. Entonces de cualquier sistema de generadores de V' se puede extraer una
base para V.

Obsérvese que la condicién para anadir un elemento, es que sea linealmente independiente
del resto. Mientras que la condicién para quitar un elemento es que sea generado por el resto.
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2. Subespacios

DEFINICION 16. Un subconjunto U de un K-espacio vectorial V, es un K-subespacio

vectorial, si U es espacio vectorial con las mismas operaciones suma y producto por esca-
lares que V.

Otras definiciones equivalentes son las siguientes:

DEFINICION 17. Sea V' un K-espacio vectorial y sea U un subconjunto no vacio de V.
Diremos que U es K-subespacio vectorial de V' si:

1. U es cerrado para la suma: Yu,v € U,u +v € U.
2. U es cerrado para el producto por escalares: Yu € U,Va € K, au € U.

Ambas propiedades se pueden probar a la vez como recogemos en la tercera definicion.

DEFINICION 18. Un subconjunto U no vacio de un K-espacio vectorial V, es un K-
subespacio vectorial de V' si:

Vu,v € U yVa,b € K, se tiene que au + bv € U.

DEFINICION 19. Dado S = {x1,...,2,} un conjunto de vectores de un espacio vectorial
V, se define el subespacio generado por S, como el menor subespacio de V que contiene
a S. Lo denotaremos L(S). De forma prdactica este subespacio se puede obtener como:

L(S) = {anz IneNr,eK e S}.

i1
Todo subespacio vectorial se puede definir, esencialmente, de dos formas distintas:

1. Dando un sistema de generadores del mismo, o equivalentemente una base.
2. Dando unas ecuaciones lineales homogéneas que sélo cumplan los elementos del subes-
pacio.

EJEMPLO 20. En R3 el subespacio generado por {(1,0,0),(0,1,0)} es el mismo que el
descrito por la ecuacién z = 0. Es decir:

L({(1,0,0),(0,1,0)}) = {(z,y, 2) € R*: z = 0}.

DEFINICION 21. Si minguna de dichas ecuaciones es redundante, se dice que son unas
ecuaciones cartesianas de dicho subespacio.

Hay una férmula muy conocida que nos relacionan las dimensiones de U, V' y el nimero de
ecuaciones cartesianas que definen a U:

dim(U) = dim(V') — nimero de ecuaciones cartesianas.

La demostracién la obtendremos al final del siguiente epigrafe, como una consecuencia
elemental.
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2.1. Las trasformaciones elementales de matrices: Una herramienta. Asocia-
das al algoritmo de Gauss para la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales, aparecen las
trasformaciones elementales por filas de matrices, que se clasifican en tres tipos.

1. Intercambiar dos filas. Denotaremos A;; a la matriz que se obtiene de A intercam-
biando las filas 7 y J.

2. Multiplicar una fila por un numero distinto de cero. Denotaremos A;(k) a la matriz
que se obtiene de A multiplicando la fila i por £ € K\ {0}.

3. Sumar a una fila otra multiplicada por un niimero. Denotaremos A;;(k) a la matriz
que se obtiene de A al sumar a la fila j la fila ¢ multiplicada por k € K.

DEFINICION 22. Dos matrices del mismo tamano se dicen equivalentes por filas si se
puede obtener una de otra por trasformaciones elementales.

Es facil ver que estas operaciones se trasladan a los sistemas de generadores como nos dice
la siguiente proposicion.

PROPOSICION 23. Si S = {uy,us,...,u,} es un sistema de generadores del subespacio
vectorial U, entonces también son sistemas de generadores de U los siguientes conjuntos:
1. El conjunto {uy, ..., uj, ..., Ui ... Uy}, que Se obtiene de S intercambiando la posi-
cion del vector u; por la posicion del vector u;.
2. El conjunto {uq,...,ku; ..., u,}, que se obtiene de S multiplicando el vector u; por
un escalar k € K no nulo.
3. El conjunto {uy, ..., ..., uj+ku,;, ..., u,}, que se obtiene de S sumando al vector

u; el vector u; multiplicado por k € K.

DEMOSTRACION. La demostracion es bastante elemental y se puede encontrar en [3]. [

PROPOSICION 24. Sea B = {(CLH, aio, ..., aln), (agl, aso, . .. ,a2n>, ey (aml, Am2,y - - - 7amn)}
un sistema de generadores de un subespacio U de K". Consideramos la matriz:
a1 a1 ... Qin
A — Q21 A22 ... QA2p
Am1 Am2 .. Omp

Sea A" = (ai;) una matriz equivalente por filas a A, entonces el conjunto formado por las
filas de A’:
! !/ / !/ / / / / / /
B = {<a’117 Aygy - - >a’ln>? (a217 LV TRERE >a2n)> Tt (amh An2s - - - 7a’mn)}7

también es un sistema de generadores de U.
DEMOSTRACION. Es la proposicién anterior para el caso en que trabajemos en K*. [

Si aplicamos las trasformaciones elementales a la matriz identidad obtenemos las llamadas
matrices elementales que denotaremos E;;, E;(k) y E;;(k) respectivamente.
Es facil comprobar las siguientes afirmaciones:

1. Las matrices elementales son invertibles ya que: det(E;;) = —1, det(E;(k)) = k, y
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2. Las trasformaciones elementales por filas en una matriz A se pueden obtener multi-
plicando por la izquierda por las matrices elementales: A;; = Ej;A, A;(k) = E;(k)A
y Aij(k) = Ey;(k)A.

3. Si hacemos las trasformaciones elementales a la matriz A por columnas y las deno-
minaEn())S ALy, Ai(k) y Aj;(K), se tiene quer Al = AEy;, Aj(k) = AE;j(k) y Aj;(k) =

Como resultado de lo anterior se tiene el siguiente teorema.

TEOREMA 25. Dada A una matriz de tamano m X n, se pueden encontrar dos matrices
invertibles P y @ de tamanos m X m y n X n respectivamente, tales que QAP = D,.. Donde
D, es la matriz con r unos consecutivos en la diagonal principal y el resto de las entradas
nulas.

DEMOSTRACION. Las matrices P y @ serdn el producto de matrices elementales, que
recogen las trasformaciones por filas, en @, y por columnas, en P~!, que se hacen a la matriz
A para obtener la matriz D,. Ambas matrices P y () son invertibles por el resultado anterior
y debido a que det(AB) = det(A)det(B).

En el algoritmo siguiente explicitaremos el método para construir D,. 0

Para mas detalles del desarrollo de estos resultados, remitimos al lector a la monografia

[3].
DEFINICION 26. Al niimero r del teorema anterior se le denomina rango de la matriz A.

Damos a continuacién el algoritmo para obtener dichas matrices. Definimos, previamente,
lo que sera el pivote de una fila.

DEFINICION 27. El pivote de una fila de una matriz serd el primer elemento empezando
por la izquierda no nulo, tras dividir por €l la fila entera, obteniendo asi un 1 en ese lugar.

ALGORITMO 28. Para obtener la matriz D,.

1. Buscar una fila con el elemento de la primera columna no nulo, llamémosle a. Si no
existe, ir al paso J.

2. Llevar esta fila al principio.

3. Dwvidir la fila por el elemento no nulo a para obtener un pivote en dicha fila.

4. Usar ese pivote para eliminar todos los elementos de la columna por debajo del mismo.
Para ello hay que sumar a cada fila inferior, la fila del pivote, multiplicada por el
opuesto del elemento que se quiera eliminar.

5. Repetir el paso 1 con la siguiente columna y en el paso 2, llevar la fila en cuestion a
la primera fila sin pivote.

Una vez acabado el bucle anterior se tiene una matriz escalonada por filas, pero por encima
de los pivotes puede haber elementos no nulos que hay que eliminar (no es reducida). Las
filas por debajo de los pivotes son nulas.

6 Buscar el ultimo pivote y eliminar todos los elementos no nulos de su columna que
quedan por encima de €l, multiplicando dicho pivote por el opuesto del elemento a
eliminar.

7 Repetir el paso 6 con el pivote anterior.
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Al acabar este segundo bucle tendremos una matriz escalonada reducida por filas. Ahora,
trabajando por columnas llegaremos a la matriz D,.

8 Con el primer pivote y haciendo trasformaciones por columnas eliminamos todos los
elementos no nulos a la derecha del pivote.
9 Hacemos el paso 8 con el siguiente pivote.
10 Si el pivote de una fila i no estd en la diagonal principal se intercambian las columnas
1y la que tiene el pivote para colocarlo en la diagonal principal.

Al acabar obtenemos la matriz D,..

Ahora, todas las trasformaciones hechas en los pasos del 1 al 7 son trasformaciones por
filas, con ellas se obtendra la matriz (). Mientras que las trasformaciones realizadas en los
pasos del 8 al 10 son trasformaciones por columnas, que daran lugar a la matriz P~

Veamos un ejemplo y luego recogemos el resultado en forma de proposicion.

EJEMPLO 29. A la hora de hacer trasformaciones por filas, es préactico colocar a la derecha
la matriz identidad, y hacer las trasformaciones a toda la matriz. De esta forma, en esta
segunda matriz se recogen los cambios por filas, y al acabar se obtendra la matriz Q).

123100 1 2 3|1 0 0
(AId)y=12 350 10 |~ [0 1 1]2 —10]|~
3470001 0 -2 —2/-3 0 1
12 3|1 0 0 101/-3 2 0
~ o112 c1to |~ 01 1]2 10 |=(Q40Q).

0001 —21 000[1 —21

Y ahora hacemos trasformaciones elementales por columnas a la matriz resultante, de forma
analoga, colocamos la matriz identidad debajo, para recoger los cambios por columnas y
asf obtener la matriz P~

1 01 10 0
011 01 0
<QA>_ 000 00 0 _(Dr>
Td) | Too |l T0 1| \pP1)
010 01 —1
001 00 1
Una vez hecho esto tendria QAP~! = D, con la siguiente escritura:

-3 2 0 1 2 3 1 0 -1 1 01 10 -1 1 00
2 —-10 2 35 01 -1 |=|011 01 -1 ]=(01P90
1 =21 3 47 0 0 1 000 00 1 000

Como r = 2, por la Proposicién 24, sabemos que las dos primeras filas de QA forman una
base de U: {(1,0,1),(0,1,1)}. Fécilmente se observa que al multiplicar estas dos filas por la
tltima columna de P~! se anulan. Por tanto esta tltima columna son los coeficientes de una
ecuacion cartesiana de U, que seria: —x —y + 2z = 0.

El algoritmo reflejado en el ejemplo anterior,busca una matriz QA escalonada reducida
por filas, i.e, una matriz tal que:
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1. El pivote de cada fila (el primer elemento no nulo de cada fila) sea 1.
2. Por encima y por debajo de cada pivote solo hay ceros.

3. Cada pivote esté situado a la derecha del pivote de la fila anterior.

4. Las filas nulas estan situadas en la parte inferior de la matriz.

NotA 30. El nimero de pivotes coincidira con el rango de A.

Una vez obtenida QQ A, usaremos el pivote de cada fila para ir anulando los elementos que
aparezcan en su fila. Y por tdltimo, intercambiaremos las columnas para poner los unos en la
diagonal principal.

PROPOSICION 31. Sea U el subespacio y A matriz de la Proposicion 24. Sean P y Q
como en el Teorema 25. Entonces las r primeras filas de QA son una base de U, y por tanto,
dim(U) = r. Ademds las (n—r) dltimas columnas de P~ nos dan unas ecuaciones cartesianas
de U. Con lo que se demuestra que dim(U) = dim(K") — nidmero de ecuaciones cartesianas.

DEMOSTRACION. Siguiendo la notacién de la Proposicién 24, sabemos que QA es un
sistema de generadores, pero es facil ver que también es linealmente independiente, por tanto
es una base de U. Con lo que r también es la dimension de U. Ahora, como al multiplicar
todos estos elementos por las n — r dltimas columnas de P! se anulan, ya que dan las n —r
ultimas columnas de D, que son nulas, y estas n—r columnas son linealmente independientes,
podemos deducir que: las n—r tltimas columnas de P~! son los coeficientes de unas ecuaciones
cartesianas que definen al subespacio U. Y asi, tendriamos una prueba de la féormula:

dim(U) = dim(K") — nimero de ecuaciones cartesianas.

3. Aplicaciones Lineales

DEFINICION 32. Una aplicacion, f: V. — V', entre dos K-espacios vectoriales, se dice
aplicacion lineal, si respeta la suma y el producto por escalares, es decir si:

1. flu+v) = f(u) + f(v) para todo u,v € V.
2. f(av) = af(v) para todo a € K y todo v € V.

Como sucede en el caso de los subespacios, ambas propiedades se pueden resumir en una
y obtenemos una definicion alternativa.

DEFINICION 33. Una aplicacidn, f :V — V', entre dos K-espacios vectoriales, es lineal
%

flau+bv) =af(u) +bf(v), Va,b € K, Yu,v € V.

PROPOSICION 34. Sea f : V — V' una aplicacién lineal, entonces se verifica:
1. f(0) =0.
2. f(=v) = =f(v).
3. flagvy 4+« 4+ apvy) = a1 f(v1) + -+ + anf(vy), para cualesquiera ay, ..., a, € K,
Vi, ..., U € V.

La demostracién es muy sencilla y se puede encontrar en [3].
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NoTA 35. La tercera propiedad, se vuelve muy ttil en el ambiente de espacios vectoria-
les, ya que nos permite definir completamente una aplicacién lineal dando tinicamente las
imagenes de los elementos de una base.

DEFINICION 36. Sea f : V — V' una aplicacion lineal, se definen su nicleo y su tmagen
como:

Ker(f) ={veV|f(v) =0}
Im(f) = {f(v) [veV}

LEMA 37. Dada una aplicacion lineal f :V — V', se tiene que Ker(f) es un subespacio
de V' y que Im(f) es un subespacio de V.

DEMOSTRACION. Probemos primero que Ker(f) es un subespacio de V. Para ello, sean
a,b e K u,v € Ker(f), entonces: f(au+ bv) =af(u)+bf(v) = a0+ b0 = 0 luego au + bv €
Ker(f).

Probemos, ahora, que Im(f) es un subespacio de V’. Tomemos a,b € K, v/, v" € Im(f).
Por la definicién de Im(f), existen u,v € V' de forma que f(u) = u'y f(v) = v/, pero entonces
tenemos que f(au+bv) = af(u)+bf(v) = au'+bv'. Con lo que, también av'+bv’ € Im(f). O

El siguiente lema es un resultado muy natural, en el sentido de que podremos extenderlo
hasta el ambiente de monoides. Sin embargo, otros resultados que veremos posteriormente
seran mas dificiles de extender o incluso imposible.

LEMA 38. Dada una aplicacion f:V — V', si{vi,...,v,} es un sistema de generadores
de V, entonces {f(v1),..., f(va)} es un sistema de generadores de Im(f).

DEMOSTRACION. Dado v' € Im(f), existe v € V' de forma que f(v) = vy, puesto que
{v1,...,v,} es un sistema de generadores de V, el vector v € V se podré escribir como
combinacion lineal de ellos: v = ajv; + - - - + a,v,, entonces:

v = f) = flarvr + -+ anpvp) = a1 f(vr) + - + anf(vn).

Luego cualquier v € Im(f) se escribe como combinacion lineal de {f(v1),..., f(v,)}, y por
tanto es un sistema de generadores de Im(f). O

PROPOSICION 39. Dada una aplicacion lineal f : V — V', se verifica que:

1. f es inyectiva < para todo congunto lineal independiente, {vy,...,v.}, el conjunto
{f(v1),..., f(v.)} es linealmente independiente.
2. f es sobreyectiva < para cada sistema de generadores de V, {vy, ..., vs}, el conjunto
{f(v1),..., f(vs)} es un sistema de generadores de V.
DEMOSTRACION.
1. Supongamos que f es inyectiva y que el conjunto {vy,...,v,} es linealmente indepen-
diente, y veamos que también el conjunto {f(v1),..., f(v,)} es linealmente indepen-

diente. Consideremos una combinacion lineal igualada a cero:
alf(vl) + arf(vr) =0.

Entonces f(ajvq + -+ 4+ av.) = 0y ajvg; + -+ + a,v, € Ker(f) = 0. Por tanto
avy + -+ + av, = 0, y como {vq,...,v,} es linealmente independiente se tiene
a;=...=a, =0. Conlo que {f(v1),..., f(v,)} es linealmente independiente.
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Para la otra implicacién, veamos que Ker(f) = 0. Sea pues v € Ker(f). Como el
conjunto { f(v)} = {0} es linealmente dependiente, por hipétesis, también el conjunto
{v} ha de ser linealmente dependiente y esto fuerza v = 0.

2. Si {vy,...,vs} es un sistema de generadores de V, entonces {f(v1),..., f(vs)} es un
sistema de generadores de Im(f), y en consecuencia {f(v1),..., f(vs)} es sistema de
generadores de V' si, y sélo si, Im(f) = V' o equivalentemente si, y sélo si, f es
sobreyectiva.

O

TEOREMA 40. Dada f: V — V' una aplicacion lineal, siempre se tiene que dim(Im(f)) =
dim(V') — dim(Ker(f)).

DEMOSTRACION. Consideremos By = {uy,...,u,} una base de Ker(f), y por el Teorema
de Extensién de la Base, la ampliamos hasta una base de V, digamos B = {uy, ..., Up, Upy1, ..., Un}-
Veamos que {f(vy41),..., f(vn)} son una base de Im(f).

Probemos, primero, que es un sistema de generadores de Im(f). Para ello dado v € Im(f),
sabemos que existe v € V, tal que f(v) = v’. Dicho v, se puede escribir como v = ajuj +-- -+
pUy + Apy1Vpy1 + -+ apv, v, por ser f lineal, se tiene que:

v = f(v) - alf(u1)+' ' '+arf(ur)+ar+1f(vr+1)+' : +anf(vn) - ar+1f(vr+1)+' : '+anf(vn)7
ya que f(u;) = 0. Obteniendo que {f(vy41),...,f(v,)} es un sistema de generadores de
()

Veamos, ahora, que son linealmente independientes. Si a, 1 f(v,11)++ -+ anf(v,) =0, se
tiene que f(a,4 1041+ +a,v,) = 0y por tanto a, 10,41 + - - - + a,v, € Ker(f). Pero como
By, es una base de Ker(f) tenemos que existen by, ..., b, tales que a, 10,41 + -+ + apv, =
biuy + - - - byu, de donde:

biuy + -+ byt — Apy UV — - — apv, = 0.
Pero esto es una combinacién lineal nula de elementos de la base B y, por tanto, todos los a;

y los b; son cero. Probamos asi, la independencia lineal de {f(v,11),..., f(vn)}- O

TEOREMA 41 (Fundamental de los Espacios Vectoriales). Dos espacios vectoriales de la
misma dimension son isomorfos. Es decir, se puede establecer entre ellos una aplicacion lineal
y biyectiva.

DEMOSTRACION. La demostracién se deduce facilmente de la Proposicién 39. O
COROLARIO 42. Todo K-espacio vectorial V' de dimension n, es isomorfo a K.

El resultado anterior se traduce basicamente en que, para trabajar en un espacio vectorial
de dimension finita, podemos fijar una base e identificar los vectores con sus coordenadas en
dicha base. Y de esta forma todo el desarrollo hecho para K" en la Proposicion 24 es vélido
para cualquier espacio vectorial V' de dimension n. Basta considerar una base de V' y trabajar
con sus coordenadas.

4. Cocientes: una construccion tipica de los espacios vectoriales

DEFINICION 43. Dados V' un espacio vectorial y U un subespacio suyo, definimos el
espacio vectorial cociente como V/U ={v+U: v € V}. Dondev+U = {v/ e V:v—1' €
U}. Al conjunto v+ U se le llama clase de v.
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Iremos precisando esta definicién, conforme vayamos avanzando a modulos y monoides.

DEFINICION 44. La suma y el producto por escalares en V/U estdn definidos por:

(v+U)+ W +U)=(@w+v)+U
a-(v+U)=(aw)+U

PROPOSICION 45. dim(V/U) = dim(V') — dim(U).

DEMOSTRACION. La demostracién es andloga a la del Teorema, 40.

Consideramos una base de U, {uy,...,u,} y la ampliamos hasta una base de V|, B =
{u1, ..., Um, Uma1, ..., v, }. Vamos a probar que los elementos de V/U, {v 1+ U, ..., v, +U}
son una base del cociente.

En primer lugar, veamos que son sistema de generadores. Para ello, partimos de un
elemento v+ U € V/U y consideramos v = ajuy + - - * QU + Gma1Umy1 + - - + a0, puesto
que B es base de V. Ahora si pasamos al cociente, tenemos que:

v+U = (ajur+ -+ aGply + Gpi1Vmer + - + apv,) + U
= (aus + -+ apn) + U + a1 (Vi1 +U) + - -+ ap(v, + U)
= am+1(vm+1 + U) +oeee an(vn + U)a

ya aijuy + - - - + G, € Uy por tanto ajuy + - - - + apu, € 04 U. Con lo que queda probado
que es sistema de generadores.

Para ver que son linealmente independientes, hagamos: .41 (Vmi1+U)+- - -+a, (v, +U) =
0 + U, o dicho de otra forma (ay,i1Vms1 + -+ + apv,) + U = 0+ U, que significa que
Qi 1Vma1 + - - -+ ayv, € U. Como tenemos una base de U, podemos escribir que 110,41 +
coo 4 apv, = byug + -+ + byu,, para ciertos by,...,b, € Ky, pasando todo a un lado,
llegariamos a que byuy +- - -+ by Uy — Qi 1Vmae1 — - - - —a,v, = 0. Pero esto es una combinacion
lineal de vectores de la base B igualada a cero, por tanto, todos los coeficientes son nulos.
En particular a,,41 =--- =a, = 0. ]






Moddulos

DEFINICION 46. Dado A un anillo conmutativo unitario, definimos un A-mdédulo como
un conjunto M junto con dos operaciones: una suma (+) y un producto (-) de elementos de
A por elementos de M, cumpliendo las siguientes propiedades :
my + (mg + m3) = (mq + ma) + mg para todo my, mg, mg € M,
mi1 + me = Mo + my para todo mq,my € M,

Existe un elemento 0 € M tal que m + 0 = 0+ m = m para todo m € M,

Para todo m € M eziste un elemento —m € M tal que m + (—m) = (—m) +m =0,
(a +b)m = am + bm para todo a,b € A y todo m € M,

a(m+m') = am + am’ para todo a € A y todo m,m’ € M,

a(bm) = (ab)m para todo a,b € A y todo m € M,

Im = m para todo m € M.

0 NS Trds Code

El punto de la multiplicacién serd omitido si no hay confusion.
Cuando A es un cuerpo obtenemos la definicién de espacio vectorial.

EJEMPLO 47.

1. El propio A, es un A-mdédulo con su suma y su producto.
2. Todo grupo abeliano G se puede ver como Z-modulo definiendo:
s n-x=x+---+xsin >0 para todo x € G,
s 0-2=0paratodoz € Gy,
»n-z=(—z)+---+ (—x) si n <0 para todo = € G.
3. Todo R-espacio vectorial o Q-espacio vectorial se puede ver como Z-mddulo restrin-
giendo el producto por escalares a los elementos de Z.

5. Sistemas de generadores, submoédulos y morfismos

Vamos a dar primeramente las definiciones que se pueden trasladar directamente desde
los espacios vectoriales. Luego volveremos a estudiar estos conceptos con mas detalle, en
aquellos aspectos que no se puedan trasladar tan facilmente.

DEFINICION 48. Sea M un A-mddulo. Un subconjunto S, posiblemente infinito, de M
se dice sistema de generadores de M si, para todo m € M, existen x1,...,x, € S y
T1,...,7p € A tales que m = rix1 + - + rpT,.

DEFINICION 49. St M tiene un sistema de generadores finito, se dird que M es finita-
mente generado.

DEFINICION 50. Un conjunto de generadores S de M se dice conjunto minimal de
generadores si, ningun subconjunto propio de S genera a M. Si M es finitamente generado,
entonces todo conjunto de generadores contiene un sistema minimal de generadores finito.

15
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Hay modulos que no contienen conjuntos de generadores minimales finitos.

EJEMPLO 51. Un sistema minimal de generadores para el Z-moédulo Q seria, por ejemplo,
el intervalo unidad semiabierto [0,1).

DEFINICION 52. Sea M un A-mddulo, diremos que N C M, N # (; es un submddulo
de M si, con las mismas operaciones de M, N es un A-mddulo.

Como en el caso de espacios vectoriales aparecen dos definiciones analogas:

DEFINICION 53. Sea M un A-mddulo. Un subconjunto N de M, N # 0; es un submddulo
si, para cualesquiera x,y € N se tiene que x +1y € N y para cualesquierar € A yx € N; se
tiene que que rx € N.

Como siempre, las condiciones anteriormente exigidas para ser submodulo pueden resu-
mirse en una sola:

DEFINICION 54. Sea M un A-mddulo. Un subconjunto N de M, N # 0; es un submddulo
de M, si para todo r,s € A y todo x,y € N se cumple que rx + sy € N.

DEFINICION 55. Dado S subconjunto de M. Se define G(S) el submddulo de generado
por S, mediante:

G(S) = {ZrixﬁnEN,n- EA,ZL’Z'EM}.

i=1
Es claro que, S es un sistema de generadores de M si, y sélo si, G(S) = M.

EJEMPLO 56. Los submédulos de un anillo A, visto como A-médulo, son los ideales de
A. Recordemos que I C A es ideal de A, si para cualesquiera i € [ y a € A, se tiene que
ta € 1.

EJEMPLO 57. Si U es un subespacio vectorial de R"™, entonces U N Z" es un submddulo
de Z". Ya que si (z1,...,2,), (Y1, -..,yn) € U tienen coordenadas enteras y r, s € Z entonces
r(z1,...,2Zn) + 8(Yy1,...,Yn) € Uy con coordenadas enteras.

DEFINICION 58. Una aplicacién f: M — M' entre dos A-mddulos se dice morfismo de
mddulos si f(rm + sn) = rf(m) + sf(n) para cualesquiera r,s € A ym,n € M.

PROPOSICION 59. El nicleo Ker(f) ={m € M | f(m) =0} es un submddulo de M y la
imagen Im(f) = {f(m) € M' | m € M} es un subespacio de M'.

La demostracion es andloga a la hecha para espacios vectoriales: Lema 37.

PROPOSICION 60. Si M es un A-mddulo finitamente generado y {my, ..., m,} un sistema
minimal de generadores, entonces existe un epimorfismo p: A” — M dado por (ay,...,a,) —
aimy + -+ a,m,.

DEMOSTRACION. Basta calcular,

pla(ay,...,a.)+b(by,..., b)) = plaay + bby,...,aa, + bb,)
= (aay + bby)my + - - - + (aay, + bb,)m,
a(laymy + -+ - + a,m,.) + b(bymy + - - - + b,m,.)
= ap(ay,...,a.) +bp(by,...,b.),

comprobandose que es morfismo de moédulos. La sobreyectividad es clara. O
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La proposicion y su demostraciéon se puede trasladar también a los espacios vectoriales.

En el caso de espacios vectoriales, la inyectividad del morfismo anterior esté relacionada
con la independencia lineal del sistema de generadores. Esta independencia no siempre se
podra tener, incluso a veces ni se podra definir, pero cuando si sea posible, la inyectividad
también se tendra para morfismos de modulos.

6. Base y rango de un subgrupo de Z"

Vamos a centrarnos en el caso de Z-moédulos para encontrar las primeras diferencias entre
los espacios vectoriales y los médulos. Entre otras cosas veremos que hay que imponer algunas
condiciones al anillo para que podamos realizar las cuentas sin muchos problemas.

A continuacién daremos dos definiciones andlogas al caso de espacios vectoriales, de la
nocion de base para un subgrupo de Z". La primera atendiendo a la idea de generacion tinica,
y la segunda introduciendo la idea de independencia lineal.

DEFINICION 61. Sea M un subgrupo de Z", decimos que {mq,...,m,} C M es una base
de M, si todo elemento de M se puede escribir de forma unica como m = > ._, z/m; con
21y 2 € L

DEFINICION 62. Tenemos que {my,...,m,} es una base de M si y solo si
1. Todo elemento m € M admite una expresion de la forma m = > zm; con
21y 2p € 1.
2. Si 22:1 zim; = 0 para ciertos zi, ..., z. € Z, entonces z; = 0 para todo 1.

Veamos que en Z, donde {1} es una base, tienen cabida multitud de subgrupos. Serian,
por tanto, submoddulos de Z y, veremos que todos tienen una base formada, también, por
un solo elemento. Tenemos, pues, submddulos de la misma “dimension” que el médulo que lo
contiene de forma estricta, cosa que no sucedia en espacios vectoriales.

PROPOSICION 63. Sea M # {0} un subgrupo de Z. Entonces existe g € M tal que {g} es
una base de M.

DEMOSTRACION. Como M # {0}, claramente, el conjunto {m € M | m > 0} es no vacfo
y por tanto tiene un minimo. Sea g ese minimo. Probemos que {g} es la base que andamos
buscando. La inclusién G(g) € M es trivial. Para la otra inclusién tomamos m € M. Por el
algoritmo de la divisién en Z, existen ¢,r € Z con 0 < r < g tales que m = qg + r. Como
0<r=m-—qg < gy gesel menor elemento de M mayor que cero, se tiene que r = 0 y por
tanto m = qg € G(g). O

NotA 64. Llamaremos gZ al submdédulo de Z generado por g.
PROPOSICION 65. Ezisten cadenas “descendentes” infinitas de submddulos de 7.
DEMOSTRACION. Basta considerar, por ejemplo:
< C2"ZC2V'ZC - CAZLC2LCL
O

Como vemos, es una gran diferencia entre los médulos y los espacios vectoriales, ya que es-
tos, no tienen subespacios propios de la misma dimensiéon como puede verse en la Proposicién
161.
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PROPOSICION 66. Sea M wun subgrupo de 7. Entonces M tiene una base con, como
mucho, n elementos.

DEMOSTRACION. Para cada j € {1,...,n}, definimos M; = M N G({e1,...,e;}). Pode-
mos observar que M, = M. Veamos por induccién, que M; tiene una base con, como mucho,
i elementos. Si M; = {0}, entonces una base para M; es el conjunto vacio.

Si My # {0}, consideramos H = {k € Z | ke; € M;}. Claramente, H es un subgrupo
de Z y por la Proposicién 63, es igual a G({z}) para algin z € Z \ {0}. Es sencillo ver que
M; = G({ze1}) y como consecuencia {ze;} es una base de M;. Esto nos muestra que se
cumple para i = 1.

Supongamos que M}, tiene una base {my,...,m,} con r < k. Nétese que si My, = {0},
entonces también lo es My, y por tanto r = 0, y una base de My seria el conjunto vacio.
Asumimos pues, que My, 1 # {0} y definimos

H={2€Z|y+ zexs1 € M para algin y € G({ey,...,ex})}.

De nuevo, H es un subgrupo de Z y por tanto H = G({z}) para algin z € Z. Si z = 0,
entonces My,1 = My, con lo que M, tiene una base con r elementos y r < k < k + 1.

Si z # 0, entonces existe un elemento y € G({ey,...,ex}) tal que w = y + zep 1 € M.
Veamos que {my, ..., m,,w} es una base para M.
» Sea m € Mj1. Por tanto, m € G({ey, ..., exr1}) lo cual significa que m = Zf;l 2:€;

para ciertos 21, ..., 2k+1 € Z. Entonces, 2,11 € H lo que implica que 2,1 = 2t para
algun t € Z. Asi, m = Zle z;e; — ty + tw y en consecuencia

m—twe MNG({e,...,ex}) = M.

Tenemos que {my, ..., m,} es una base de M}, entonces existen t1,...,t,. € Z tal que
m—tw = Z:Zl t;m;, lo cual nos lleva a que m = Z;:l t;m; + tw. Y asi, probamos
que es sistema de generadores.

» Supongamos ahora que existen sq,...,841 € Z tal que > ., s;m; + S,pqw = 0. Si
Sp41 = 0, como G({ey, ..., ex}) es base se tendria que s; = 0 para todoi = 1,...,r+1.
Mientras que si s,41 # 0, tendriamos que 0 # s, w = —> . s;m; € G({eq, ..., ex})
y w =1y + zeg1. Con lo que s,412€p41 = —Spp1y — 2.y simi € G({eq, ..., ex}) que

serfa una contradiccion.
Por lo tanto, llegamos a que {my,...,m,,w} es una base de My 1 con r + 1 elementos y
r+1<k+1. O

TEOREMA 67. Sea M wun subgrupo de Z". Entonces toda base de M tiene el mismo
cardinal.

DEMOSTRACION. Sean B = {m; |i € [} y B' = {n; | i € I'} son dos bases diferentes de
M. Los elementos de B son linealmente independientes como vectores de Q", sabemos que
puede haber, como mucho, n elementos en B. Lo mismo ocurre con B’. Obsérvese también
que B es una base del espacio vectorial V = Lo(B) y B’ C M = G({m,...,m,}) C Lg(B)
es un conjunto linealmente independiente de vectores de V' el cardinal de B’ debe ser menor
o igual al cardinal de B. Analogamente, se puede hacer la otra desigualdad. 0

También es facil la consecucion del siguiente resultado:
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PROPOSICION 68. Sea M un subgrupo de Z"™ de rango k. Entonces M es isomorfo a ZF.

DEMOSTRACION. Sea B = {my,...,my} una base de M. Todo elemento en M tiene
coordenadas tinicas con respecto a B, lo que implica que la aplicacién

k
p: ZF — M, dada por (zy,...,2) — ZznnZ
i=1

es un isomorfismo de grupos. Este morfismo p es el definido en la Proposicién 60. O

Este resultado nos muestra lo anunciado anteriormente: cuando se puede hablar de inde-
pendencia lineal de un sistema de generadores, podemos considerar una base en M, y con
ella, la aplicacion p es un isomorfismo. Esta aplicacién tendra un papel fundamental en el
caso de monoides, y serd muy 1til para una cierta clasificacion de los mismos.

Vamos ahora a trasladar algunas proposiciones que ya se daban en espacios vectoriales,
para senalar, la dificultad que se tiene cuando el cuerpo pasa a ser un anillo, aunque se tengan
bases en los A-mddulos.

PROPOSICION 69. Sea M un subgrupo de Z". Si {xy,...,x,} es una base de M y m; =
Ty + gy + - - + apx, entonces {my,xs,...,T,} es base de M.

DEMOSTRACION. Veamos que es sistema de generadores. Sea m = r1x1+71r9To+ - -+, T,
entonces, despejando x; en la igualdad del enunciado y sustituyendo en la anterior, tenemos:
m=ri(my—asxo—- - —apTy) +roTa+ - +rpxy, = rimy+(ro—riag)xe+- -+ (1 —r10,) Ty,
Por tanto es sistema de generadores.

Ahora, si tomamos rymy + roxs + - - - + 1,2, = 0 tendriamos: r1(z1 + agxs + - - - + apz,) +
roy + -+ -+ rpx, =0, de donde rixy + (ras + 1r9)x2 + - - - + (r1a, + ry)z, = 0. Ahora como
{1,...,2,} son una base, tenemos que r; = 0 y ra; + r; = 0, deduciendo facilmente que
todos los r; = 0. [

De forma anéloga también podemos probar la siguiente proposicién.

COROLARIO 70. Sea {x1,...,x,}, un sistema de generadores de M un A-mddulo. Si
Ty = gy + -+ + anx, entonces {xq, ..., x,} también es un sistema de generadores.

Nos hemos centrado en el caso particular en el que el coeficiente de x; es igual a uno,
para senalar el problema de pasar esta proposicién al ambiente de médulos. Mas adelante
veremos que la proposicién también es cierta aunque dicho coeficiente sea distinto de uno.

7. Cocientes, modulos de torsiéon y médulos libres

En este apartado, nos vamos a acercar a los g7, subgrupos de Z, con la misma “dimensién”
que Z. Estos subgrupos, mediante la herramienta del cociente, nos descubrirdn nuevos grupos
y moédulos que no aparecen en el caso de espacios vectoriales. Se puede decir, que son objetos
tipicos del ambiente de modulos. También se tendran en monoides, aunque su sitio natural,
como veremos, son los modulos.

Empecemos, pues, por trasladar, desde los espacios vectoriales, la idea de cociente.

DEFINICION T1. Sea M un A-mddulo y N un submddulo de M. Definimos la clase de
m € M como:m+ N ={m' € M | m—m' € N}. Y denotamos M/N el conjunto de
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dichas clases. Ezxiste, entonces, una estructura de modulo en cociente en M /N dada por
las operaciones: (xt+ N)+ (y+ N)=(z+y)+ N yr(x+ N)=rz+ N.

TEOREMA 72 (Primer Teorema de Isomorfia). Sea f: M — N un morfismo de médulos
entonces M /Ker(f) ~ Im(f).

DEMOSTRACION. Definimos b: M /Ker(f) — Im(f) mediante: m + Ker(f) — f(m). Vea-
mos que esta aplicacion esta bien definida, i.e. no depende del representante, y ademas es un
morfismo de moédulos biyectivo.

Para ver que estd bien definida, consideramos m’ € M con m’ + Ker(f) = m + Ker(f),
esto quiere decir que m’ — m € Ker(f), o equivalentemente que f(m’ —m) = 0 y por tanto
f(m) = f(m’) y la aplicacién esté bien definida.

Para ver que es un morfismo de médulos basta hacer b(r(m + Kerf) + s(m’ 4+ Kerf)) =
b(rm+ sm’' + Kerf) = f(rm + sm') =rf(m) + sf(m’) = rb(m + Ker f) + sb(m’ + Kerf).

Para ver que es inyectivo, sean b(m + Kerf) = b(m’ 4+ Kerf), se tiene que f(m) = f(m'),
o equivalentemente f(m —m’) = 0, es decir m —m' € Kerf, y esto no es mas que decir que
m + Kerf = m/ + Kerf.

Por ltimo veamos que es sobreyectivo. Pero esto es sencillo, ya que cualquier elemento de
Im(f) es de la forma f(m) y por tanto dicho m cumple que b(m+Kerf) = f(m), obteniendo
asi que el morfismo b es sobreyectivo. ([l

NotA 73. En el ambiente de espacios vectoriales hay una demostraciéon més sencilla
usando la idea de dimensién mediante la Proposiciéon 40 y el Teorema Fundamental de los
Espacios Vectoriales 41.

EJEMPLO 74. Sea 27 submddulo de Z formado por todos los niimeros pares. Al hacer el
cociente Z /27, obtenemos Zs = {0 + 2Z,1 + 27}, es decir el cociente tiene dos elementos.
Encontramos un Z-moédulo finito, que obviamente no es submédulo de Z, pues sus elementos
son clases de equivalencia y no son elementos de Z, ni se puede establecer un morfismo de
modulos desde Zy a Z. Es claro que {1 4+ 2Z} es un sistema de generadores de Zs, pues
1-14+2Z=142Zy 0-14 1Z = 0 + 27Z, pero sin embargo no cumple la condicién de
independencia lineal, ya que 2-1+2Z =0+ 2Z y 2 # 0 € Z, y tampoco la idea de unicidad
puesto que 3-1+2Z =1-1+ 2Z. Por tanto, existen Z-mdédulos que no tienen bases.

Vamos a determinar cuales son estos Z-moédulos, pero dando la definicién de forma mas
general:

DEFINICION 75. Un A-médulo se dice de torsidn si para cualquier m € M existe a € A,
a # 0, tal que a -m = 0.

DEFINICION 76. Diremos también que un A-mddulo M es libre de torsidon si no existe
ningun elemento m # 0 tal que a-m =0 con a € A, a # 0.

DEFINICION 77. Sea M un A-mddulo, se define:
t(M)={me M |3IreA\{0} con rm = 0},

como el conjunto de los elementos de torsion. Ademds, es facil ver que t(M) es un submddulo
de M, al que llamaremos submodulo torsion de M.

Nora 78.
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» Si M =t(M) se dice que M es un A-médulo torsién.
» Si¢t(M) =0 tenemos que M es un A-médulo libre de torsion.

Es claro que para el submédulo ¢(M), no es posible encontrar una base ya que si {my, ..., m,}
es un sistema de generadores, existen aq,...,a, € A\ {0} tales que aym; =0,...,a,m, =0,
y por tanto, aymq + - -+ + @y = 0.

LEMA 79. El médulo cociente M /t(M) es libre de torsion.

DEMOSTRACION. Si z + t(M) es un elemento de torsién en M/t(M), entonces existe
A # 0 tal que Az + ¢(M)) = (0+ t(M)) con lo que Az € t(M), por tanto debe existir
i # 0 con u(Axr) = 0 pero entonces = € t(M), ya que puX # 0, de donde se deduce que
x+t(M) = 0+ t(M). Probando asi que el tnico elemento de torsiéon en M/t(M) es el
0+ t(M). O

DEFINICION 80. Diremos que M es un A-mddulo libre si es posible encontrar una base
X, para M. También se dirda que M es libre sobre X.

PROPOSICION 81. Sea M un Z-mddulo libre de torsion y sea aymq + -+ -+ a,m, = 0 con
a; € Zym; € M, entonces existenm’, ..., m._, tales que: G(my,...,m,) = G(m/,...,m._,).

DEMOSTRACION. Si algiin a; = £1, despejamos el correspondiente m;, y por el Corolario
70, tenemos que todos los demas son un sistema de generadores de M.

Supongamos, pues, que todos los a; # +1. Si ged(ay,...,a,) = d entonces podemos
escribir d(ajmi+---+a.m,) = 0y como es libre de torsién se tiene que ajm;+- - -+a/.m, = 0.
Asi pues, podemos supone que todos los a; son primos relativos.

Supongamos ahora que existe a € Z tal que a1 +aas = +1. En este caso podemos escribir:
(a1 + aag)my + az(mg — amy) + agms + - - - + a,m, = 0 donde {my, mg — amq,ms, ..., m.}
sigue siendo sistema de generadores, pues cualquier m = bymq +bams + - - -+ b,m, también se
puede escribir como m = (by + aby)my + ba(me —amy) + -+ -+ b.m,. Y como a; + aas = £1,
se puede concluir como antes, usando el Corolario 70.

Por ltimo, como ged(ay, . . ., a,) = 1, la cuenta anterior se podré hacer tantas veces como
sea necesario para obtener un m/; que vaya multiplicado por 1, y entonces, lo despejarfamos
usando de nuevo el Corolario 70. 0

PROPOSICION 82. Un Z-mddulo M, finitamente generado, es libre si y solo si es libre de
torsion.

DEMOSTRACION. Si M es libre, podemos considerar B = {my,...,m,} una base. Si
0 # m € M es de torsién, se tendria que xm = 0 para algun = # 0. Por otra parte,
m = aymy + --- + a,m,. Entonces 0 = xm = xzaym; + --- + xra,m,, y como B es base,
podemos deducir que za; = 0 para todo ¢ = 1,...,r. Ahora bien, como x # 0, se tendria que
todos los a; = 0 y por tanto m = 0, lo que seria una contradiccién.

Para la otra implicacién consideramos que {my, ..., m,} es un sistema de generadores de
elementos libres de torsion y usaremos la induccion sobre r. Sir = 1 el resultado es inmediato.

Mientras que, en general, si tenemos que a;m; + - -- + a,m, = 0; por la Proposicion 81,
obtenemos un sistema de generadores con r — 1 elementos libres de torsion y por induccion
tendriamos el resultado. ([l
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DEFINICION 83. Dados M un A-mddulo y Ny, No dos submddulos suyos. se dice que M
es suma directa de N1 y Ny, y se denota M = Ny @& N», si para cualquier m € M, existen
ny € Ny yng € Ny con m = ny + ne y ademds Ny N Ny = {0}.

TEOREMA 84. Sea M wun mddulo finitamente generado entonces existe un submdodulo
f(M) de M que es isomorfo a M/t(M) tal que M = f(M) @& t(M).

DEMOSTRACION. En primer lugar por los resultados anteriores tenemos que M /t(M) es
libre, y por tanto podemos considerar {z; + t(M),...,z, + t(M)} una base del mismo. Es
facil ver que {x,...,x,} son linealmente independientes en M, ya que lo son en M/t(M).
Denotamos f(M) = G({z1,...,x.}), que es un submédulo libre de M por ser libre de torsion.
Es fécil ver que f(M)Nt(M) = {0}, ya que si x € t(M), existe A # 0 con Az = 0; pero si
esto ocurre en f(M) es porque x = 0.

Por dltimo si m € M, consideramos f: M — M/t(M) la proyeccién candnica dada
por m — m + t(M), y consideramos m + t(M) = ai(xy + t(M)) + -+ + a,(x, + t(M)) =
(arzy + -+ - + apzy) + (M) ya que {z1 +t(M), ...z, +t(M)} es una base de M/t(M). Pero
entonces tenemos que m — (a1x1 + - - - + a,x,) € t(M). Llamando ¢t(m) a esta diferencia que
estd en t(M), tenemos que

m = (a1x1 + -+ - + a,x,.) + t(m) € f(M) @ t(M)
0

Vamos a centrarnos en los Z-modulos libres, que son, basicamente, los subgrupos de Z"
y seguir trasladando proposiciones del ambiente de los espacios vectoriales.

TEOREMA 85. Sea M un Z-mddulo libre, sea L = {x1,...,xs} un conjunto linealmente
independiente y sea S = {myq,...,m,} un sistema de generadores. Entonces s < r.

DEMOSTRACION. La idea de la demostracién es andloga al caso de espacios vectoriales
(Teorema 10), ir substituyendo los m; por los x;, y luego probar que los elementos de L no
se pueden acabar antes que los S.

Vamos a utilizar las ideas de la demostracion de la Proposiciéon 81. Como S es un sistema
de generadores tenemos que x1 = aymy + - - - + a,m,. Consideramos {my, x1, mo,...m,} que
también es un sistema de generadores de S. Si algin a; = +1, supongamos ¢ = 1, podriamos
escribir my = x1 — asms - - - — a,m, y por el Corolario 70 tendriamos el resultado.

Si ningin a; = £1, y d = gcd(ay,...,a,) y consideramos x] = x1/d = ajmy + -+ +
am, € G{my,...,m,.}) = M donde da; = a;. Es facil ver que {z),zs,..., x5} sigue siendo
linealmente independiente.

Por tanto, podemos suponer que x; = aym; + agms + - - - + a,m, con todos los a; # £1y
primos relativos. Usamos la idea de escribir @} = a; 4+ aas que se describe en la demostracion
de la Proposicién 81, para buscar un elemento m; que esté multiplicado por +1, despejarlo

y sustituirlo por x, y asi obtener que {x1,ms...,m,} es un sistema de generadores de M.
A continuacién procederiamos con zs. Tendriamos que z9 = ajx1 + asmso + - - - + a,m,., €s
claro que si as = ag = - -+ = a, = 0 entonces xy = a;x; con lo que x5 — a;x; = 0 pero esto es

imposible. Ahora, si alguno de los a; = +1 con 7 > 2, se despejaria dicho m; y se aplica, de
nuevo, el Corolario 70 quedaria sustituido por zs.

Si ningin a; = £1 y d = ged(as, . . ., a,), entonces haciendo z, = (x2 —ay21)/d, se tendria
que {1, %, 3, ..., xs} son linealmente independientes. Ya que, si byxy + boxh + bzxs + -+ +
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bsxs = 0, entonces byxy + by(wy — ayxy)/d + bsxg + -+ - + bszs = 0 = (dby — byay)xy + boxs +
dbsxs + - - - + dbsxs = 0. De donde, dby — bsa; = 0, by = 0 v db; = 0, y se concluye facilmente
que el conjunto de partida es linealmente independiente.

Asi pues, podemos suponer, de nuevo, que gcd(ag, as...,a,) = 1. Y volviendo a usar el
truco de escribir a), = ay + aas, tendriamos el camino para poder intercambiar xzo por un
cierto m.

Finalmente, argumentariamos, como en el caso de espacios vectoriales (ver Teorema 10),
que si r < s, una vez cambiados los r primeros elementos del sistema linealmente indepen-
diente {x1,...,x,} serfa un sistema de generadores, pero en ese caso T,,1 = 121+ -+ .
obteniendo que no serian entonces linealmente independientes. 0

Como se esta viendo en las demostraciones, al no poder multiplicar por el inverso como en
espacios vectoriales, se recurre a la divisién entera, es decir, si a,b € Z con |a| > |b| entonces
existen ¢,r € Z con |r| < |a| tales que a = gb + r. Dichos ¢ y r son el cociente y el resto de
dividir a entre b. Vamos a explotar de un modo importante esta herramienta.

Por tanto, nos vamos a centrar en los anillos conmutativos en los que vamos a poder
usar la divisién entera, dentro de los cuales esta Z. Estos anillos son los llamados dominios
euclideos. La definicién la daremos un poco mas adelante.

Antes de pasar al epigrafe siguiente donde aplicaremos la divisiéon entera para encontrar
bases y ecuaciones cartesianas para Z-médulos. Daremos un resultado interesante a la hora
de decidir si una base con n elementos es base de Z™ o sélo de un subgrupo suyo de rango n.

PROPOSICION 86. Un conjunto S = {(aj1,...,a1n), .-, (@1, .., ann)} linealmente inde-
pendiente de elementos de Z", son una base de 7, si y solo si el determinante de
ai;y ... QAip
A=
Ap1  --. Qpp

es iqual £1.

DEMOSTRACION. Si det(A) = £1 sabemos que A es invertible y que su inversa se calcula
como A~ = (AdjA)t/det(A) (la traspuesta de la adjunta partido por el determinante). Tanto
las operaciones de adjuncién como transposicién de matrices de elementos enteros, dan salidas
enteras y si el determinante es £1, tenemos que la inversa de A tiene entradas enteras. Por
tanto, si 2,1, ..., T, son las entradas enteras de la fila i-ésima de A™!, como A7'A = I, se
tiene que x; (a1, ..., a1,) + -+ Tin(@n1, - - ., @) = €;. Demostrando que todos los e; estan
generados por los elementos de S.

Para el reciproco, consideramos que S es una base y por tanto cada e; se escribird como
e, = vala,...,a1n) + -+ + Tin(@p1, ..., any) con los z;; € Z. Dicho de otra forma, la
matriz A tiene como inversa la formada por los x;; correspondientes. Ambos determinantes,
det(A), det(A™1) son enteros y su producto es igual a 1. Por tanto la tinica posibilidad es que

det(A) = det(A™1) = £1. O
8. Sistemas de ecuaciones y Matrices

El objetivo de este epigrafe es probar la siguiente proposicién y extraer consecuencias de
ella.
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PROPOSICION 87. Si M es el subgrupo de Z" formado por las soluciones de un sistema
de ecuaciones homogéneas

anry+--+apr, = 0

An1T1 + -+ Qpp®yn, = 0
con rango n — r, entonces existe una base de M con r elementos.

El camino a seguir, a la hora de calcular las ecuaciones que definen un Z-modulo, sera el
mismo que en el Ejemplo 29. Usar trasformaciones elementales que habra que adecuar al
ambiente de Z-moddulos, aunque trabajaremos en otros anillos un poco mas generales.

Es el momento de definir esas condiciones que vamos a exigir al anillo para que podamos
hacer las cuentas de un modo “agradable”.

DEFINICION 88. Un dominio de integridad A, es un anillo donde para cualesquiera
a,b € A tal que a-b=0 se tiene que a =0 0o b= 0.

EJEMPLO 89. Z es un dominio de integridad, cualquier cuerpo es un dominio de integri-
dad. Zg no es dominio de integridad ya que 2 - [4]s = 0.

DEFINICION 90. Un elemento u € A se denomina unidad si existe v’ tal que uu' = 1.
EJEMPLO 91. Elemento [5]g de Zg es una unidad ya que 5 - [5]s = 1 € Zs.

Y también vamos a exigirle la posibilidad de hacer la divisién entera como apuntamos
méas arriba.

DEFINICION 92. Un dominio euclideo R es un dominio de integridad junto con una
aplicacion ¢: R — N, llamada norma euclidea, cumpliendo:
1. ¢(0) = 0.
2. Si a,b son elementos de R no nulos, entonces ¢(a) < ¢(ab).
3. Sia,b con a # 0 entonces existen q y r tales que b=qa+1r conr =0 0 ¢(r) < ¢(a)

Veamos que para estos anillos podemos trascribir sin mucho problema los calculos que
hemos hecho antes en Z-modulos.

De las tres trasformaciones elementales que se hacian a una matriz para obtener otra
equivalente, solo hay que preocuparse de la segunda de ellas. Ahora, no podemos multiplicar
las filas o columnas por elementos distintos de 1 o -1, si queremos asegurar entradas enteras
y/o no variar el submddulo que generan. Sin embargo, la primera y tercera no sufren restric-
ciones. Este inconveniente nos impide obtener el pivote igual a 1 dividiendo toda la fila por
el valor de ese pivote.

NoTA 93. Mas precisamente, para poder hacer la segunda trasformacion el elemento k
por el que se multiplique la fila ha de ser una unidad.

Lo recogemos en el siguiente teorema:

PROPOSICION 94. Sea M un R-mddulo libre con R dominio euclideo, generado por un
conjunto. El sistema de generadores (base) no se modifica si aplicamos a sus elementos una
o varias de las transformaciones siguientes:
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1. Cambiar el orden inicial de los generadores.
2. Multiplicar un generador por una unidad.
3. Sumarle a un elemento un maltiplo de otro.

La demostracion es seguir la que se hace en espacios vectoriales.

Ahora, para determinar bases y sistemas de ecuaciones lineales que definan a un R-mdédulo
libre, la idea serd, a partir de una base, obtener matrices similares a las P y @) del caso de
espacios vectoriales. Recuérdese que estas matrices eran el producto de matrices elementales
que recogian los cambios que se realizaban sobre la matriz A. De las trasformaciones de
espacios vectoriales, valen todas salvo multiplicar o dividir por elementos distintos de +1.
Y, como hemos hecho ya en varias demostraciones, la herramienta que vamos a usar es la
divisién entera.

Vamos a ver que toda matriz A, de tamano s x t, con entradas enteras, se puede escribir
como PAQ~! = D, donde P y ) son matrices invertibles y la matriz D, es diagonal de rango
r. Pero no siempre tendremos unos en la diagonal principal. Lo que se conseguira, en este
caso, es que cada d;; divida a d;; con 1 <i < j <.

La matriz D, se obtiene con el siguiente algoritmo.

ALGORITMO 95. de reduccion de matrices sobre un dominio euclideo.

El primer paso del algoritmo serd encontrar di; y luego se repetirdan los pasos para las
siguientes submatrices. La idea es dada M € Mgy (R) con R dominio euclideo, encontrar
una matriz C' de la siguiente forma:

donde dy # 0 y divide a cada entrada de C*.
Para encontrar dicho dy haremos lo siguiente:

1. Se busca un elemento a;; # 0 de A tal que ¢(a;;) = min{¢(aps) | b,k =1,...,n} e
intercambiando las filas y columnas correspondientes, se lleva a la primera posicion.
Si existe mds de uno, se elige uno cualquiera. Encontramos asi ay; # 0, con ¢(aq;)
menor o iqual que cualquier otro de la matriz.

2. Si ayy divide a todos los elementos de la primera fila, multiplicando por el elemento
adecuado podremos ir haciendo cero todos los elementos de la primera fila y entonces
vamos al paso 4.

3. 8t 3ay; tal que ayy no divide a ay;. Entonces haciendo ai; = a11q+1 con ¢(r) < ¢(a1)
podemos hacer el siguiente cambio: F; — qFy y Cy <+ Cj, encontrando un elemento
r con ¢(r) menor que todos los A. Una vez llevado al principio, volvemos al paso 2.
Al obtenerse cada vez un elemento con norma menor estricta, y ser este conjunto de
enteros positivos, acotado inferiormente, el algoritmo acaba, obteniendo un a1 en las
condiciones para aplicar el paso 2.

4. Si ay; divide a todos los elementos de la primera columna, multiplicando por el ele-
mento adecuado podremos ir haciendo cero todos los elementos de la primera columna
y entonces vamos al paso 6.
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5. St Jaji tal que ai;y no dwide a aji. Se actia como en el Paso 3, pero esta vez por
columnas. Una vez que ayy divide a los elementos de la primera columna, aplicamos
el paso 4.
Llegamos a

CLH‘O ... 0
0

b= : D
0
6. Si ayy divide a cualquier entrada de D*, repetimos el algoritmo con D*.
7. En otro caso, 3d;; con ay no dividiendo a d;;. Hacemos Fy + F; y vamos en el Paso
3. Como se argumentd antes, se van obteniendo elementos con norma euclidea cada
vez mds pequena, lo que nos asegqura que el algoritmo acaba en un niumero finito de

pasos.
—4 -6 T
EJEMPLO 96. Forma reducida de A = 2 2 4 | eMsZ).
6 6 15
—4 —6 7|1 00 2 2 40010
2 2 41010 —4 —6 71|10 0
(A[d)_6615001F1_<_>1>v2 6 6 150 0 1 |miep
Id “ 11 0 0 1 0 0 3k
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1
2 2 410 1 0 2 0 010 1 0
0 -2 15|1 2 0 0 -2 151 2 0
00 30 =31 |aao 0 0 3|0 -3 1
T 0 0 B e ST [ e
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1

Ahora, 2 no divide a todas las entradas de ( —2 15 ) ya que 2 no divide a 3 = (33 Por

tanto sumaremos la fila que tiene dicho nimero a la primera.

2 0 310 =2 1 2 0 1 10 -2 1
0 -2 151 2 O 0 -2 151 2 0
ks ? _01 _32 0 =3 1 como 2 no divide a 3 =" (1) _01 _33 0 =3 1
0 1 0 0 1 0
0 O 1 0 0 1
1 0 2/0 -2 1 1 0 2 |0 —2 1
15 =2 0|1 2 0 0 -2 =301 32 -15
C1++Cs5 3 0 010 =3 1 | m-15m 0 0O -61]0 3 =2 C5—2C,
| =3 11 B3R | T30 1 ] —
0 1 0 0 1 0
1 0 0 1 0 0
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1 0 0 |0 -2 1 1 0 0O |0 =2 1
0 -2 -30|1 32 -15 0 2 -30|1 32 -—15
O 0 -61]0 3 =2 702_;7>F3 0 0 6 [0 -3 2 Cs+15C,
-3 -1 7 -3 1 7
0 1 0 0 -1 0
1 0 =2 1 0 =2
1 0 0O |0 —2 1
0 2 0 |1 32 -—15
0 O 6 |0 -3 2 B D, ‘Q
-3 1 22 N ( -1 ‘ )
0 -1 -15
1 0 =2
Por tanto:
0o -2 1 —4 -6 7 -3 1 22 1 00
QAP =11 32 -15 2 2 4 0 —1 =15 | =D3=10 2 0
0 -3 2 6 6 15 1 0 =2 0 0 6

Lo recogemos todo en la siguiente proposicion.

PROPOSICION 97. Sea A una matriz con s filas y t columnas y con entradas enteras.
Entonces A es equivalente a una matriz de la forma

d 0 ... 00 ... 0
0 do ... 00 ... 0
0O 0 ... d 0 ... 0
0 0 0 0 ... 0
o 0 ... 00 ... 0

donde r < min{s,t} {di,...,d.} C N\ {0} yd; divide a d;y, para todo i.

Los elementos d, ..., d, se llaman factores invariantes de A. Y a la matriz anterior se le
denomina forma normal de Smith.

DEFINICION 98. Un k-menor de una matriz A es el determinante de una submatriz de
A de orden k. Denotamos Dy(A) al mdzimo comin divisor de todos los k-menores de A.

PROPOSICION 99. Dada A una matriz de entradas enteras se tiene que:
1. Dy(E;;A) = Di(A) = Dy(AE;;).
2. Dp(Ei(—1)A) = Dy(A) = D(AE;(—-1)).
3. Dy(E;j(2)A) = Dp(A) = Dp(AE;(2)).
donde las matrices E son las matrices elementales que se definen en el ambiente de espacios
vectoriales.

La demostracién es inmediata. Como consecuencia, si A y B son equivalentes entonces

Dy(A) = Dy(B) para todo k.
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PROPOSICION 100. Sean A y B dos matrices con entradas enteras. Entonces A es equi-
valente a B si, y solo si, las dos matrices tienen los mismos factores invariantes.

DEMOSTRACION. Supongamos que {dy,...,d.}y {d},...,d.} son los factores invariantes
de Ay B, respectivamente y sean H y H’ las formas normales de Smith de A y B, entonces
Dy(H) =dy---dp y Dp(H') = d}---dj, y como Ay B son equivalentes, Dy(H) = D(H’)
para todo k, se tiene que d; = d; y también r = s. El reciproco es inmediato. O

Vamos, ahora, a recuperar las matrices P y (), con el objetivo de encontrar unas ecuaciones
cartesianas que definan el Z-mdédulo M. Recuérdese que estas matrices recogen los cambios
que se le hacen a A, por filas en () y por columnas en P.

TEOREMA 101. Sea M un subgrupo de Z™ de rango r. Entonces podemos encontrar una
base {fi,. .., fry- s fu} de Z™ y {dy,...,d.} € N\ {0}, con d; dividiendo a d;1 para todo i,
tales que {dy f1,...,d,.f,} es una base de M.

DEMOSTRACION. Consideramos {(Z11, ..., %1n), (Ta1, - - T2n)s - o, (X1, . - ., Tp) } una ba-
se de M, y S la forma normal de Smith de la matriz A, cuya filas son los elementos de la
base de M. Como ambas matrices son equivalentes sabemos que existen P y @) invertibles
tales que QAP~™! = S, de donde QA = SP. Como S solo tiene las r primeras filas no
nulas, el producto SP tendra las ultimas n — r filas nulas. Es decir, la matriz QA tiene
solo r filas no nulas, que nos daran una base del subgrupo M. Y si las columnas de P son
B=A{fi=(fit,--  fin), s Jn=(fu1,---, fan)}, entonces esos primeros elementos de QA
son {dy f1,...,d,f,} que forman una base para M. O

Volvamos ahora a la igualdad QAP~! = S, y razonemos como en el caso de los espacios
vectoriales (véase la Proposicién 31). Tendremos que las n — r tltimas columnas de P! nos
dan unas ecuaciones homogéneas de M. Pero ademas, también se tiene que al multiplicar las
r primeras filas de QA por las r primeras columnas de P!, se obtienen los factores inva-
riantes dy, .. .d,. Es decir, una fila cualquiera de las r primeras de QA cumple las siguientes
condiciones:

puzi+ -+ pur, = 0 médd; )
P11+ -+ P, = 0 mod d,
Pir+1)T1 + - +pn(r+1)xn =0
p1n$1++pnnxn - O )
donde (p11,...,Pn1)s -+ (Pins - -+, Pun) son las columnas de la matriz P,

Se obtendrian, asi, unas ecuaciones cartesianas de M. Veremos, en el siguiente capitulo,
que la parte en congruencias y la parte homogénea responden a los submodulos de torsion
y libre de torsion de M, respectivamente. Pero estos resultados tendran, ademas, otras con-
secuencias en el ambiente de monoides. Es por esta razéon que lo ubicamos en el siguiente
capitulo.



Monoides y semigrupos

DEFINICION 102. Un semigrupo es un par (S, +), donde S es un conjunto no vacio y +
es una operacion binaria y cumpliendo la propiedad asociativa, es decir, a+(b+c) = (a+b)+c
para todo a,b,c € S.

Si, ademas, existe elemento neutro, que denotaremos por 0, cumpliendo a+0=0+a = a
para todo a € S, se dird que S es un monoide.

St la operacion binaria de un monoide es conmutativa, se dird que el monoide es conmu-
tativo.

EJeEmpLO 103. (N, +), (Z,+), (Q,+), son monoides conmutativos. También lo son (Z, )
y (Q,-), donde aqui el elemento neutro es el 1.

Sin embargo, (N, —) no es un monoide porque la sustracciéon no es ley de composicién
interna en N. (N, %) donde * estd definido como a x b = max{a,b} es un monoide.

DEFINICION 104. Un submomnoide de un monoide S es un conjunto H C S tal que
0 € H y para cualquier a,b € H el elemento a +b € H.

NoTA 105. Un submonoide de un monoide es en si mismo un monoide, y la interseccién
de una familia de submonoides de un monoide S es un submonoide de S.

9. Sistemas de generadores y morfismos

DEFINICION 106. Sea A un subconjunto de un monoide S, el monoide generado por
A, denotado por (A), es el menor submonoide de S que contiene a A. Viene dado por

(A) = {Zﬁ% |neN,r, e Nz EA}.

=1

DEFINICION 107. Cuando existe un subconjunto finito A de S tal que S = (A) se dice
que el monoide (S,+) es finitamente generado por A.

EJjempLO 108. (N, +) estd generado por {1} y por consiguiente es un monoide finitamente
generado. El monoide (Z,+) estd generado por el subconjunto {—1,1}. El monoide (N*,-)
no es finitamente generado. El monoide (N*, -) estd generado por el subconjunto formado por

{1} U {p € N* | p primo}.
DEFINICION 109. Decimos que S estd minimalmente generado por A si (A) =S y
no existe un subconjunto propio de A que genere a S.

DEFINICION 110. Una aplicacion f: S — S’ entre dos monoides es un morfismo de
monoides si

1. f(0) =0

29
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2. fla+0b) = f(a) + f(b) para todo a,b € S.

Obsérvese que si n € N entonces y f: S — S’ un morfismo de monoides con S C N*
y S" C N entonces f(ns) = f(s+---+5) = f(s) +---+ f(s) = nf(s).

DEFINICION 111. Sea f: S — S un morfismo de monoides, se definen su nicleo y su
imagen como

Ker(f) = {(a,;b) € S x 5| f(a) = f(b)}
Im(f) ={f(a)|a€ S}

Obsérvese que Ker(f) no es un subconjunto de S. Sin embargo, si que se puede utilizar
para decir que: el morfismo de monoides f es inyectivo si y sélo si Ker(f) = {(z,z) € Sx S|
r e S}

Con esta definicion de ntcleo se tienen las propiedades necesarias para construir un mo-
noide cociente. A saber una relacion de equivalencia que respeta la suma.

DEFINICION 112. Una congruencia o para un monoide S es una relacion de equivalencia
en S que respeta la suma de S.

EJEMPLO 113. Sea f: S — S’ un morfismo de monoides, entonces Ker(f) es una con-
gruencia en S. Ya que es:

1. Reflexiva: (z,z) € Ker(f) para todo z € S.

2. Simétrica: Si (z,y) € Ker(f) entonces (y, z) € Ker(f).

3. Transitiva: Si (z,y) € Ker(f) e (y, 2) € Ker(f) entonces (z, z) € Ker(f).

4. Respeta la suma: Si (z,y) € Ker(f) v s € S entonce (x + s,y + s) € Ker(f).

Con la nociéon de congruencia, podemos contar, en el ambiente de monoides, con la he-
rramienta del cociente.

DEFINICION 114. Si S es un monoide y o una congruencia, podemos definir [a], = {b €
S | (a,b) € o}. Y asi obtener, en el conjunto cociente S/o, una estructura de monoide
mediante [al, + [b], = [a + b],. Denotaremos S/o al monoide cociente.

Si no hay peligro de confusién escribiremos [s] en lugar de [s],.

TEOREMA 115. Sea f: S — S" un morfismo de monoides. Entonces existe un isomorfismo
de monoides

. 7+ S/Ker(f) = ().
dado por f([a]) = f(a).

La demostracion es andloga al caso de médulos (véase el Teorema 72).
Como consecuencia de este teorema tenemos el siguiente resultado.

TEOREMA 116. Sea S un monoide generado por {si,...,s,} entonces existe una con-
gruencia o en N" tal que S es isomorfo a N"/o.

DEMOSTRACION. Basta considerar el morfismo de monoides sobreyectivo:
(1) fiN"—= S

dado por f(ai,...,a,) = a181 + -+ + a,s,, y usando el teorema anterior N"/Ker(f) es
isomorfo a S. O
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10. Monoides cancelativos

Por tanto el estudio de los monoides se puede realizar desde el estudio de congruen-
cias y, aunque parece algo mas artificial, hay, sin embargo, un detalle importante que nos
permitira utilizar gran parte de lo que hemos estudiado hasta ahora. Demos algunos pasos
explorando este camino.

DEFINICION 117. Dada una congruencia o en N, podemos definir:
M,={a—-beZ"| (a,b) € o}
PROPOSICION 118. M, es un subgrupo de Z™.

DEMOSTRACION. La propiedad reflexiva de o nos asegura la existencia del elemento
neutro en M,. La propiedad simétrica de o nos permite contar en M, con el opuesto de
cada elemento de M,. Y como o respeta la suma podemos hacer la siguiente cuenta:

(a,b) eoc = (a+c,b+c)€oa,
(c,dyeo = (c+bd+b)eo.

Ahora, por la transitividad de o, tenemos que (a+c, b+d) € o. Con lo que M, es un subgrupo
de Z™. 0J

La construccion reciproca también se puede llevar a cabo, pero con alguna restriccion.
Cuando lo tengamos, podremos aplicar todo lo que sabemos sobre subgrupos de Z™ para el
estudio de los monoides finitamente generados, que son todos isomorfos a N"/o.

DEFINICION 119. Dado M subgrupo de Z™ definimos
~y={(a,b) e N* xN" |a—be M}.
PROPOSICION 120. ~,; es una congruencia.

DEMOSTRACION. Como antes, la existencia del cero en M nos permite obtener la pro-
piedad reflexiva para ~,;, mientras que la existencia de opuesto de un elemento en M, nos
da la propiedad simétrica para ~; . Para la propiedad transitiva si (a,b) €~y y (b,¢) E~py
entonces a —b,b—c € M con lo que a —b+b—c = a—c & M nos asegura la transitividad. Y
por dltimo, para comprobar que respeta la suma, es claro que si (a,b) €~y y © € N™ entonces
a—0be My por tanto también a +x — (b+ ) € M y por tanto (a +z,b+x) €~y . O

Obsérvese que si (a+z,b+x) € o, entonces a+x — (b+x) € M, y por tanto a —b € M,
y tenemos que (a,b) €~y . Luego, si partimos de o y construimos ~, , pueden aparecer
nuevos elementos; salvo que se exija a ¢ alguna condicion adicional.

DEFINICION 121. Un monoide se dice cancelativo si para cualesquiera a,b,c € S, con
a+c=b+ c se tiene que a = b.

PROPOSICION 122. Si N™ /o es cancelativo entonces o =~y .

A partir de ahora, salvo mencién contraria, supondremos que todos los monoides son
cancelativos.
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PROPOSICION 123. Sea M un subgrupo de Z™ tal que (x1,...,x,) € M si y solo si

a1+t anpT, = 0 méd dl,
121+ + apr, = 0 mod d,,
A(r4+1)171 + -+ A(r41)nTn = 07
A(r4k)1T1 +--+ A(r4-kynLn = 0.

Entonces N"/ ~y; es isomorfo a un submonoide de Zg, X --- X Zq, X ZF generado por:
{([a’ll]dla cee [ar‘l]dra a’(T‘+1)17 CIEI aa’(T+k)1>7 CES ([aln]d17 cee [arn]dra a(r+1)na o 7a(7'+k)n)}

DEMOSTRACION. Basta trasladar la demostracién que se hizo sobre espacios vectoriales
(Lema 38), que nos aseguraba que las imagenes por una aplicacién lineal f, de un sistema de
generadores, eran un sistema de generadores de la imagen Im(f). Tenemos que {ey,...,e,}
es un sistema de generadores de N" y la aplicacién f: N* — Zg, X --- X Zg, x Z¥ dada por:

f(ei) = ([Clli]dl, cee [ari]dm Q(r+1)iy - - - >a(r+k)i)
O

DEFINICION 124. Un monoide S se dice libre de torsidén si para cualesquiera a,b € S
y para cualquier k € N\ {0}, se tiene que ka = kb implica que a = b.

PROPOSICION 125. Sea M un subgrupo de Z". Entonces son equivalentes:

1. M es homogéneo. Es decir, en las ecuaciones de la Proposicion 123, no aparece nin-
gquna congruencia.

2. El monoide cancelativo N/ ~y; es isomorfo a un submonoide de Z* para algin k € N.

3. El monoide cancelativo N"/ ~y; es libre de torsion.

DEMOSTRACION. Haremos la demostracién de 3. = 1, las otras son inmediatas. Para
ello, probaremos que los factores invariantes (que dan las congruencias) son todos igua-
les a 1. Sean dy,...,d, los factores invariantes, por el Teorema 101, sabemos que exis-
te una base {fi,..., fr,..., fn} base de Z", tal que {difi,...,d,f,} son una base de M.
Sidy > 1y fi = (a1,...,a,), definimos: f;f = (méx{a;,0},... , méx{a,,0}) vy f; =
(max{—ay,0}, ..., méx{—a,,0}) (esto no es mas que separar los elementos positivos y ne-
gativos de fi, tomando estos tltimos con signo positivo). Ahora bien f;", f{ € N", y como
difi € My dy > 0 tenemos que fy = fi — fi ¢ M, y por tanto [fi]wy, # [fi]y,. Sin
embargo, como dyf; € M, tenemos que di[f{ ]~,, = di[fi]~,, Pero esto no es posible si
N/~ es libre de torsion. O

La conclusién de los siguientes resultados sera que la parte de torsion, en el caso cancela-
tivo, sera un subgrupo dentro del monoide. Por tanto esta parte se estudiara con las técnicas
de Z-modulos.

PROPOSICION 126. Sea S un monoide finito. Entonces S es un grupo, si y solo si es
cancelativo.

DEMOSTRACION. Todo grupo es cancelativo. Veamos por tanto la otra implicacién. Sea
s € S\ {0}, como S es finito, también lo es {ns | n € N}, por tanto existen m,n € N con
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m < n, tales que ms = ns y como ms = ns = (n—m)s+ms al ser S cancelativo tenemos que
(n—m)s =0 con n —m > 1. Por tanto, tenemos que (n —m —1)s+s=0yn—m—12> 0,
y asi, s tiene un elemento opuesto, con lo que llegamos a que S es un grupo. 0

Podemos hacer una proposicion similar al caso libre de torsion. En este caso diria lo
siguiente:

PROPOSICION 127. Sea M un subgrupo de Z™. Entonces son equivalentes.

1. El monoide cancelativo N"/ ~ s es finito.
2. El monoide cancelativo N"/ ~y; es isomorfo a Zg, X -+ X Za,.
3. Las ecuaciones que definen a M son todas congruencias.

La segunda afirmacién es la que adelantabamos antes. La parte de torsién de un monoide,
es un grupo finito. Asi pues, nos centraremos en estudiar los monoides libres de torsion.
Hay monoides, no cancelativos, finitos que no son grupos.

EJEMPLO 128. Consideremos el conjunto {0,3,6,9,12,15,18} con tabla de suma:

+13 6 9 12 15 18
316 9 12 15 18 9
6 19 12 15 18 9 12
9112 15 18 9 12 15
1215 18 9 12 15 18
15718 9 12 15 18 9
1819 12 15 18 9 12

Puede comprobarse que es un monoide, pero claramente no es cancelativo. Este monoide es
isomorfo al cociente de 3N /o, donde o es la congruencia generada por (21,9).

Vamos a ver ahora, varios ejemplos sobre los resultados anteriores, para motivar el estudio
de los sistemas de generadores en un tipo particular de monoides.

EjempLO 129. Consideramos M el subgrupo dado por M = G({(2,0,0),(0,1,—1)}).
Calculemos los factores invariantes y un sistema de generadores de N3/ ~ .

20 010 01 —-1|/0 1 1 0 —-1]0 1
01 —-1]0 1 20 0|10 02 01|10
10 0 el T 0 a0 1 0 Gzl
01 0 01 0 1 0 0
00 1 00 1 00 1

1 0 0]0 1

0 2010 D |Q

o |- (e

1 01

0 0 1

Por tanto:

0[1 0
01\ (20 0 ([t 100
-1 _ — —
QAP _(1 o>(02—1> Lot _D_(ozo)'
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Ahora, usando la Proposicién 123, tenemos que N®/ ~ s es isomorfo al submonoide de Zy x
Z generado por {([1]2,0), ([0]2,1), ([0]2,1)}. Claramente un sistema minimal de generadores

es: {([12,0), ([0]2, 1)}

EJeEMpPLO 130. Consideremos ahora M = G({(4,1,-3),(1,—2,1)}). Si calculamos sus
factores invariantes y sus matrices P y (), tenemos:
0
0 )

1 =215
QAP—lz((l) 14)(‘1l 12 _13> 0 —3|7 :D:<
B N 0 —41|9
Con lo que M esta definido por una sola ecuacién bx + Ty + 92 = 0 y un sistema de ge-
neradores del submonoide de Z isomorfo a N®/ ~; estd dado por {5,7,9}. Obsérvese que
este submonoide esta contenido en N y que ninguno de los tres generadores es superfluo. Es
decir, dentro de N hay un submonoide con un sistema minimal de generadores formado por
tres elementos. La idea de dimension empieza a fallar cuando un submonoide tiene “mayor
dimensién” que el monoide en el que esta incluido. De ahi que hablemos de sistema minimal
de generadores en vez de bases.
Obsérvese también, que el hecho de que todos los coeficientes de las ecuaciones de M sean
positivos, nos permite encontrar submonoides de N*.

0
1

O =

Veamos un tltimo ejemplo para motivar, algo més, el caso de monoides dentro de N* para
un cierto k.

EJjempLO 131. Consideremos esta vez el subgrupo M = G{(1,-2,2,-1),(=3,1,1,1)} C
Z*. Tenemos como factores invariantes y matrices Py Q:

1 0|1 1

1 0 1 -2 2 -1 0 —1|1 =2 1000
-1 _ _D_
QAP _<31)(—3 1 1 1) 0O 0|1 O _D_(0100)'
0 2|1 5
Por tanto, las ecuaciones de M son dos y vienen dadas por:
Ty + 2o+ T3 +2x4 = O,
r1— 2x9 + 524 = 0.
Asi pues, M es homogéneo y el monoide S = N*/ ~,; es libre de torsién isomorfo a

un submonoide de Z2?. Ademds, un sistema de generadores de dicho monoide podria ser:
{(1,1),(1,-2),(1,0),(1,5)}. Ahora mismo, no podemos asegurar S sea isomorfo a un sub-
monoide de N2 pues (1, —2) no estd en N?. Sin embargo, si seré posible hacerlo.

Para conseguirlo, podemos aprovechar el hecho de tener una ecuaciéon con todas las en-
tradas positivas para, multiplicandola por 2 y suméndola a la otra, obtener un nuevo sistema
de ecuaciones para M:

T1+2Tog+2Tzg+2x4 = O,
3271 + 2I3 + 7I4 = 0.

Y ahora, se tendria el sistema de generadores {(1,3), (1,0), (1,2),(1,7)}, que nos asegura que
S si es isomorfo a un submonoide de N2
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Asi pues, parece que teniendo un sistema homogéneo con, al menos, una ecuacién con
todos los coeficientes positivos, podremos deducir que, el submonoide asociado N"/ ~ . es
isomorfo a un submonoide de N* para un cierto k.

DEFINICION 132. Un monoide S se dice reducido si el iinico elemento que tiene opuesto
es el cero.

Con esta condicién, enunciaremos el teorema de Grillet, cuya demostracion requiere al-
gunos otros resultados y que puede verse en [4].

TEOREMA 133 (Teorema de Grillet). Sea S un monoide finitamente generado. S es can-
celativo, libre de torsion y reducido si y sélo si es isomorfo a un submonoide de N¥, para
algun entero positivo k.

Al ser cancelativo, S es de la forma N/ ~,; y al ser libre de torsiéon M es homogéneo. La
hipétesis de reduccion nos servirda para demostrar la existencia de un elemento fuertemente
positivo (con todas las coordenadas positivas), que serdn los coeficientes de una ecuacién de
M.

Como se observa por todo lo dicho hasta ahora, el estudio de los monoides cancelativos,
se puede hacer desde el punto de vista de los subgrupos M de N"| que basicamente pasa por
estudiar los coeficientes de un sistema de ecuaciones. Dicho mas correctamente, del estudio de
presentaciones (generadores y relatores) o, equivalentemente, de congruencias en N™. Nosotros
no vamos a seguir ese camino y vamos a estudiar los sistemas de generadores para los monoides
que sean isomorfos a submonoides de N. En la literatura estos monoides reciben el nombre
de semigrupos afines.

11. Sistemas minimales de generadores en semigrupos afines

Vamos, pues, a centrar el estudio de sistemas minimales de generadores a monoides can-
celativos dentro de N”, es decir, los semigrupos afines; y dentro de esta clase, nos vamos a
fijar en dos tipos. Por un lado, aquellos que se obtienen considerando los elementos positivos
de subgrupos de Z", son los llamados semigrupos afines completos. Por ejemplo, el conjunto
de soluciones enteras no negativas de sistemas homogéneos de ecuaciones lineales diofanticas,
(diofantica significa con coeficientes enteros). Y, por otro lado, los semigrupos numéricos, que
son aquellos semigrupos afines de N. En ambos casos tendremos condiciones adicionales para
poder especificar un sistema minimal de generadores.

DEFINICION 134. Un semigrupo afin S C N™ se dice completo si existe un subgrupo M
de 7" tal que S = M NN".

Nota 135.

1. Como G(S) es el menor subgrupo que contiene a S, se tiene que S = G(S) N N™.
Por tanto, se puede tomar esta ultima propiedad como una caracterizacion de estos
semigrupos completos.

2. Sea S = {z € N" | Az = 0}, es claro que S es un monoide incluido en N". Ademés,
siz,y € S conx—y e N entonces z —y € S. Por tanto S es un semigrupo afin
completo.
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En el Ejemplo 130, pudimos ver como un submonoide de N esta generado minimalmente
por 3 elementos. Diremos que S = (5,7,9). Este semigrupo afin no es completo ya que

2=T7-5€G(S)NNy2¢(57,9).

DEFINICION 136. Un semigrupo numérico es un submonoide de N con complemento
finito.

PROPOSICION 137. El tinico semigrupo numérico completo es N.

DEMOSTRACION. Es claro por la Proposicién 63, que los subgrupos de Z son de la forma
g7 para algin g € Z. Por tanto, si S es completo S = gN = (g), pero estos conjuntos no
tienen complemento finito salvo cuando g = 1. 0

Probaremos que, para estas dos clases de monoides, los sistemas minimales de generadores
son unicos.
Veamos alguna idea mas del semigrupo numérico.

EJEMPLO 138. El monoide S = (5,7,9) esta formado por los siguientes elementos:
{0,5,7,9,10,12, 14,15, —}.
Donde — significa que a partir de este nimero estan todos los elementos de N.
En cuanto al otro tipo de monoides, consideramos el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 139. Sea el sistema:

I1—2ZL’2—|—JI3+3I4 =0
—2$1—I2—I3+21’4 = 0 ’

En Z* cualquier solucién es de la forma a(—3,1,5,0)+b(4,0, —6, 1) con a,b € Z. Sin embargo,
si trabajamos en N* las soluciones son de la forma a(0, 4, 2,3)+b(1,5,1,4) +¢(2,6,0,5), como
podiamos intuir, el cardinal del sistema minimal de generadores no depende del ntimero de
ecuaciones como sucede en R o en Z.

NotTa 140. Obsérvese que, ahora, estamos estudiando las soluciones “no negativas” de
sistema de ecuaciones con coeficientes enteros. Mientras que en los desarrollos anteriores, lo
que se buscaba era que los coeficientes de las ecuaciones que definen a M, fuesen positivos
para encontrar, mediante el cociente N/ ~ ), sistemas de generadores de ciertos submonoides
de N*¥. Ahora estudiamos soluciones de sistemas lineales homogéneos con coeficientes enteros,
pero los coeficientes no tienen por qué ser positivos.

11.1. Semigrupos afines. Para proseguir el estudio de los sistemas de generadores en
semigrupos afines, vamos a considerar las siguientes definiciones.

DEFINICION 141. Sean x = (x1,...,2,) ey = (y1,...,yn) € N se dice que x < y si
x; < y;. Claramente este orden es un orden parcial, salvo para n =1 que es un orden total.
Se notard < si en alguna coordenada la desigualdad es estricta.

DEFINICION 142. Sea X un subconjunto de N y sea x € X. Se dice que x es minimal
en X si no existe otro elemento ' € X, tal que 2’ < x.
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El siguiente teorema nos asegura que el conjunto de los minimales de un subconjunto de
N" es finito. Es un primer paso a la hora de calcular un sistema minimal de generadores para
estos semigrupos afines.

TEOREMA 143 (Lema de Dickson). Sea X C N" no vacio. Entonces M = Minimales(X)
tiene un numero finito de elementos.

DEMOSTRACION. La demostracién de este resultado se hace por induccién, siendo el
caso n = 1 inmediato, ya que en este caso s6lo hay un elemento minimo. Supongamos cierto
para n — 1 y comprobémoslo para n. Sea m = (ay,...,a,) € M y, para aplicar induccién,
consideramos los siguientes conjuntos: para cada 1 < ¢ < ny paracada0 < j < a; denotamos:

MU:{(.I‘l,,ZEn)EM|ZEZ:]}y
Bij == {(a’:la s 7'1771—1) € Nn—l | (xlv e i1, 05 LGy - - ,an_l) S sz}

Es claro que Minimales(M) = M y también Minimales(B;;) = B;;, que por hipdtesis de
induccién son finitos y por tanto también lo son los M;;, y su unién |J M,;. Probemos que
M C | M;;. Tomemos un elemento = = (x,...,x,) € M, si existe alguna coordenada de m
menor que la correspondiente de z, pongamos a; < x;, entonces tenemos que z € M;,,, y por
tanto estd en la unién. Si para todas las coordenadas de m se tiene que a; > x;, tendriamos
que m > x pero esto es una contradiccién ya que m era minimal. 0

A continuacién daremos una serie de resultados de facil comprobacion.
COROLARIO 144. Sea x € N"| entonces el conjunto A ={y € N" | y < x} es finito.
COROLARIO 145. Toda cadena ordenada descendente de elementos de N" es finita.

COROLARIO 146. Sea X un subconjunto no vacio de N* y sea M = Minimales(X).
Entonces para cada x € X existe m € M con m < x.

Vamos a ver que el conjunto de elementos minimales son un sistema de generadores para
los semigrupos afines completos, entre los que estan los conjuntos de soluciones no negativas
de sistemas homogéneos de ecuaciones diofanticas.

PROPOSICION 147. Sea S un semigrupo afin completo, y consideremos M = {xq,...,x,}
el conjunto de elementos minimales, entonces S = (xy,...,Ty).

DEMOSTRACION. Sea s € S\ {0}, entonces por el corolario anterior existe z;, € M tal
que z;, < s. Consideramos ahora s — z;, € G(S) NN" = S y repetimos: si s —z;, € M
paramos, si no, existe x;, € M con z;, < s — x;,, por el Corolario 145, esta cadena termina
y al final tendremos que x;, = s — 22;11 74, Con lo que s = 2321 Ty, O

Ademas, este conjunto seria minimal, ya que si algun elemento de M, digamos z, se
pudiese escribir como z; = asxs + - - - + a,x, con algin a; > 0 se tendria que xy — a;x; > 0
con lo que xy > a;x; pero esto es imposible pues x; es minimal y distinto de x;.

Esta idea de ir restando elementos del semigrupo para encontrar los elementos minimales,
se puede extender a semigrupos afines, incluso de dimensién infinita.

Sistemas de generadores en semigrupos afines completos
Vamos a centrarnos en el calculo efectivo de dicho conjunto que es un sistema minimal
de generadores. Lo haremos dando un par de algoritmos interesantes en su filosofia.



38 MONOIDES Y SEMIGRUPOS

ALGorIiTMO 148 (Fortenbacher). Sea ajzy + -+ + a,z, = 0 una ecuacion diofantica
homogénea. La idea de este algoritmo es comenzar por los elementos de la base canonica
{(1,0,...,0),...,(0,..., 1)} y realizar la siguiente accion:

Si (x1,...,%4) no es ain una solucion de la ecuacion hacemos lo siguiente:

» St aywy + -+ agry < 0 entonces incrementamos en uno el valor de x; si a; > 0.
Apareciendo un elemento nuevo, por cada j que cumpla la condicion.
» St a1z + -+ agxy > 0 entonces incrementamos en uno el valor de x; st a; < 0.

Es claro que si aumentamos en los otros casos que no contempla el algoritmo, obtenemos
valores mas altos que los de partida. Es decir, las condiciones nos marcan unas direcciones
que no debemos seguir.

EJEMPLO 149. Sea la ecuacién diofantica homogénea 2z, + x5 — 3x3 = 0. Y evaluamos
en los tres elementos de la base candénica: En (1,0,0) es positivo (= 2). Por tanto, solo nos
interesa seguir por (1,0, 1) que, al evaluar, nos da negativo (—1). Ahora aparecen dos caminos:
(2,0,1) que sale positivo (= 1) y (1,1,1) que es una solucién. Si continuamos por (2,0, 1),
sélo podemos anadir en la dltima coordenada (2,0, 2), que sale negativo (—2). Aparecen, de
nuevo, dos nuevos caminos: (3,0, 2) que es otra solucién y (2, 1,2) que podemos descartar ya
que es mayor que la solucién (1,1,1) (el objetivo es encontrar las soluciones minimales).

Escribimos de forma mas esquematica y clara los resultados para los otros dos elementos
de la base canonica.

(0,1,0)t4) (0,0,1)C)
| N
(0,1,1)) (1,0,1) (0,1,1)
/ \
(0,2,1)(2)
e
(1,3,1)

El elemento en rojo se descarta por ser mayor que la solucién (1,1, 1), los elementos en azul
se pueden descartar porque ya han sido estudiados antes, y los elementos en verde son las
soluciones.

ALGORITMO 150 (Contejean & Devie). Este algoritmo es una extension del anterior a un
numero arbitrario de ecuaciones. Lo unico que hay que hacer es concretar que entendemos
por una “direccion correcta” a la hora de continuar el algoritmo. Obsérvese que las dos
condictones del algoritmo anterior se pueden resumir en una mediante: tncrementamos
en uno el valor de z; si (ayz1+ -+ + a,xy)(a;) < 0. Asi pues, si Ax =0 es un sistema
homogéneo de ecuaciones lineales diofdnticas, consideramos la siguiente condicion:

Si (x1,...,24) no es todavia solucion, aumentamos en uno el valor de x; si Ax - Aej <0
donde el producto, es el producto escalar usual.
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EJEMPLO 151. Consideremos el sistema de ecuaciones:

—£1+ZE2+21‘3—3I4 = 0
—I1+3$2—21’3—$4 =0 ’

Partimos de {eq, es,€3,e4} v con flechas indicamos los pasos que se pueden dar desde ca-
da solucién, obviamente cada elemento se podra obtener desde varias soluciones anteriores.
Denotaremos Az|x para controlar los elementos (z) y el valor a comparar (Az).

-1 1 2 -3
1 ’(1,0,0,0) 3 ‘(O, 1,0,0) 9 '(0,0, 1,0) 1 ‘(0,0, 0,1)
0 3 -2 1
9 ’(1, 1,0,0) \1(0, 1,1,0) 9 (0,1,0,1) _3 ‘(0,0, 1,1)
-1 2 \ _3 \
1 ‘(2,1,0,0) 0 (1,1,1,0) 1 (1,1,0,1) (0,1,1,1)
1 \ ........ \ ...........
1 ‘(2,1,1,0) (1,1,1,1)
. \ .......................
1 ‘(3,2,1,0) (2,2,1,1)
(4,2,1,0) (21,1,1)

Obteniéndose que las soluciones minimales del sistema son (0,1,1,1) vy (4,2,1,0). Hemos
recuadrado las soluciones, y aquellas cuaternas que son comparables con alguna solucion ya
encontrada.

Para més detalles puede consultarse [2].

Sistemas minimales de generadores en semigrupos numéricos

En esta ltima seccién, vamos a estudiar un tipo particular de monoides, entre los que
se encuentra el del Ejemplo 130. Y vamos a dar una manera préactica para encontrar dicho
sistema minimal de generadores, que ya sabemos que existe, a partir del Lema de Dickson y
los resultados posteriores.

Recordemos que un semigrupo numérico S era un submonoide de N cuyo complemento
es finito.

LEMA 152. Sea A un subconjunto no vacio de N. Entonces (A) es un semigrupo numérico
si y solo si ged(A) = 1.
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DEMOSTRACION. Sea d = gcd(A.) Entonces d divide a todos los elementos de (A), y
si es un semigrupo numérico, entonces el complemento es finito, por tanto deben existir
z,x+ 1 € (A). Pero si d divide a x y a  + 1 es porque d = 1.

Si ged(A) = 1 entonces existen ay, ...,a, € Ayx;...,x, € Ztales que zya;+. . .+x,a, =
1, podemos suponer que todos los coeficientes positivos estan al principio, y que son los ¢
primeros, entonces tenemos que r1ny + ...+ x;0;, = 1 — ;010,01 — ... — Tpay,, tenemos que

s = —(zi1ai41 + ... +F 2pa,) € (A) y que s+ 1 = a0y + ... + x50, € (A). Veamos ahora
que sin > (s —1)s+ (s — 1) entonces n € (A). Consideremos n =rs+qg con 0 < r < s o,
equivalentemente, r < s — 1. Como ¢gs +r =n > (s1)s + (s — 1) tenemos que ¢ > s — 1> r
y por tanton = (rs+7)+ (¢ —7r)s=r(s+ 1)+ (¢ —r)s y por tanto n € (A). O

Obsérvese que si H es un monoide en N con d = ged(H) entonces podemos considerar
H/d={m/d|m € H} y tenemos que H y H/d son isomorfos. Por tanto, todo monoide no
trivial de N es isomorfo a un semigrupo numeérico.

Vamos a dar un primer resultado que nos indica el camino a seguir a la hora de buscar
un sistema de generadores para los semigrupos numéricos.

LEMA 153. Sea S un submonoide de N™. Entonces S\ (S* + S*) es un sistema de gene-
radores de S y ademds cualquier otro lo contiene. Denotamos S* = S\ {0}.

DEMOSTRACION. El conjunto S\ (S* 4+ 5*) es el conjunto de elementos de S que no se
pueden poner como suma de dos elementos no nulos de S. Asf pues, si s ¢ S\ (S* + 5%),
es porque existen x,y € S\ {0} tal que s = = + y y por tanto z,y < s. Si repetimos el
proceso con cada sumando obtendremos en un niimero finito de pasos que s = s1 + -+ + s,
con s; € S\ (S* 4 5%), lo que prueba que este conjunto es un sistema de generadores.

Mientras que, si A es otro sistema de generadores y tomamos x € S\ (S* + S*), tenemos
que = rya; + -+ + ray, con a; € Ay r; € N, pero como x € S\ (S* + 5*), se tiene que
r=a; para algin ¢t =1, ..., t. O

En particular, para todo semigrupo numérico S, existe un unico sistema minimal de
generadores, a saber S\ (S* + S*). El objetivo ahora es probar que siempre serd finito.

Para ello, vamos a introducir un concepto que es muy 1util en el ambiente de los semigrupos
numéricos sobretodo en la parte computacional. Los conjuntos de Apéry.

DEFINICION 154. Dado S un semigrupo numérico y n € S definimos el conjunto de
Apéry den en S como:

Ap(S,n)={seS|s—n¢S}.
LEMA 155. Ap(S,n) = {0 = w(0),w(1),...,w(n — 1)} donde w(i) = min{s € S| s =1
méd n}.
DEMOSTRACION. Basta considerar cualquier elemento s € Sy escribirlo como s = gn-+r,
y entonces tomar j = méx{i € N | s —in € S}, dicho s — jn = w(r), como N\ S es finito, se
pueden encontrar n elementos seguidos a los que aplicar el razonamiento anterior, obteniendo
asi todos los elementos de Ap(S,n). O

EJEMPLO 156. Sea S = (5,7,9). Vimos que S = {0,5,7,9,10,12,14, —}. De aqui, es fécil
calcular Ap(s,5) = {0,7,9,16,18}. Para ello podemos tomar los 5 elementos que hay tras el

14 que son los 5 primeros consecutivos en S, {14, 15,16, 17,18}, y a partir de ellos calculamos
el mayor a tal que 14 —a x5 € S, obteniendo el 9, y haciéndolo para todos se tiene que :
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14 — | 14-5=9
15 — | 15-3*5=0
16 — 16

17 — | 17-2%5="7
18 — 18

La aplicacién inmediata es que si S es un semigrupo numérico y n = min{s € S | s # 0},
entonces S \ S* + S* C Ap(S,n)* U {n}. También es claro que la igualdad no siempre se da
como sucede en el ejemplo anterior.

COROLARIO 157. Dado S un semigrupo numérico, el conjunto S\ S* + S* es un sistema
minimal de generadores y su cardinal es menor o igual que min{s € S | s # 0}.

DEFINICION 158. Sea S = (a1, ..., a,) y supongamos el conjunto ordenado {a; < ag--- <
a,} es su sistema minimal de generadores entonces a ay se le denomina multiplicidad de
S y se denota por m(S) y a n se le dice dimension de inmersion de S y la notaremos

e(S).

Por los resultados anteriores es claro que e(S) < m(S). Cuando se da la igualdad se dice
que S es un semigrupo con maxima dimensién de embebimiento o MED (maximal embedding
dimension).

EJempLO 159. Dado n € N el semigrupo {0, m, —} es un MED.

PROPOSICION 160. Sea S un MED, y sea n = e(S) = m(S). Entonces Ap(S,n) es su
sistema minimal de generadores.

DEMOSTRACION. Es una consecuencia inmediata del Corolario 157. L]

Conclusion: como hemos visto en este par de familias de semigrupos afines, los elementos
que forman un sistema minimal de generadores, son aquellos minimales en un cierto sentido,
que se ve mas claramente en el caso de semigrupos numeéricos con la introduccion de los
conjuntos de Apery. Los generadores estardn entre aquellos elementos del semigrupo que
no se puedan escribir como suma de dos elementos del semigrupo no nulos. En el caso de
los semigrupos afines completos, bastaba exigir la minimalidad puesto que esta condicién
de no escribirse como suma de otros dos viene implicita en la naturaleza de esta familia de
semigrupos.

Esta condicién de “no escribirse como suma de otros dos elementos no nulos” puede verse
como una especie de “independencia lineal individual”. Aqui, las soluciones de ecuaciones
homogéneas con coeficientes en N, no tienen cabida. Nunca zia; + -+ + a,z, = 0 con
todos los a; € N y también los x; € N, salvo que todos los x; = 0. Claramente esto no
quiere decir, que cualquier elemento en S tiene una unica escritura como combinacion de los
elementos del sistema minimal de generadores ya que por ejemplo en S = (5,7,9), se tiene
que 14 =2-7=1-5+1-9. Recordemos que este semigrupo era isomorfo a Z3/ ~ M; donde
M era el subgrupo de Z* dado por M = G({(4,1,-3),(1,—2,1)}).
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12. Resultados interesantes
PROPOSICION 161. Sea U un subespacio de V, si dim(U) = dim(V') entonces U = V.

DEMOSTRACION. Es claro que U C V probemos el contrario. Sea By = {u1, ..., u,} una
base de U y sea v € V tal que v ¢ U por el teorema de ampliacién de la base podriamos
anadir v a By y tendriamos un conjunto linealmente independiente de n + 1 vectores en un
espacio de dimensién n lo que es una contradiccion. Por tanto, v € U. O

Obsérvese la importancia de que en el teorema de ampliacién de la base para anadir un
vector, la tinica condicion es que sea linealmente independiente del resto.

COROLARIO 162. Si v es un vector no nulo de un espacio vectorial V, v pertenece a una

base de V.
DEMOSTRACION. Es consecuencia inmediata del teorema de extension de una base. [

COROLARIO 163. En todo sistema de generadores de un espacio vectorial V, existe un
subconjunto suyo que es base.

DEMOSTRACION. Es otra escritura del teorema de extraccién de una base. O

COROLARIO 164. Sea V' un espacio vectorial de dimension n. Sea X = {ey,...,en}
un conjunto de vectores linealmente independiente (resp. sistema de generadores). Entonces
m <mn (resp. m > n). Ademas se tiene la igualdad si y solamente si X es base de V.

DEMOSTRACION. Es consecuencia directa del Corolario 11. O

Consideramos Z que es un anillo, en lugar de K que es un cuerpo. ;Cémo afecta esto a
las proposiciones y definiciones anteriores?

13. Diferencias de los médulos con respecto a espacio vectorial
La Proposicién 161 deja de cumplirse, veamos un ejemplo:

EJEMPLO 165. (2Z)? C Z*.

La dimension de 27Z x 2Z es dos y la dimensién de Z x Z también es dos. 27 x 27 C 7. X 7
y no son el mismo espacio.

En el caso de monoides, consideremos (5,7,9) C N que tiene como sistema minimal
de generadores a {5,7,9} con tres elementos y contenido en N cuyo sistema minimal de
generadores tiene un solo elemento: {1}.

El Corolario 162 deja de cumplirse, veamos un ejemplo:

43
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EJEMPLO 166. El 2 € Z y no pertenece a la base de Z que serfa {1} o {—1}.
En el caso de monoides, solo unos elementos concretos de cada monoide pueden ser los
elementos del dnico sistema minimal de generadores.

El Corolario 163 deja de cumplirse, veamos un ejemplo:

EJeEmMpPLO 167. El conjunto {(1,2),(2,1),(1,—2)} es sistema de generadores de Z X Z y si
le quito algin vector deja de ser sistema de generadores. Sin embargo la cardinalidad de un
conjunto linealmente independiente, sigue siendo menor que la cardinalidad de un sistema
de generadores en el caso de Z-modulos.

En el caso de monoides, no tiene mucho sentido hablar de independencia lineal, como se
argumenté al final de capitulo anterior.

El Corolario 164 deja de cumplirse, veamos un ejemplo:

EJeEMPLO 168. El conjunto {(1,2),(2,1)} es linealmente independiente en Z x Z pero no
es base.

La Proposicién 45 deja de cumplirse, veamos un ejemplo:

Y/
EJjemMpPLO 169. Como Zy X Z =~ m, si aplicamos la Proposicion 45, tendriamos

que dim(Ze x Z) = dim(Z x Z) — dim(2Z x {0}) = 2 — 1 = 1, pero esto es imposible ya
que entonces Zs X Z tendria una base con un solo elemento y esto es imposible. Un sistema
de generadores para Zy x Z es {([1]2,0), ([0]2, 1)} como ya sabemos. Fallaria la condicién de
independencia lineal ya que 2([1]3,0) = ([0]2,0).

Claramente, el resultado no se da en monoide, ni incluso cuando S = N"/ ~;, conside-
rando rg(M) como Z-médulo. Véase el Ejemplo 139.

Veamos un cuadro comparativo para R como R-espacio vectorial, Z como Z-moédulo y N
como monoide.

R Z N
Sistemas minimales Infinitos Dos Uno
de generadores {v} conv#0 {1} y {-1} {1}
Subespacios, Solamente hay dos Hay infinitos Infinitos
submodulos y llamados triviales tantos como naturales gN con g e N
submonoides {0} y R 9Z con g € N numéricos etc.
Sistemas minimales de No hay subespacios Dos para cada gZ, {9}
generadores en subesp. propios {9} vy {—g} {ai,...,a,} etc
Cualquier conjunto Sélo en moédulos libres No tiene sentido.
Bases sistemas de generadores sist.generadores Hay sist.minimales
linealm.independientes y lLindependiente de generadores
dimensiones de Siempre menores Siempre menores que | Hay sistemas minimales
subespacios propios estrictas que n n vale (=) de generadores con
para R".Z™ y N “muchos” elementos
cocientes en Sobre subespacios Sobre submédulos. Sobre congruencias
R™Z" y N y son esp. vectoriales Libres y torsién

En la fila “sistemas minimales de generadores en subespacios”, entiéndase subespacios,
submoédulos, submonoides.
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