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Abstract in English

The strong relationship that exists between Mathematics and Computer Science is
undeniable. They are so mutually influenced that some mathematical branches were
developed only to solve computing problems.

This text will study two mathematical branches specially related to informatics:
Grobner Basis, a tool discovered independently of computers, that turned out to be
extremely useful in this area; and Coding Theory, a branch of Mathematics which
appeared in the computers age to improve digital communication.

The purpose of this work is to introduce these theories as instructive as possible in
order to be read and understood by those knowing of this topic for the first time.

Chapter 2 will study the origin and description of Grobner Basis, paying special
attention to the algorithms to compute them.

In parallel, chapter 3 will study Coding Theory, with a few examples that will cla-
rify lineal, cyclic and BCH-codes.

Both theories will merge in chapter 4 as an algorithm to decode BCH-codes with
Grobner Bases is carefully studied.
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Resumen en espafiol

Es innegable la estrecha relaciéon que existe entre las matematicas y la informatica.
Estan tan influenciadas mutuamente que incluso han surgido nuevas teorias en ma-
tematicas a partir de problemas esencialmente informaticos.

En este texto se van a estudiar dos ramas de las matematicas especialmente relacio-
nadas con la informdtica: las Bases de Grobner, una herramienta que se descubri6 de
forma independiente a la computacién pero que se ha encontrado especialmente til
en procesos informéticos; y la Teoria de Cédigos, una teoria que ha surgido en la era
digital para mejorar las comunicaciones a distancia.

El objetivo de este trabajo es introducir estas dos teorias de forma especialmente
didéctica para hacerlo accesible a iniciados en estas materias.

En el capitulo 2 se estudiaran las Bases de Grobner, haciendo especial incapié en
los algoritmos necesarios para calcularlas.

De forma paralela, en el capitulo 3 se verd la Teoria de Cédigos, con varios ejemplos
concretos que permitirdn entender los c6digos lineales, ciclicos y BCH.

En un cuarto capitulo se combinardn ambas teorias, viendo con detalle un algorit-
mo de decodificacién de cédigos BCH con Bases de Grobner.






Introduccion

Desde los primeros afios en los que empieza a formarse un matematico es facil
advertir la estrecha relacién entre las matematicas y la informatica. Las matematicas
no solo se han servido de la computacién para hacer calculos impracticables a mano,
como el cdlculo de los primos grandes; sino incluso para demostrar algunos resultados
de los que no se conoce demostracion tedrica, como el Teorema de los Cuatro Colores.

De igual modo, la informatica bebe mucho de las mateméticas sin mas que ver que
el lenguaje mds basico que reconoce un ordenador es el binario y hasta el punto de que
se han creado nuevas ramas de las matemadticas para solventar problemas informati-
cos, como la Criptografia; y se han potenciado mucho otras areas por su aplicacién
computacional, como la Teoria de Aproximacién.

Esta simbiosis ha provocado que hasta el mas novato de los estudiantes de ma-
tematicas oiga hablar de ciertos resultados y algoritmos que son ttiles por ser faciles
de implementar o por optimizar el cilculo computacional. Sin embargo, a la hora de la
verdad, estos algoritmos no siempre parecen tan sencillos, al menos para el aprendiz,
ni se estudian expresamente.

Es por este motivo que la intencién de este texto es mostrar que se pueden imple-
mentar estos algoritmos sin mds conocimientos que los de un estudiante de matemati-
cas. Otro de los objetivos es explicar de la forma mdés didactica posible dos ramas de
las matematicas que, sin necesitar de una base muy extensa, suelen ser desconocidas
para la mayoria de iniciados. Para dar coherencia e interés al texto, estas dos dreas se
unen al final dando lugar a una aplicacién de las matematicas a la informatica.

Volviendo a la relacion simbidtica entre estas dos disciplinas, vamos a presentar las
dos ramas que vamos a estudiar en este texto por su relaciéon con la informatica:

En primer lugar, una teoria puramente algebraica que se desarrolld sin pensar en
la informatica, que cay6 en desuso por la dificultad que entranaban sus calculos, pero
que con el paso de los afnos ha resultado ser una herramienta extremadamente util en
muchos contextos computacionales: las Bases de Grobner. Dedicaremos el segundo
capitulo a estudiar qué son, de dénde vienen y cémo se calculan, incluyendo un algo-
ritmo explicito programado con el software Mathematica. Al final del capitulo veremos
una aplicacién de las Bases de Grobner que nos serd de utilidad en el altimo capitulo:
los Ideales de Eliminacion.

Por otro lado, en el tercer capitulo estudiaremos una teoria que surge como res-
puesta a un problema de la informaética, concretamente de la necesidad de subsanar
errores producidos en la comunicacién a través de medios digitales. Veremos qué es la
Teoria de Codigos, como se utiliza un cédigo y particularizaremos a los c6digos linea-
les, ciclicos y por tltimo a los c6digos BCH.

Finalmente, en el cuarto capitulo haremos uso de los resultados vistos y uniremos
ambas ramas estudiando un algoritmo con el que decodificar ciertos c6digos BCH uti-
lizando las Bases de Grobner y los Ideales de Eliminacién. Dicho algoritmo fue presen-
tado por Xuemin Chen junto a tres companeros del Instituto de Ingenieros Eléctricos y
Electrénicos en el articulo “Use of Grobner Bases to decode Binary Cyclic Codes up to the
True Minimum Distance”[3].






Bases de Grobner

Las bases de Grobner fueron introducidas en 1965 por Bruno Buchberger [2] en el
campo de los anillos de polinomios. La idea subyacente es la de generalizar el buen
comportamiento de los ideales de polinomios en una variable.

Dado un cuerpo K vy el anillo K[x], cualquier ideal I se puede generar a partir
de un Unico elemento del anillo, el médximo comun divisor de todos los elementos
del anillo. Dado cualquier conjunto de generadores {fi,..., f;} € K[x] de I, se puede
calcular usando el Algoritmo de Euclides un tinico polinomio d = mcd(f,,..., f;) tal que
I =<fy,..., fs >=<d >. Asi, un polinomio cualquiera f € K[x] estara en I siy solo si el
resto de dividir f entre d es 0.

Esto ocurre porque K[x] es un dominio de ideales principales (DIP), no como
K[xq,...,x,], lo que hace que el problema de la pertenencia a un ideal en el caso mul-
tivariable sea bastante mas complicado. Sin embargo, no todo son malas noticias, el
anillo K[xy,...,x,] es noetheriano, lo que significa que todos sus ideales son finita-
mente generados.

Las bases de Grobner son una generalizaciéon de este maximo comun divisor para
un anillo de polinomios multivariable K[xy,...,x,] en el siguiente sentido: Una ba-
se de Grobner de un ideal I =< fi,..., f; > es un conjunto de polinomios {g;,..., 4} C
Klxy,...,x,] tal que I =< gy,...,8; >y que verifica que un polinomio f € K]xy,...,x,]
esta en I siy solo si el resto al dividir f entre la base es 0. El concepto de esta division
entre varios polinomios es uno de los pilares sobre los que se sustenta esta teoria.

2.1 Reduccion de polinomios

Para empezar, hay que definir un orden monomial en IN", que nos permitird sefialar
, . S . . . . . a; a a
el término lider de un polinomio, TL(f), identificando el monomio xllxz2 vy = x®
con la n-upla (ay,ay,...,a,) = a.

Definiciéon 2.1. Una relacién de orden > en IN” es un orden monomial si se verifica
que:

1. Es un orden total: Para cualesquiera dos elementos distintos «, f € IN”, tenemos
quea>pof>a.

2. Es compatible con la suma: Para cualesquiera a, 8, € IN", se verifica que

a>p = a+y>p+y

3. Es un buen orden: Todo subconjunto no vacio tiene minimo y toda cadena des-
cendente termina.

Ejemplo 2.2. Los siguientes son algunos ejemplos de 6rdenes monomiales:

» Orden lexicografico o alfabético (lex). Dados a, p € IN", tenemos que a >, p cuando
a — f3 tiene el primer elemento no nulo por la izquierda positivo.

3



2. Bases DE GROBNER

» Orden graduado lexicografico (grlex). Dados a, p € IN", tenemos que a >q0, p cuan-
do |a| > ||, 0 bien cuando |a| =Bl y a > B L.

» Orden graduado lexicografico inverso (grevlex). Dados a, f € IN", tenemos que & >grepjex
B cuando |a| > |Bl, o bien cuando |a| =Bl v B >jex @ .

A partir del concepto de orden monomial definimos las siguientes nociones:

Definicion 2.3. Dados un polinomio f € K[xy,...,x,] y un orden monomial >, lla-
maremos grado del polinomio a gr(f) = méax{a € IN" : x* aparece en f}. Al término
correspondiente con el maximo exponente se le conoce como término lider (TL). Si
tenemos en cuenta el coeficiente lo acompafia hablamos de monomio lider (ML). Di-
cho coeficiente es el coeficiente lider (CL). Cuando CL(f) = 1 decimos que f es un
polinomio ménico.

Ejemplo 2.4. Considerando el orden lexicografico v el polinomio f(x,,2) = y° - 2xy + z,
tenemos que:

Una vez fijado un orden monomial, vamos a definir una herramienta que generaliza
cada uno de los pasos de la divisién de polinomios de una variable. La principal dife-
rencia es que queremos que nuestro algoritmo divida un polinomio entre un conjunto
de polinomios.

Definicion 2.5. Fijado un orden monomial, sean f,g,p € K[xy,...,x,] con f,p # 0y sea
P un subconjunto de K[xy,...,x,]. Decimos que:

1. f se reduce a ¢ médulo p eliminando ¢ (que notaremos f——¢ [t]), si para

algun término t de f existe otro término s de forma que s- TL(p) = t. Y tenemos

que
a
= —_— .S.
§=1 CL(p) P

donde a es el coeficiente de t en f.

2. f se reduce a ¢ mdédulo p (que notaremos f —p>g) si f — 8 [t] para algin

término t de f.

3. f se reduce a ¢ médulo P (que notaremos f —=g) si fT>g para algin
pEP.

4. f es reducible médulo p si existe algun g € K[xy,...,x,] tal que f — 8-

Donde |-| es la 1-norma definida por |a| = |(ay,..., a,)| = Zai.



2.1. Reduccién de polinomios

5. f es reducible médulo P si existe algin g € K[xy,...,x,] tal que f——g.

Ademads, notaremos de igual forma a la extension reflexiva y transitiva de esta relacion.
Es decir, diremos que f—=f y que f-—=g¢ cuando tengamos que f-—=h y

h—>g.

Esencialmente, lo que hace esta reduccién a un polinomio f es obtener, a partir de
un divisor p o divisores P, un polinomio mas pequefio g de forma similar al cdlculo del
resto en la divisién de polinomios en una variable:

1. En primer lugar se busca un término ¢ de f que sea divisible por el término lider
de p (o por el de algtuin p € P). No es necesario que sea el término lider de f.

2. Anélogamente al caso de una variable cuando se divide el término lider del divi-
dendo entre el del divisor, se calcula el término s que verificas- TL(p) =t.

3. Se multiplica p por este término s y por la constante necesaria para que coincidan
los monomios de los términos t y s- TL(p). Es decir, si la constante que acompana
a

a t es a, habrd que multiplicar por L)

4. Por ultimo, se calcula g restando a f el polinomio que hemos calculado:

a
e

Con este proceso, se elimina de f un término sustituyéndolo por otros menores y
sin tocar los términos mas grandes que ¢, por lo que se obtiene un polinomio menor

g<f.
A partir de este nuevo concepto, la reducciéon de un polinomio en médulo otro u
otros, surgen los siguientes conceptos relacionados:

Definicion 2.6. Fijado un orden monomial, sean f,g,p € K[xy,...,x,] con f,p # 0 y sea
P un subconjunto de K[xy,...,x,], diremos que:

1. f esta en forma normal mdédulo p (médulo P) si no es reducible médulo p
(mo6dulo P).

2. La forma normal médulo p (médulo P) de f es un polinomio g que esta en forma
normal que verifica f ——=g¢ (f —+>g). Lo notaremos f —;>g (f—5>28)

3. Diremos que f —8 [t] es una lider-reduccién si t = TL(f).

4. Cuando exista una lider-reduccién de f médulo p (p € P), diremos que f es lider-
reducible médulo p (mddulo P).

5. Notaremos f <5=g¢ cuando sea cierto f —=g obien f<-—g.

6. Escribiremos f |p ¢ cuando existaun h € K[xy,...,x,] tal que f — hyg — h.

5



2. Bases DE GROBNER

Tras estas definiciones surge una pregunta natural: ;Existe la forma normal de cual-
quier polinomio?

Teorema 2.7. Fijado un orden monomial, sean P C K[xy,...,x,]y f € K[xy,...,x,], en-
tonces existe un polinomio g normal médulo P tal que f —;> g.

Demostracion:

Como ya hemos visto, cuando se reduce un polinomio f se obtiene un polinomio
mds pequeno, digamos g;. Si pudiéramos volver a reducir g, obtendriamos un g, mds
pequeno y asi sucesivamente. De esta forma obtendriamos una cadena descendente de
polinomios

f—7m8 5855785
con

f>a>0>.>98>..

Como estamos considerando un orden monomial, sabemos que toda cadena descen-
dente termina, por lo que existe un ultimo elemento g¢ mds pequenio que todos los
demds.

Si g fuera reducible médulo P, existiria un elemento mds pequenio en esta cadena, por

lo que tenemos que g estd en forma normal méduloP y f —;>g .

]

Estos conceptos, que pueden ser tediosos de calcular a mano, son sin embargo féci-

les de programar. Con ayuda del software Mathematica hemos creado dos herramientas

que determinan si un polinomio estd en forma normal o la forma normal de un poli-
nomio cualquiera:

NormQ[£,P] Dados un polinomio f y un conjunto de polinomios P, devuelve True o
False segun si f estd en forma normal médulo P o no.

RedPol[f,P] Dados un polinomio f y un conjunto de polinomios P, devuelve la forma
normal de f en médulo P, g, asi como los polinomios Q tales que g = f —) p;q;.

Ahora vamos a ver algunas propiedades de la reduccién de polinomios:

Lema 2.8. Fijado un orden monomial, sean f,g,h,h; € K[xy,...,x,], P un subconjunto
de K[xy,...,x,] y m un monomio, se verifica que:

1. Si f € P, entonces hf ——0.
2. Si f —=g,entonces mf ——=mg.
3. En particular, si f —;> 0, entonces mf ;—> 0.

4. Sif-g=hy h — hy , entonces existen f;,g € K[xy,...,x,] tales que fi—g; = hy,

f—=hy&g—8&-

5. 8i f-g——0,entonces f |p g yen particular f<5>g.



2.1. Reduccién de polinomios

= NormQ[f_, P_] := Module[{TLP, Mf, i, j}.,
If[f -- @, Return[True]];
TLP = Monomiallist [P] [[All, 1]]; (= Términos Lider de P x)
Mf = MonomiallList[f]; B (* Monomios de f x)
For[i=1, i=x Length[Mf], i++,
For[jpzl, j= Length[TLP], j++,
If[NumberQ [Denominator[Mf[[i]] /TLP[[J1111»

factor = {j, Mf[[i]] /TLP[[j1]1};
Return[False] ];

I3
I

Return[True]];

Figura 2.1: Cédigo fuente de la funcién NormQ[£,P].

RedPol[f , P_] := Module[{qP, g},
qP = ConstantArray[0, Length[P]];

g=1;
While[! NormQ[g, P1,

g = Expand[g - factor[[2]] xP[[factor[[1]1]11];

gP[[factor[[1]]]] += factor[[2]];
15
Return[{g, qP}]11;

Figura 2.2: Cédigo fuente de la funcién RedPol[f{,P].



2. Bases DE GROBNER

A continuacién vamos a relacionar esta reduccién de polinomios con la relacién de
congruencia en el anillo inducida por ideales.

Definicion 2.9. Sea P un subconjunto de KJxy,...,x,], notaremos por Id(P) al ideal
generado por P. Es decir, al conjunto de todas las combinaciones lineales finitas ) h;p;
con h; € K[xy,...,x,] y p; € P.

Definicion 2.10. Sea I un anillo de K[xy,...,x,], llamaremos relacién de congruencia
modulo I a la relacién =; definida por:

f=g = f-g€l
Teorema 2.11. Sean P C K[xy,...,x,] v f,¢ € K[xy,...,x,]. Entonces f =ldp) § <
f=—=~¢ -

Demostracion:

< | Dados f y g tales que f — g, por cada paso que haya que hacer en la reduccién

de f a g habrd un monomio m; tal que al final obtenemos la igualdad
f- Zmipi =8
i

para ciertos p; € P.

Por tanto se verifica que

f-g= Zmipz- € Id(P)

= | Partimos de dos elementos f y g tales que f — g € Id(P), es decir,
f-8= Zhipi
i

para ciertos polinomios h; € K[xy,...,x,] y p; € P.

Por tanto tenemos que f =g+ ) . h;p; y es evidente que
f=8+ Lihipi—5—¢

eliminando los términos que involucran los h;.

|

Antes de pasar a otras propiedades de la reduccién, presentamos la definicién de

conjunto reducido de polinomios y el programa implementado para calcular un con-
junto reducido de polinomios que genere el mismo ideal que el conjunto dado.

Definicion 2.12. Diremos que un conjunto de polinomios P C K[x,...,x,] es monico
si todos sus elementos lo son.

P moénico < CL(p)=1VpeP

Definicion 2.13. Diremos que un conjunto de polinomios P C K[xy,...,x,] es reducido
si todo p € P es ménico y esta en forma normal médulo P\{p}.



2.2. ;Qué es una base de Grobner?

Para conseguir implementar un programa que calcule un conjunto reducido han
hecho falta varias funciones auxiliares que listamos a continuacién?:

CoefLider[f] Dado un polinomio f, devuelve el coeficiente lider.

MonicQ[P] Dado un conjunto de polinomios P, devuelve True o False segtin si P es
monico o no.

Monico[P] Dado un conjunto de polinomios P, lo devuelve transformado de forma
que sea monico.

ReducQ[P] Dado un conjunto de polinomios P, devuelve True o False segtn si P es
reducido o no.

ReducQ[P ] := Module[{Q, Qsinp, p, i},

Q=P;
If[! MonicQ[Q], controlmonico

False;
Return[False], controlmonico = True];
For[i=1, i< Length[P], i++,

p=Q[[i]];
Qsinp =Drop[Q, {i}];

If[! NormQ[p, Qsinp],

reducible = i}
Return[False];

| H
-

Return[True]

Figura 2.3: Cédigo fuente de la funcién ReducQ[P].

Reduccion[P] Dado un conjunto de polinomios P, devuelve otro conjunto que genera
el mismo ideal y que ademads es reducido.

2El c6digo fuente de las funciones no incluido aqui se puede consultar en el archivo anexo.



2. Bases DE GROBNER

Reduccion[P ] := Module[{Q, Qsinp, p, h, contador},

Q="F;
While[! ReducQ[Q],

If[! controlmonico, Q = Monico[Q]; Continue[]];

p = Q[ [reducible]];
Qsinp = Drop[Q, {reducible}];

h = RedPol[p, Qsinp] [[1]];
If[! TrueQ[h == @], Q= Append[Qsinp, h];, Q=Qsinp;];

15
Return[Q]

Figura 2.4: Cédigo fuente de la funcién Reduccion[P].

2.2 ;Qué es una base de Grobner?

En la reduccién de polinomios, un aspecto que ain no hemos estudiado es la unici-
dad. El algoritmo por el que se calcula la forma normal de un polinomio f respecto de
un conjunto de polinomios P no dice nada sobre el orden en el que hay que reducir los
monomios de f, ni sobre qué polinomio de P utilizar primero. ;Se obtiene la misma
forma normal independientemente de cémo utilicemos el algoritmo? La respuesta es
que en general no, como podemos ver en el ejemplo 2.14. El objetivo de este capitulo es
presentar y aprender a calcular las Bases de Grobner, que son conjuntos de polinomios
para los que la respuesta es afirmativa.

Ejemplo 2.14. Consideremos el anillo de polinomios multivariable Q[x,v,z] y sean:

f=xyz-xy° +z

P ={p1,p2}
pr=xy+1
pP2=vz+1

Con ayuda del algoritmo RedPol calculamos la forma normal de f respecto de P de dos
formas distintas, como se muestra en la figura 2.5, y podemos ver que segtin el orden en el
que consideramos los polinomios de P obtenemos una forma normal u otra.

Para empezar a estudiar esta unicidad, vamos a ver dos resultados con algunos casos
en los que la forma normal es tnica.

Proposicion 2.15. Sea 0 # p € K[xy,...,x,], la formal normal calculada por — es
Unica.

10



2.2. ;Qué es una base de Grobner?

f=Xxy*xzZ-Xxy"2+2

Pl=Xx»y+1 RedPol[f, {pl, p2}]
p2=y*z+1 RedPol[f, {p2, pl}]
WY Ry {Ys {~¥+2Z, 03]
1+xy [-X+¥4Z; % Y]}
l+yz

Figura 2.5: Ejemplo de calculo de forma normal no tnica.

Corolario 2.16. Sea P C K[xy,...,x,] un subconjunto no vacio tal que Id(P) = Id(p) para
algun 0 = p € P, entonces la formal normal calculada por —= es unica.

Ademas, para aquellos conjuntos de polinomios cuyo ideal se pueda generar con un
solo polinomio, pero este no esté incluido, se puede transformar el conjunto anadiendo
ese elemento de forma que genera el mismo ideal pero devuelve una forma normal
Unica.

Sin embargo, no hay ningun resultado que nos garantice esto para aquellos idea-
les que no tienen un unico generador. Es mds, estos generadores no tendrian por qué
ser unicos. La pregunta es natural: ;Se puede transformar un conjunto de polinomios
cualquiera en otro que genere el mismo ideal pero tenga asociadas formas normales
unicas? La respuesta es que si, y vamos a ver cOmo.

Definicion 2.17. Sea P C K[xy,...,x,], entonces notaremos el conjunto de todos los
términos lider de P como:

TL(P)={TL(p) : 0=p € P)
Teorema 2.18. Dado G C K]xy,...,x,], las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) La formal normal calculada por — = es Unica.

(m) f—==0 paratodo f €1d(G).

(11) Todo 0 = f € 1d(G) es reducible médulo G.

(rv) Todo 0 = f € 1d(G) es lider-reducible médulo G.

(v) Paratodo s € TL(Id(G)) existe un t € TL(G) tal que t|s.

(vi) Los polinomios h € K[x1,...,x,] que estdn en forma normal respecto de G forman
un sistema unico de representantes de la siguiente particion de K[xy,...,x,]:

(f+1d(G): f e K[xp,..., %] }

11



2. Bases DE GROBNER

Demostracion:

(1) = (11)| Sea f € Id(G), tenemos que f —0 € Id(G) y utilizando el lema 2.8 y el teorema
2.11 tenemos que f lg 0, por lo que existe un h tal que f T>h y 0—G>h .

Como 0 siempre estd en forma normal y esta es unica, vemos que h = 0 y por
tanto f —0.

(1) = ()| Es evidente que si todo polinomio del ideal se reduce a 0, en particular es
reducible.

(1) = (1v)| Supongamos que f es el polinomio mds pequeno que es reducible pero no
lider-reducible. Entonces existe un h tal que f ——h con TL(f) = TL(h). Por la

minimalidad de f, h es lider-reducible, digamos h — hy paraalgin g € G, pero

entonces tenemos que TL(g) | TL(h) = TL(f) por lo que f seria lider-reducible,
una contradiccion.

(1v) y (v) son reformulaciones de la misma idea.

(v) = (vI)| Supongamos que existen dos polinomios, f y f,, distintos y en forma nor-
mal, tales que

f +1d(G) = f, +Id(G)

Entonces tenemos que f, — f, € Id(G) y por tanto existe un g € G de forma que
TL(g) | TL(f, — f>). Pero el término lider de f; — f, es un término de f; o de f,, por
lo que alguno de los dos es reducible, una contradiccion.

(vi) = (1)| Sean dos polinomios f; y f, tales que f; ?fz Por el teorema 2.11 tenemos

que fi — f, € Id(G) y por tanto
f+1d(G) = f, +1d(G)
Ahora sean hy y h, las formas normales de f| y f, respectivamente, tenemos que
hy,hy € fi +1d(G) = f, + Id(G)
y por la hipétesis (vi) concluimos que hy = hj.
|

Definicion 2.19. Un subconjunto G C K[xy,...,x,] se dice que es una base de Grobner
si es finito, no incluye el 0 y satisface las condiciones del teorema 2.18.

Dado un ideal I de K[x4,...,x,], una base de Grobner de I es una base de Grébner G
tal que Id(G) = 1.

Se puede demostrar que existen bases de Grébner para cualquier ideal®, pero estas
no son unicas. De hecho, a una base de Grobner se le podria afiadir un polinomio
cualquiera del ideal y obtendriamos una nueva base. Para llegar a esa unicidad hay

3Hay pruebas sencillas de esta existencia, pero no son constructivas y por eso no se han incluido en
este trabajo.
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2.3. Céalculo de las bases de Grobner

que introducir las bases de Griobner reducidas en el sentido de la definicién 2.13.
Estas ultimas siempre existen y ademas son tnicas, pero todavia no sabemos cémo
se pueden calcular. Ni siquiera sabemos cémo reconocerlas con un nimero finito de
comprobaciones. Este es el objetivo de la siguiente seccién.

Por ultimo, cabe recordar que las bases de Grobner dependen del orden monomial
escogido en cada caso. Una base de Grobner calculada con el orden lexicogréfico, en
general, no va a ser base con respecto a otros 6rdenes, aunque siempre generara el
ideal. Las bases de Grobner que lo son para cualquier orden monomial se denominan
bases de Grobner universales.

2.3 Cadlculo de las bases de Grobner

Vamos a volver al ejemplo 2.14. Evidentemente P no es una base de Grobner, ya
que hemos comprobado que no calcula la forma normal de forma tnica, pero vamos a
ver otra prueba viendo que hay polinomios en Id(P) que no son reducibles.

Recordamos que

Id(P) =<{p1,p2} >=<{xyp+1,yz+1} >

y consideramos el polinomio
f=z-p1—x-py=z—x €ld(P)

Es evidente que f estd en el ideal y se puede comprobar facilmente que no es reducible
modulo P, por lo que P no puede ser base de Grobner.

La forma en la que hemos encontrado el polinomio problematico ha sido calculando
el minimo comun multiplo de los monomios lider de dos polinomios (xyz), multiplicar
cada polinomio por el monomio necesario para llegar a ese minimo y restarlos para
obtener un nuevo polinomio en el que no aparecerian esos términos lider.

No hay nada que garantice que los polinomios obtenidos de esta forma vayan a ser
reducibles (como, de hecho, hemos comprobado que no ocurre). Lo interesante es que
cuando todos los polinomios obtenidos de esta forma se reducen a 0, ocurre lo mismo
con todos los polinomios del ideal y por tanto el conjunto de generadores del ideal es
una base de Grobner. En esta idea se basan los algoritmos con los que se calculan las
bases de Grobner.

El siguiente lema formaliza esta idea:

Lema 2.20. Dado un subconjunto finito G C K[xy,...,x,] en el que 0 ¢ G, si se verifica
que para todo par de elementos g;,¢, € G y todo par de monomios my,m, tales que

ML(m;g,) = ML(m,g,) tenemos que

mig—myg —==0

entonces G es una base de Grobner.

Ahora vamos a definir ese polinomio potencialmente problematico y una nueva ca-
racterizacion de las bases de Grobner.
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2. Bases DE GROBNER

Definicion 2.21. Sean sy t dos términos

k k
S:xll ..... xn”

y = xl ..... xn
definimos el minimo comtn maltiplo como
mcm(s, t) = le ----- xp" donde m;=max(k;,l;) V1<i<n

Definicion 2.22. Sean g, g, dos polinomios no nulos de K[xy,...,x,]; t;, t, sus términos
lideres; ay,a, los coeficientes lideres y si,s, los términos que verifican que
s1ty = spty = mcm(ty, t;). Entonces el S-polinomio de g; y g, se define como

5(81,82) = 425181 — 415282
Teorema 2.23. Un subconjunto finito G C K[xy,...,x,] en el que 0 ¢ G es una base de
Grobner si y solo si S(g1,42) —é> 0 para cualesquiera g, ¢, € G.

Demostracion:

= | Es claro que S(g1,8>) es un elemento del ideal generado por G y por tanto, se
reduce a 0 médulo G.

| Por el lema 2.20, es suficiente probar que los polinomios de la forma m,g; —m»g,
se reducen a 0, con g1,9, € G, g1 # g y my, m, monomios tales que

ML(myg) = ML(m;,g») (2.1)

Sean t| y t, los términos lideres de g y g, respectivamente; a, y a, sus coeficientes
lideres y descomponemos my = byuy y m, = byu, de forma que by,b, € K y uy,u,
son términos. Asi, podemos ver la ecuacién 2.1 como

b1a1u1t1 = b2a2u2t2 (22)

Ahora sean sy y s, los términos tales que s1t; = syt, = mcm(ty, t;).
Podemos ver que uit| = uyt, es un multiplo comtn de t; y t,, por lo que existe
un término v tal que

Uty = upty =v-mem(ty, t)) =vsity =vspty; = U =vS; Yy Uy =US)
Ademads sabemos por 2.2 que bya; = bya,, con lo que tenemos que

myg1 —mygr = byuy g —brusgy
=b1vs 181 —byvsy

b
= Lo (ays181 — 15,8
a

b
= —v-5(81,8)
a
Como por hipétesis sabemos que S(g1, ) —é> 0, utilizando el lema 2.8 tenemos

que
migy —myg> —Z;> 0
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2.3. Céalculo de las bases de Grobner

El siguiente corolario es una consecuencia directa de este resultado y del hecho de
que el S-polinomio de dos monomios es 0.

Corolario 2.24. Todo subconjunto finito de monomios es una base de Grébner.

Sin embargo, la consecuencia mas importante de este teorema es el hecho de que
nos proporciona una forma de comprobar si un subconjunto de polinomios es una base
de Grobner con un nimero finito de comprobaciones. Para cada par de polinomios del
conjunto hay que calcular la forma normal del S-polinomio y comprobar si es 0 o no. Es
decir, para un conjunto de n polinomios hay que hacer @ comprobaciones (como
maximo).

Ademads, basandose en esta misma idea, Bruno Buchberger [2] desarroll6 un algo-
ritmo por el que se puede transformar cualquier conjunto de polinomios en otro que
genere el mismo ideal pero que sea una base de Grobner. La idea es afiadir al conjunto
de polinomios la forma normal de los S-polinomios que no se reduzcan a 0. De esta
forma el conjunto genera el mismo ideal —ya que los S-polinomios son elementos del
ideal- y se solventa el problema de que los S-polinomios no se reduzcan a 0, ya que
todos los elementos del conjunto se reducen a 0 de forma trivial.

La base obtenida por este algoritmo esta lejos de ser 6ptima ya que seguramente
tendra polinomios redundantes, pero al transformarla en un conjunto reducido, se
demuestra que sigue siendo base de Grobner, con lo que se obtiene la base de Grobner
reducida, que sabemos que es tinica para cada ideal.

Como algunos conceptos anteriores, calcular una base de Grébner con papel y lapiz
es un proceso largo y tedioso, pero estos resultados nos permiten programar herra-

mientas para calcularlas a ordenador. Estas son las funciones que hemos implementa-
do:

SPol[f,g] Dados dos polinomios f y g, devuelve el S-polinomio S(f, g).

SPol[f , g_] := Module[{mcm, t11, t12, s1, s2},
tll = MonomialList[Ff]1[[1]];
t12 = MonomiallList[g] [[1]];
mecm = PolynomiallLCM[t11, t12];

(xTanto el mcm como los s ya incluyen los coeficientes,
por lo que no hay que calcularlos aparte =)

sl =mcm/ tll;

s2 =mcm/ t12;

Return[Expand[sl* f - s2%g]]

Figura 2.6: Cédigo fuente de la funcién SPol[f,g].

GroebnerQ[G] Dado un conjunto de polinomios G, devuelve True o False segin si G
es una base de Groébner o no.

15



2. Bases DE GROBNER

BaseGroebner[P] Dados un conjunto de polinomios P, devuelve una base de Grobner
que genera el ideal Id(P).

0= BaseGroebner[F_] := Module[{G, pares, i, j, actual, h},
G = s
pares = {};
For[i=1, i< Length[G], i++,

ara cada onaitud

For[j=1, j<i, j++,
AppendTo[pares, {G[[i]], G[[7111}];

a

15
]; (* Bucle que genera todas las posibles combinaciones de
dos elementos del conjuntox)

While[Length[pares] 21, (* para cada par... *)
actual = pares[[1]];
pares = Drop[pares, 1];

alimina

h = RedPol [Apply[SPol, actual], G][[1]];

aplica
(#Se calcula una forma normal del S-polinomio =*)
If[TrueQ[h == @], Continue[],

verdadero continda iteracidn

(*Si h se reduce a @, se pasa al siguiente par =x)
For[i=1, i <length[G], i++,

AppendTo[pares, {G[[1]], h}];

anade a a

1; (% Si no, se aflade h a la base de Grobner y habra que evaluar
todos los pares entre h y los elementos de Gx)
AppendTo[G, h];
15
13
(*Cuando todos los pares han sido comprobados
tenemos la base de Grobner =)
Return[G]

ratarn:
etorna

Figura 2.7: Cédigo fuente de la funcién BaseGroebner|[P].

16



2.4. Ideales de eliminacién

2.4 Ideales de eliminacion

Una de las aplicaciones por las que destacan las bases de Grobner es la ayuda a la
resolucién de sistemas de ecuaciones no lineales.

Se sabe que las soluciones de un sistema de ecuaciones donde fi,..., fy € K[xq,...,x,]
estan igualados a 0, son las mismas que en otro sistema cuyos polinomios generen el
mismo ideal. En particular, el espacio de soluciones es el mismo si igualamos a 0 los
polinomios de una base de Grobner del ideal.

fl =0 g1 =0
f2 =0 g =0

: - : = Id(fi,..., fi) =1d(g1,---, 81)
fr =0 g =0

Pensemos en los sistemas de ecuaciones lineales: Una forma sencilla de resolver-
los es utilizar el método de Gauss para transformarlo en un sistema escalonado como
podemos ver en el ejemplo 2.25. Por desgracia este método solo funciona para ecuacio-
nes lineales, pero en sistemas que no lo son también se puede utilizar una estrategia
similar: buscar ecuaciones que no contengan todas las variables para simplificar el
problema. Con esta idea en la cabeza, vamos a ver lo que son los ideales de eliminacion.

Ejemplo 2.25. Sistema de ecuaciones lineales transformado en un sistema escalonado por
el método de Gauss.

x — 2y + z =4 x — 2y + z =4
2x — vy + 4z =9 = 3y + 2z =1
-x + v - 2z =-3 z =2

Definicion 2.26. Sea I un ideal I del anillo K[x,...,x,] y sean U = {uy,u,,...,u,} C
{x1,%5,...,x,} algunas de las variables, de forma que K[U] = K[uy,..., u,] C K[xy,...,x,].
Entonces llamaremos ideal de eliminacién de I respecto a U al ideal INK[U] y lo no-
taremos por Iy;.

Es decir, el ideal de eliminacién estd formado por todos los elementos del ideal que
solo estan formados por las variables de U. En un sistema de ecuaciones no lineales
serfa muy util encontrar una ecuacién que solo utilizase una de las variables, al fin
y al cabo es lo que permite el método de Gauss para el caso lineal. Pero, ;se puede
encontrar una base del ideal en la que aparezcan dichas ecuaciones?

La respuesta es que si, calculando una base de Grébner del ideal para el orden mo-
nomial adecuado. Este orden debe verificar que todos los polinomios de K[U | sean mas
pequenos que cualquier polinomio de K[xy,...,x,]\IK[U]. Esto es, cualquier polinomio
que contenga una variable no incluida en U serd mayor que todos los polinomios de
IK[U]. Esto se puede conseguir facilmente utilizando un orden lexicografico en el que
ordenemos las variables de forma que las u; sean las més pequenas.

Bajo estas condiciones se verifica la siguiente proposicién:

Proposicion 2.27. Sea I un ideal del anillo K[xy,...,x,] y sean algunas de las variables
U ={uy,uy,...,u,} C{x1,%,,...,x,} de forma que K[U] = Kluy,...,u,] C K[xq,...,x,].
Ademds, consideramos un orden monomial en el que s < t para todo s € K[U] y
t € K[xq,...,x,\K[U].

Entonces, dada una base de Grébner G de I, GNIK[U] es una base de Grébner de I.
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2. Bases DE GROBNER

Esencialmente, lo que significa esta proposicidn es que, si calculamos una base de
Grobner con un orden lexicogréfico, las ecuaciones que contengan solo a las variables
pequefias generan ese ideal de eliminacidn.

Volviendo a los sistemas de ecuaciones, una base del ideal de eliminaci6n I, nos
permitiria saber los posibles valores de esta variable en el espacio de soluciones. Co-
nocidas las posibles soluciones de u;, el ideal de eliminacién Iju;, u;} nos permitiria
conocer las soluciones de u; en funcién de las de u; y asi sucesivamente.

Si aplicasemos este resultado al sistema del ejemplo 2.25, vemos en la figura que el
ideal de eliminacién serd I, =<z—2 >.

G = BaseGroebner[{x-2xy+z-4, 2xX-y+4%x2-9, -X+y-2%Z+5}]

{(74fx72yvz, =9 2=+ AZ, D= Y =22, =L+3y+ 22, 3

N
N

Z1
3 )

Reduccion[G] // Expand

*‘_(—2-—2, X, 1’3/?‘

Figura 2.8: Resolucidn del sistema del ejemplo 2.25 con bases de Grobner.

Cabe sefialar que todos los ejemplos y los programas implementados hasta ahora
han sido respecto al orden que utiliza el software Mathematica por defecto, que es
el orden lexicografico con el orden natural de las variables x > y > z. Sin embargo,
en algin momento puede ser tutil calcular el ideal de eliminacién I,, por lo que es
necesario cambiar el orden sobre el que trabajamos. Para solventar este problema, se ha
programado una funcién con la que cambiar el orden utilizado en cualquier momento
y asi poder calcular cualquier ideal de eliminacién.

CambiarOrden[var, ord] Redefine las funciones necesarias para que todas las herra-
mientas utilicen el orden ord con las variables var.

IdealEliminacion[F,var] Dados un conjunto de polinomios F y un conjunto de-
vuelve una base de Grobner que genera el ideal Id(P).

IdealEliminacion[F_, var_] := Module[{G, Id= {}, i},

(= Es MUY IMPORTANTE que el orden utilizado haga que las variables
var sean mas pequenas que las demas *)

G = BaseGroebner [F];

For[i=1, i<Llength[G], i++,

If [SubsetQ[var, Variables[G[[i]]]], AppendTo[Id, G[[1]]]:];

15
Return[Id];

15

Figura 2.9: Cédigo fuente de la funcién IdealEliminacion[F,var].
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Teoria de codigos

En cualquier forma de comunicacién existe un ruido que modifica el mensaje trans-
mitido en mayor o menor medida, dificultando la comunicacién. Los distintos acentos
de cada regién pueden afectar a la comunicacién oral; una mala caligrafia es ruido en
la escrita; el paso del tiempo puede alterar el color de un cuadro y desvirtuar el men-
saje del artista; o una mala iluminacién puede hacer que no salga bien una fotografia
0 una conversacién en lenguaje de signos. Sin embargo, el cerebro humano es capaz
en muchas ocasiones de separar el ruido y entender el mensaje original. El problema
viene cuando queremos comunicarnos a través de un medio digital.

Supongamos que queremos enviar un mensaje de texto de un dispositivo a otro. El
terminal emisor transformara el texto escrito a una cadena binaria de unos y ceros; la
transmitird en forma de impulsos eléctricos que el receptor interpretara como unos y
ceros; y éste ultimo la transformara de nuevo al texto original. Estas transformaciones
son lo que se conoce como codificacion y descodificacion.

Ahora bien, este canal de comunicacién también tiene ruido. Una mala conexién
entre cables, interferencias o un receptor estropeado pueden hacer que alguno (o algu-
nos) de los bits se reciba de forma diferente a como se emitid, lo que podria suponer
un error muy significativo. Para evitar este problema surgen los cddigos correctores
de errores.

El ejemplo mas sencillo es el codigo de la repeticion:

Ejemplo 3.1. Supongamos que queremos transmitir el mensaje 1101. En vez de enviar el
mensaje tal cual, enviaremos cada bit repetido tres veces: 111 111 000 111. De esta forma,
aunque el ruido modificase el mensaje y se recibiese la cadena 110 111 010 111, el receptor
sabe que cada grupo de tres bits representa un finico dato, por lo que leerd la cadena como
1101, eligiendo en cada grupo el valor que se repita dos o tres veces.

Este c6digo es muy poco eficaz, ya que obliga a enviar el triple de informacién en
cada transmisién, ademads de que si hubiera dos fallos en el mismo grupo se recibiria
el mensaje incorrecto.

La teoria de cédigos se encarga de buscar e implementar distintos mecanismos para
enviar la informacién de forma que se puedan corregir el mayor nimero de errores
posible con la menor cantidad de informacién necesaria en cada transmision.

3.1 Conceptos generales

El primer paso a la hora de construir un cédigo corrector de errores es fijar el
alfabeto con el que se va a llevar a cabo la comunicacién. Esto es, un conjunto finito
de simbolos A. Lo mas habitual es utilizar un cuerpo finito IF,, donde g tiene que ser
una potencia de un primo. Ademads, como el objetivo son las transmisiones digitales,
lo méds comun es que sean c6digos binarios, es decir, utilizaremos como alfabeto IF,.

Visto esto, veamos qué es un cddigo y en qué consiste la codificacion.

Definiciéon 3.2. Dado un alfabeto A y un natural n, un cédigo es un subconjunto
C c A". Los elementos de C seran palabras de longitud n.
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3. TEORIA DE cODIGOS

La codificacién es el proceso por el que se transforma el mensaje que queremos
enviar en la cadena que contiene la informacién del mensaje y la necesaria para recu-
perarlo en caso de que llegue con errores:

1. El mensaje original m serd una cadena finita de caracteres de A tan larga como
queramos, pongamos de longitud .

m = (x1,%,...,x) € Al

2. Este mensaje habra dividirlo en submensajes més pequefos, de longitud k, de
forma que [ sea un multiplo de k'. Cada uno de estos submensajes se enviara de
forma independiente.

M= ( (X1, %K) ) (XpatreeorXok) s ooe s (XgstrenrX1) ) € AFx AR x oo AF

3. Cada submensaje se codificard mediante una aplicacién ¢ que envia cada mensaje
de A* a una palabra del cédigo C.

c: Ak - A"
(X1,..0, %) — c(xq,...,x,)€eCcC A"

4. Al final se enviardn I/k palabras del c6digo C, que durante la transmisién pueden
sufrir alguna transformacion, llegando al receptor como c(xy,...,x;) + e, donde e
es el error provocado por el ruido.

5. Los mensajes recibidos se descodificardn mediante una aplicacién d : A" — A*
que verifica

d(c(x1,...,xx)+e)=(x1,...,Xk)

siempre y cuando el error e sea lo suficientemente pequefio. Al unir todos los
submensajes descodificados se recupera el mensaje original.

A la hora de elegir entre un c6digo u otro, son varios los aspectos que hay que tener
en cuenta: En primer lugar, segtn el canal de transmisién, necesitaremos un cédigo
que sea capaz de corregir més o menos errores. Ademas, el objetivo es tener que enviar
la menor cantidad de informacién posible para el mismo mensaje. Notese que las pa-
labras del cédigo son de longitud n, con k simbolos de informacién y n — k simbolos
redundantes para corregir errores. Se denomina tasa de transmisidn al cociente k/n.
Por ultimo, la complejidad de las aplicaciones ¢ y d puede ser importante cuando el
objetivo es automatizarlo por ordenador.

Cuando hablamos de los errores que puede corregir un cédigo es importante distin-
guir entre detectar y corregir. Si utilizdsemos como cédigo el idioma espafol y recibiése-
mos en una transmisién la palabra caxa, seriamos capaces de detectar un error, pero

!Generalmente el pardmetro que tenemos fijado es k y es poco probable que el mensaje que quera-
mos enviar tenga una longitud multiplo de k, pero basta con completar el mensaje original con caracte-
res que no tengan significado, como espacios o ceros, hasta el siguiente multiplo de k méas cercano.
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no podriamos corregirlo por la cantidad de palabras del c6digo que surgirian de cam-
biar una letra (cana, casa, cama, caza, cara,...). El c6digo de repeticién (ejem-
plo 3.1) es capaz de detectar dos errores y corregir uno, y si repitiéramos cada bit cuatro
veces podria detectar tres errores pero igualmente solo corregir uno.”

Con esta idea, es claro que las palabras de un c6digo tienen que ser suficientemente
distintas entre si para evitar confusiones. Las siguientes definiciones ayudan a cuan-
tificar esta diferencia para aquellos c6digos cuyo alfabeto es un cuerpo [, en los que
nos centraremos de aqui en adelante.

Definicién 3.3. Dada una palabra x € IF’, se define el peso de Hamming de x, w(x),
como el numero de coordenadas no nulas de x.

Definicion 3.4. Dadas dos palabras x,y € F', se define la distancia de Hamming de x
e Y como

d(x,y) =w(x-7y)

Se puede demostrar que es una distancia ya que verifica las propiedades de no
negatividad, simetria, la desigualdad triangular y verifica que la distancia entre dos
palabras es 0 si y solo si las palabras son iguales.

La idea es que la distancia entre dos palabras es el nimero de coordenadas distin-
tas entre ellas y el nimero de errores que podra corregir un c6digo esta intimamente
relacionado con la distancia que haya entre las palabras de dicho cédigo.

Definicion 3.5. Se llama distancia minima de C a la distancia més pequefia que hay
entre dos palabras del cédigo.

d(C) = min{d(x,y): x,y €C}

Este concepto es importante por el hecho de que la mayoria de c6digos descodifican
por el método del vecino mas cercano, es decir, recibida una palabra que no esté en el
cédigo, asumiremos que el emisor queria enviar la palabra del cédigo cuya distancia
a la recibida es menor. De esta forma, con un cédigo cuya distancia minima sea 3,
siempre se podra corregir con éxito un fallo tinico en la transmisién, ya que sélo puede
haber una palabra del c6digo a distancia 1. El siguiente lema formaliza esta idea.

Lema 3.6. Dado un cédigo C se verifica que:

1. C puede detectar hasta s errores si d(C) > s+ 1.

1. C puede corregir hasta t errores si d(C) > 2t + 1.

Por ultimo, antes de pasar a ver algunas familias de c6digos, un apunte para sim-
plificar la notacién. A menudo, las n-uplas que forman las distintas palabras las nota-
remos simplemente yuxtaponiendo sus elementos:

x = (x1,%0,...,%,) = X1X5...x, € A"

ZExisten algunos c6digos cuyo tGnico objetivo es detectar errores, sin pretensién de corregirlos, como
es el caso de los DNI esparfioles. Esto es util siempre y cuando se pueda volver a enviar la informacién
en caso de ser incorrecta, como puede ocurrir si alguien comete una errata en su DNI.
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3. TEORIA DE cODIGOS

3.2 Codigos lineales

Los c6digos lineales son los mas conocidos y utilizados en Teoria de Cédigos. Son
aquellos en los que el conjunto C es un subespacio vectorial.

Definicién 3.7. Un [n,k]-c6digo lineal g—ario es un subespacio vectorial C < [F' de
dimensioén k.
Un [n, k,d]—cédigo lineal es un 1, k]—cddigo con distancia minima d.

Una de las ventajas de los c6digos lineales es que, al ser subespacios vectoriales, la
suma de dos palabras del cédigo es una nueva palabra del cédigo, lo que permite el
siguiente resultado que facilita el cdlculo de la distancia minima:

Teorema 3.8. Sea C un c6digo lineal, la distancia minima de C coincide con el peso més
pequeno de una palabra no nula de C.

d(C)=w(C)=min{w(c):0=ceC}

Demostracion:
Sean x e y dos palabras de C tales que d(x,y) = d(C), tenemos que

d(C) = d(x,y) = w(x - ) > w(C)

ya que x —y es una palabra del cédigo.

Por otro lado, sea z una palabra del cédigo tal que w(z) = w(C), se verifica que
w(C) =w(z) =d(z,0)>d(C)

Es decir, tenemos que d(C) > w(C) > d(C) y por tanto

d(C)=w(C)
]
Asi, para calcular la distancia minima del c6digo no es necesario calcular la distan-
M(M-1)

cia entre todos los posibles pares de palabras (para un cédigo con M palabras, —
comprobaciones), es suficiente con ver el peso de cada palabra no nula (M — 1 compro-
baciones).

Por otro lado, hemos dicho que un [n, k]-cédigo lineal es un subespacio vectorial
de dimensioén k, lo que quiere decir que podemos encontrar una base de dicho espacio
formada por k vectores. Esto es, todas las palabras del cédigo se pueden conseguir con
una combinacién lineal de los k elementos de la base, eligiendo convenientemente los
k coeficientes que acompafian a los vectores de la base.

Y viceversa. Cualquier k—upla de I, podemos utilizarla como los coeficientes de los
vectores de la base, obteniendo una palabra del cédigo. Asi es precisamente como va-
mos a codificar. Utilizando el alfabeto [F; dividiremos nuestro mensaje en submensajes
de longitud k, que utilizaremos como coeficientes en una combinacién lineal con los
vectores de la base de C. La palabra del cédigo resultante sera la que trasmitiremos.

Como conclusién tenemos una forma mads intuitiva de entender el nombre de los
cédigos lineales. Un [n, k]-c6digo lineal esta compuesto por palabras de longitud n que
contienen k simbolos de informacién y n — k simbolos redundantes.
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3.2. Cédigos lineales

Ademas, a la hora de trabajar con los cédigos lineales, es sencillo tanto codificar
como comprobar si se han producido errores, gracias a los siguientes conceptos:

Definicién 3.9. Una matriz G € My, cuyas filas forman una base del cédigo lineal C
se denomina matriz generatriz de C.

Definicién 3.10. Llamaremos matriz de paridad o matriz de control de C a una matriz
H € M;—k)xn que verifica
xeC & x-H'=0

Asi, dado un mensaje m de longitud k, se transmitird la palabra x = m -G € C. Al
otro lado de la comunicacioén, se recibird la palabra y que puede, o no, contener errores
y para saber si es correcta, basta con comprobar si el producto v-H' es 0. En caso de
tener errores, veremos mds adelante como corregirlos.

Directamente desde estas definiciones se deduce el siguiente resultado.

Teorema 3.11. Dado un cédigo lineal C con matriz generatriz G y matriz de paridad
H, se verifica
GH' =0

Demostracion:
La demostracion es trivial a partir de la definicién de H. Como las filas de G son
palabras del cédigo, al multiplicarlas por H siempre daran 0.

|

Veamos ahora una forma de sencilla para las matrices generatriz y de paridad. He-

mos visto que la matriz generatriz estd formada por los elementos de una base del

espacio vectorial C, pero esta base no es tnica, por lo que para un mismo cédigo C se

pueden encontrar diferentes generatrices. Ademads, dada una matriz generatriz G se

pueden obtener otras mediante algunas transformaciones que, o bien generan el mis-
mo cédigo, o uno equivalente:

» Permutar filas (o columnas).
» Multiplicar una fila (o columna) por un escalar no nulo.
» Sumar una fila o un mualtiplo de una fila a otra.

Mediante estas transformaciones, dada una matriz generatriz cualquiera se puede
transformar a forma estandar.

Definicion 3.12. Dado un [#n,k]—-cddigo lineal C, diremos que una matriz generatriz G
estd en forma estandar si se puede ver como

G = [IxlA]
donde I es la matriz identidad de orden k y A es una matriz A € My (,_g).

De forma similar podemos definir la forma estdndar de la matriz de paridad, que
ademads verifica la siguiente propiedad.

Lema 3.13. Dado un [n,k]-c6digo lineal con matriz generatriz G = [I;|A], entonces
la matriz H = [-AT|I,_;] es una matriz de paridad de C y la llamaremos matriz de
paridad estandar.
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3. TEORIA DE cODIGOS

Estas matrices en su forma estandar simplifican mucho el proceso de codificacién y
descodificacién ya que la palabra del c6digo contendré explicitamente el mensaje que
se quiere enviar.

Dado un mensaje que queremos enviar por un canal no fiable m = mym,...my, si
a la hora de codificarlo utilizamos una matriz generatriz estandar G, obtendremos la
palabra del cédigo

x=m-G=m-[[|Al =mimy...mpuy... u,_

donde los simbolos u; serdn la informaciéon redundante que permitira comprobar si
durante la transmisién hay errores.

Es mas, cuando la palabra enviada llegue al receptor y compruebe si tiene errores
con la matriz de paridad, si no ha sufrido ninguna modificacién, para recuperar el
mensaje original bastara con quedarse con los primeros k simbolos.

Sin embargo, cuando con la matriz de paridad vemos que el vector recibido no es
una palabra del cédigo, es evidente que ha sufrido modificaciones durante el trayectoy
hay que intentar descubrir qué palabra del c6digo fue la que se envié. Lo mas habitual
y lo que haremos en este texto, como ya hemos mencionado, es utilizar el método
del vecino mas préximo, es decir, suponer que ha habido el menor nimero de errores
posible y por tanto la palabra que se envi6 es la mas cercana a la recibida.

Este método maximizara la probabilidad de acertar la decodificacién siempre y
cuando estemos utilizando un canal simétrico, lo que quiere decir que:

» Cada simbolo tiene la misma probabilidad de ser modificado durante la transmi-
sién y dicha probabilidad es menor que 1/2.

» Siun simbolo se recibe con error, el resto de errores son igualmente probables.

Una vez que ya hemos decidido que vamos a decodificar segtn el vecino més proxi-
mo, el siguiente problema que surge es saber cudl es ese vecino sin necesidad de com-
probar la distancia a todas las palabras del cédigo. Una de las formas de encontrar
esa palabra mas cercana la propuso David Slepian [10] aprovechando la estructura de
subespacio aditivo del c6digo. Veamosla.

Definicion 3.14. Sea C un [#n, k]—-cddigo lineal, visto como subespacio vectorial de IFq”,
y sea a un vector cualquiera de IF". Entonces llamamos clase al conjunto 4 +C definido
por

a+C={a+x:x€C}

Veamos ahora algunas propiedades de estas clases con un teorema y un lema previo.
Lema 3.15. Sea a+C una clase de C y sea b € a+C, entonces
b+C=a+C
Teorema 3.16. Sea C un [n, k]—cddigo lineal g—ario, entonces se verifican

1. Todo vector de I estd en alguna clase.

1. Toda clase tiene exactamente g* vectores.

1. Dos clases son o iguales o disjuntas.
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3.2. Cédigos lineales

Demostracion:

1. | Para cualquier vectora=a+0¢€a+C.

1. | Dada cualquier clase a+C se puede establecer una biyeccién
C—a+C

X—>a+X

por lo que
la+cCl=lcl = q*

11. | Supongamos que dos clases a+C y b+C tienen algin elemento en comun, digamos
v. Entonces tenemos que existen x,y € C tales que

v=a+x=b+y

a=b+(y-x)eb+C

Por el lema 3.15 tenemos que
a+C=b+C

|
Definicién 3.17. Llamaremos lider de la clase al vector de menor peso de cada clase.

Corolario 3.18. Dado C un [n,k]-cddigo lineal g—ario, por el teorema 3.16 tenemos
que [F tiene una particién en s = q" ¥ clases disjuntas

F'=CU (a;+C) U---U (as_; +C)
donde los elementos {0,a;,a,,...,a,_1} son los lideres de cada clase.

Esta particién nos servira para saber qué error es el que se ha cometido durante
la transmisién. El lider de cada clase sera el error cometido siempre que se reciba un
vector de esa clase.

Supongamos que tenemos un cddigo C con distancia minima 3. Es evidente que
ningtn de peso 1 estaran en C. Es mds, sabemos que estardn en clases distintas, ya
que la distancia entre dos palabras de peso 1, por la desigualdad triangular es como
maximo 2:

d(x,v)<d(x,0)+d(p,0) =w(x)+w(y) =2

Por esto, cualquier vector que tenga un solo error, serd miembro de la clase a; +C,
donde a; tiene peso 1 y por tanto es el lider de la clase. Al ver en qué clase esta la
palabra recibida, sabremos exactamente cual ha sido el error cometido y por tanto
cual es la palabra del c6digo que se envid.

Ahora viene el siguiente problema, ;c6mo sabemos a que clase pertenece cada vec-
tor? Es demasiado costoso tener que conocer expresamente a qué clase pertenecen to-
dos los vectores de IF;". Para esto nos servird el siguiente concepto.
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3. TEORIA DE cODIGOS

Definicion 3.19. Dado un [, k]—cdédigo C con matriz de paridad H, definimos el sindro-
me de un vector y € [F como

S(y)=yH"

Es facil de ver, por las dimensiones de la matriz de paridad, que el sindrome de
un vector tiene n — k coordenadas. Ademas, por la definicién de la matriz de paridad,
cuando el sindrome de un vector es 0 es porque el vector es una palabra del cédigo.

S(w)=yHT =0 = yecC

Ahora vamos a ver una propiedad del sindrome especialmente importante para
nuestro objetivo.

Teorema 3.20. Dos vectores u,v € IFq” estdn en la misma clase si y solo si tienen el
mismo sindrome.

Demostracion:
Partimos de dos vectores u,v € IF' que estén en la misma clase y veremos mediante
equivalencias que tienen el mismo sindrome:

u+C=v+C < u-vecl
e (u-v)H =0
e uHT =vH"
— S(u)=S(v)

]

Este resultado nos permite saber a qué clase pertenece cada palabra sin tener que
conocer explicitamente todas. Basta con saber qué sindrome tiene cada clase (o cada
lider de clase) y calcular el sindrome de la palabra en cuestién.

De esta forma, cuando se recibe un mensaje codificado con un cédigo lineal, basta
con multiplicar el vector recibido por la matriz de paridad: Si el producto (sindrome)
es 0 la palabra recibida esta en el c6digo y por tanto no ha habido errores en la trans-
misién; si por el contrario el sindrome no es nulo, basta con saber qué clase es la que
se asocia a ese sindrome y sabremos que el error que se ha producido es el lider de la
clase. Para esto, lo habitual cuando se acuerda un cédigo lineal entre emisor y receptor
es construir una tabla con dos columnas: en una estardn todos los lideres de clases,
que son los posibles errores, y en la otra columna veremos el sindrome asociado a cada
lider. Esta tabla se conoce como la tabla Sindrome-Lider.

Hemos visto, tras definir los lideres de clase, que todos los vectores de peso minimo
son los lideres de su propia clase y, por tanto, cada vez que se recibe una palabra de
esa clase, se sabe que ese es el error cometido. Sin embargo, puede ocurrir que haya
clases que no tengan ninguna palabra de peso minimo. Cuando se recibe un vector de
una de estas clases, sabremos que se han cometido més errores de los que es capaz
de corregir el c6digo, ya que habra varias palabras del cédigo a la misma distancia.
En estos casos en los que sabemos que ha habido errores pero no somos capaces de

3

3Llamamos asi a aquellos vectores cuyo peso es menor o igual que los errores que puede corregir el
codigo. Si la distancia minima es d, se pueden corregir hasta t = Ld—glj errores, y los vectores de peso
minimo serdn aquellos de peso menor o igual que f.
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3.2. Cédigos lineales

corregirlos, lo habitual es solicitar la retransmisién del mensaje. Esto es conocido como
decodificacion incompleta.

Por otro lado, es necesaria una aclaracién sobre el lenguaje en esta seccién. Durante
todo el texto hemos hablado, y hablaremos, de que un cédigo puede corregir cierto
namero de errores en la transmisién. Cuando se estudia la estrategia de decodificaciéon
es habitual hablar en términos absolutos y decir que se encuentra la palabra que se en-
vié. Evidentemente, esto ocurre siempre y cuando en la transmisién haya habido tantos
errores como es capaz de corregir el cddigo o menos. Es posible utilizar un cédigo con
capacidad para corregir dos errores y que en la transmisién haya cuatro simbolos mo-
dificados, por lo que se descodificard de forma errénea. Esto puede ocurrir en cualquier
sistema y con cualquier canal, pero el objetivo es minimizar la probabilidad de que es-
to ocurra. Conociendo el canal se puede saber qué probabilidad existe de error en cada
simbolo y, en consecuencia, elegir un cédigo que con una probabilidad suficientemente
alta sea capaz de corregir estos errores. El calculo de esta probabilidad queda fuera de
los objetivos de este texto, pero se puede consultar en libros de la bibliografia como el
de Raymond Hill [4, Capitulo 6] o el de E. J. MacWilliams y N. J. A. Sloane [7, Capitulo
1.5].

Por ultimo, vamos a ver un ejemplo que ilustre los conceptos vistos en esta seccion
con una de las familias mas conocidas: los c6digos de Hamming.*

Los c6digos de Hamming son una familia de c6digos capaces de corregir un error;
se pueden definir sobre cualquier cuerpo, aunque nosotros veremos un caso binario;
son sencillos de implementar para codificar y decodificar y se definen a partir de su
matriz de paridad de la siguiente forma:

Definicién 3.21. Sea r un entero positivo y H una matriz r x 2" —1 cuyas columnas son
todos los vectores diferentes de IF) en cualquier orden. Al cédigo que tenga a H como
matriz de paridad se le conoce como cédigo de Hamming binario Ham(r, 2).

Se puede demostrar que el c6digo Ham(r,2) esun [2"—1,2" —r—1,3]-cédigo lineal.

Ejemplo 3.22. En este ejemplo vamos a estudiar el [7,4, 3]—codigo lineal binario Ham(3,2):

Solo por ser un [7, 4, 3]—codigo lineal binario, ya sabemos que los mensajes seran palabras
de longitud 4 de unos y ceros, que al codificarlos seran 7—uplas. Ademas, las palabras del
codigo se diferencian entre si en al menos 3 simbolos, por lo que podremos corregir con éxito
un error.

Ahora bien, por la definicion de los cédigos de Hamming, su matriz de paridad es cual-
quiera que tenga como columnas todos los vectores no nulos posibles. Por ejemplo, esta con
los vectores en orden:

0
0
1

o = O

01111
1 0011
1 01 01

Sin embargo, para simplificar el proceso es recomendable escoger la matriz de paridad
estandar, H, reordenando los vectores. Y asociada a esta matriz de paridad, la matriz gene-
ratriz estandar, G, como podemos ver a continuacion.

“No se van a estudiar con detalle en este texto, pero el lector que tenga curiosidad puede consultar
los libros de la bibliografia, [4, Capitulo 8] entre otros.
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01 1 1|1 0O (1) (1)8 8 (1) (1) 1
H=|1 01 1010 G=

1 1 0 1]0 01 00 1071170

0 00 1|1 1 1

En rojo se han marcado las matrices A y —AT, aunque al ser un codigo binario el signo
negativo no influye. Ademas, se puede comprobar en la figura 3.1 que verifican que GHT = 0.
También hay que tener en cuenta que estamos trabajando en el cuerpo IF,, por esto la orden
Mod2> tras hacer el producto de matrices en Mathematica.

18900601 1) G.Transpose[H] // Mod2 // MatrixForm
Sia 1 668 1 6 1 ]
"|lee1e110e0]|
- S L H R T - I

®
=
=
=
=
o

e\
H= |1 11 81 0|;
1. 11 66 1)

00 @O
(S s B v R ]
® 0 90 0

Figura 3.1: Comprobacién G-HT = 0.

Una vez que ya sabemos con qué codigo estamos trabajando, supongamos que queremos
enviar el caracter Z a través de un canal no fiable. En el estandar ASCII, la Z se corresponde
con el codigo numeérico 90, que en binario es el nitmero 1011010, que es el mensaje que
enviaremos. Ademas, como estamos trabajando con un cédigo de dimension 4, hay que di-
vidirlo en submensajes de esta longitud, por lo que afiadimos un cero a la izquierda (que no
influye en la representacion binaria de 90) y lo dividimos en los dos mensajes 0101 y 1010.
Es evidente que el orden en el que se envian los mensajes es importante.

Por tiltimo, desde el punto de vista del emisor, queda calcular las palabras del codigo
asociadas a estos dos submensajes, simplemente multiplicandolos por la matriz generatriz.
Y enviarlas.

{e, 1, e, 1}.G // Mod2

{ey 11 e) 1) e: 1) e}

{1, ©, 1, ©}.G // Mod2

{1, 0,1, 0,1, 0, 1}

Figura 3.2: Calculo de las palabras del c6digo que se van a transmitir.

Se puede comprobar que en ambos casos las palabras que se van a transmitir contie-
nen el mensaje explicitamente (los cuatro primeros simbolos), siendo el resto de la palabra
informacion redundante.

°La funcién Mod2 se ha creado tnicamente para simplificar los cdlculos, pero no aporta nada dife-
rente a la funcién habitual Mod. Mod2[a] = Mod[a,2].
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Por otro lado, el emisor que sabe que va a recibir un mensaje codificado con este codigo,
tiene que construir la tabla Sindrome-Lider, en la que se asocia cada lider de clase con su
sindrome. Como en este ejemplo estamos trabajando con un [7,4]—codigo binario (q = 2),
por el corolario 3.18 sabemos que existen q"~% = 27=* = 8 clases diferentes, siendo una de
ellas el propio cédigo, por lo que nuestra tabla tendra 7 entradas. Ademas, sabemos que los
vectores que solo tienen una coordenada no nula tienen que ser lideres de clase, por lo que ya
tenemos los siete lideres de clase. Para calcular sus sindromes basta con multiplicarlos por la
traspuesta de la matriz de paridad (3.19), como se ha hecho en la figura 3.3 con ayuda del
software Mathematica.

TSL = {};
For[i=1, 1<7, 1++,

Lider Sindrome
1 000 000 011
0100 000 101

v = ConstantArray[@, 7];

vi[i]] =1;
0010 000 110
s = v.Transpose[H] // Mod2; 0 001 000 111
0000 100 100
AppendTo[TSL, {v, s}]; 0 000 010 010

0 000 001 001

1;
TSL // MatrixForm

Figura 3.3: Céalculo de la tabla Sindrome-Lider.

Una vez construida el receptor ya puede decodificar los mensajes. Supongamos que se
reciben los vectores 0111010 y 1010101, en ese orden. El receptor multiplicara ambos vec-
tores por la matriz de paridad para comprobar si son palabras del codigo o, en caso de que
no lo sean, saber cual es su sindrome. Como vemos en la figura 3.4, en la primera palabra ha
habido algtin error, pero la segunda ha llegado tal cual se envid, ya que su sindrome es nulo
y por tanto es una palabra del codigo.

{6,1,1,1,0, 1, 0}.Transpose[H] // Mod2

{1,e, 1,0, 1, 0, 1}.Transpose[H] // Mod2

Figura 3.4: Céalculo del sindrome de las palabras recibidas.

En cuanto al primer vector, hemos visto que no es una palabra del coédigo, por lo que ha
habido algiin error durante la transmision que tenemos que corregir. Para esto nos fijamos
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en el sindrome, 110, que en la tabla 3.3 vemos que se corresponde con el vector que tiene un
uno en la tercera coordenada. Esto quiere decir que la palabra que se transmitio es aquella
tal que x + 0010000 = 0111010, y por tanto la palabra que el emisor envié es 0101010.

Ahora que ya sabemos cuales son las palabras del cédigo que el emisor envio, hay que
decodificarlas para obtener la informacion que queria enviar sin los simbolos redundantes.
En este caso es muy sencillo porque hemos utilizado la matriz generatriz estandar, por lo
que la informacion son las 4 primeras coordenadas de cada palabra, esto es 0101 y 1010,
que uniéndolas obtiene el niimero 01011010. Haciendo el proceso inverso, esta es la repre-
sentacion binaria del nitmero 90, que se corresponde con el caracter Z en el estandar ASCII.
Comunicacion exitosa.

Cabe destacar que este codigo solo funciona cuando en la transmision hay un tinico error.
Supongamos que el emisor quiere enviar la informacion 1110. La codificaria a la palabra
1110000, que es la que enviara. Sin embargo, durante la transmision ocurren dos errores,
en las coordenadas 3 y 5, y llega la palabra 1100100.

Al multiplicar este vector por la matriz de paridad, el receptor obtendra el sindrome 010,
que le llevara a pensar que ha habido un error en la sexta coordenada, corregira a la palabra
del c6digo 1100110 y pensara que la informacion que queria transmitir el emisor es 1100.
De aqui la importancia de elegir bien el codigo que se utiliza para segiin qué canales.

3.3 Cédigos ciclicos

El método Sindrome-Lider que hemos visto en la secciéon anterior es sencillo de
implementar, sin mas que guardar en memoria la relacién de sindromes y errores,
pero se complica cuando trabajamos con cédigos lineales grandes. Es por esto que se
buscan formas mas sencillas de decodificar, manteniendo las buenas propiedades de
los cédigos lineales. Asi surgen los cédigos ciclicos, que son un tipo especial de c6digos
lineales, con la propiedad adicional de que al desplazar los simbolos de una palabra,
el resultado es una nueva palabra del cédigo. Veamos la definicién formal:

Definicion 3.23. Sea C un [n, k]-c6digo lineal g—ario, diremos que es un cédigo ciclico
si dada cualquier palabra ¢ = (cg,cy,...,¢,_1) € C, la palabra c® = (c,_1,¢,¢1,...,Cp_2)
también pertenece a C.

Los cédigos ciclicos son un tipo especial, no muy numeroso, dentro de los c6digos
lineales, pero dado un cuerpo [F; y una longitud de c6digo n > 3 siempre existen al
menos los siguientes c6digos ciclicos en

» El [n,0]-cddigo trivial que contiene inicamente la palabra nula.

» El [n,1]-cdédigo que contiene todas las palabras (a,4,...,a), con a € IFq, llamado el
codigo de repeticion.

» El [n,n—1]-c6digo con todas las palabras ¢ = (cy,cy,...,c,_1) tales que ) ;c; =0,
llamado el cédigo de paridad unitaria (un Gnico digito de control).

» El [n,n]-cdédigo que contiene todas las palabras de longitud n, que es el cédigo
que no tiene digitos de control.
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Para algunos valores de n y de g, estos son los tinicos c6digos ciclicos que existen,
pero a menudo hay otros mas interesantes como veremos mas adelante.

El principal atractivo de los cddigos ciclicos es el hecho de poder ver las palabras del
cédigo como polinomios, y las permutaciones ciclicas como una operacién de médulo
en el anillo de polinomios. Veamos esto con mads claridad, empezando por la relacién
entre las palabras del c6digo y los polinomios.

Definicion 3.24. Dado C un [n,k]—-cdédigo lineal g—ario y una palabra cualquiera del
cédigo ¢ = (cg,¢y,...,¢,-1) €C, se define la funcidn generatriz de ¢ como el polinomio

c(x) = co+ Cy X+ x>+ -+ ¢ x"

Con esta definicidn, la funcién generatriz de la permutacion ciclica de una palabra
del cédigo sera c®(x) = x-c(x) mod x" —1. Con la notacién que hemos visto en el primer
capitulo (2.6), la permutacién ciclica de una palabra c(x) es la forma normal de x - ¢(x)
moédulo x” - 1.

Para simplificar la notacidn, escribiremos [p(x)], para referirnos a la forma normal
de p(x) médulo x" — 1. Asi, la permutacién ciclica de ¢(x) serd

cR(x) = [x- c(x)],

Esta caracterizacién como polinomios es tan util que hablaremos indistintamente
de las palabras como n—uplas o como polinomios. Desde este punto de vista, un cédigo
lineal C sera un conjunto de polinomios de forma que las combinaciones lineales de
polinomios también estan en C; y un cédigo ciclico es aquel en el que para cualquier
palabra del cédigo c(x), [x - c(x)],, también estd en el c6digo.

Lo que hace interesante a los c6digos ciclicos es el hecho de que, como conjuntos de
polinomios, tienen estructura de ideal.

Teorema 3.25. Dado C un [n, k]-c6digo ciclico g—ario, una palabra cualquiera del cédi-
g0 ¢(x) = co+cyx+cyx%+-+-+¢,_1 x""! y otro polinomio cualquiera de F4[x], p(x), entonces
[p(x) - c(x)], también estd en el codigo.

Demostracion:

Supongamos que p(x) = Zpixi con p; € IF;. Tenemos que
i

() ()], = |} _pix'-ct)| =) pife' e,

Sabemos que [xi -c(x)]n es una palabra del cédigo (el resultado de hacer i permutacio-

nes ciclicas a c(x)), y por tanto es una combinacion lineal de palabras del cédigo, que
sabemos que estd en C.
|
Ahora que hemos visto que los cddigos ciclicos se pueden ver como ideales de po-
linomios en una variable, vamos a estudiarlos como tales. Todo ideal de polinomios
univariable tiene un generador, que va a ser el polinomio de menor grado.

Definicién 3.26. Dado un cédigo ciclico C, llamaremos polinomio generador a una
palabra de grado minimo de C. Se suele denotar por g(x).
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Lema 3.27. Dado un cédigo ciclico C con polinomio generador g(x), se verifica que:

1. Si g’(x) es otro polinomio generador de C, entonces ¢’(x) = Ag(x) paraalgin 0 = A €
IF.

1. Si p(x) es un polinomio tal que [p(x)], es una palabra del cédigo, entonces g(x)
divide a p(x).

Como puede haber varios polinomios generadores, es habitual utilizar el polinomio
generador moénico por simplificar, aunque son equivalentes todos.

Ahora estamos en condiciones de demostrar uno de los resultados mas importantes
de esta seccién: la correspondencia biunivoca entre los cédigos de longitud n y los
divisores de x" — 1.

Teorema 3.28. Se verifica que

a) Dado C un [n, k]—cédigo ciclico g—ario, su polinomio generador g(x) es un divisor
de x"—1. Ademas, un polinomio c(x) = co+cjx+cx%+---+¢,_1x"! estd en el c6digo
siy solo si es divisible por g(x). Se verifica que k =n—gr(g).

b) Reciprocamente, si g(x) es un divisor de x" —1 € IF,[x], existe un [, k|-cédigo ciclico
g—ario con g(x) como polinomio generador tal que k = n— gr(g), formado por todos
los multiplos de g(x) de grado menor o igual que n—1.

Demostracioén:
En primer lugar vamos a demostrar el apartado a). Partimos del supuesto de que C es
un [n, k]—-cédigo ciclico g—ario y g(x) es su polinomio generador.

» Es evidente que [x" — 1], = 0 es una palabra de C y por el lema 3.27 tenemos que
g(x) divide a x" — 1.

= | Sic(x) es una palabra del cédigo, [c(x)], = c(x) y por el lema 3.27 sabemos que es
divisible por g(x).

< | Dado un miiltiplo de g(x) con gr(g) < n—1, es claro que es una palabra del cédigo
por la estructura de ideal de C.

» Como todas las palabras del cé6digo son multiplos de g(x), se pueden ver como
c(x) = g(x)-p(x) para algun polinomio p(x). Como el grado de c(x) es menor o igual
que n—1, el grado de p(x) tiene que ser, a lo sumo, gr(p) <n—-1-gr(g). Es decir,
la palabra asociada a p(x), que coincide con la dimensién de C, es k = n—gr(g).

Ahora pasamos a demostrar el reciproco b):
Partimos de un divisor de x" — 1, g(x). Es facil ver que el conjunto de multiplos de
g(x) de grado menor o igual que n—1 es un espacio vectorial (la suma y el producto
por escalares se quedan en el conjunto) y por tanto un [n, k|-cédigo lineal, siendo k el
grado de los polinomios por el que se puede multiplicar g(x) y que resulte en grado
menor o igual quen—1, esto es, k =n—gr(g).

Queda por demostrar que es un cédigo ciclico, para lo que hay que comprobar que
la permutacién ciclica de cualquier palabra se queda en el cédigo. Dado una palabra
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del cédigo cualquiera p(x)g(x) hemos visto que su permutacion ciclica es [x - p(x)g(x)],
y utilizando que g(x) divide a x" — 1 tenemos:

[x - p(x)g(x)], mbdulo g(x) = x - p(x)g(x) médulo g(x) =0

Y por tanto [x - p(x)g(x)], es un multiplo de g(x) y estd en C.
|
Este teorema muestra la importancia del polinomio generador, pero a la hora de
utilizar un cédigo ciclico puede ser igual de importante el polinomio de paridad:

Definicion 3.29. Dado C un [n, k]-c6digo ciclico g—ario con polinomio generador g(x),
llamaremos polinomio de paridad h(x) al polinomio resultado de:
n
-1
hix) = =
g(x)

Por ultimo, vamos a presentar dos corolarios con distintas matrices generatrices y

de paridad.

Corolario 3.30. Dado C un [n, k]-cédigo ciclico g—ario cuyos polinomios generador y
de paridad son g(x) = go+ g1 X+ -+ &x" y h(x) = hg+ hyx +--- + hx* respectivamente, si
definimos /1 = hy+hj_1 x+---+hyx* como el reciproco del polinomio de paridad, entonces
las siguientes son sus matrices generatriz y de paridad:

0 g & o & 0 - 0 X'g(X)
G= : ‘. : : = xz'g(x)
0 .
0 0 % & g 1 g(x)
hk hk—l hO 0 B (] ]jl(X)
0 hk hk—l hO o --- 0 X-Ijl(x)
H = : ’ : = xz'fl(x)
: . .0 :~
0 oo e 0 My Mgy e e hy x" 1 h(x)

Ademas, para codificar un vector m = (mgy, my,...,m;_;) como la palabra c = m- G,
se puede calcular utilizando polinomios ya que se verifica la igualdad

c(x) = m(x)g(x)

Utilizando las matrices de este corolario es muy sencillo codificar un mensaje, sin
mas que multiplicar su funcién generatriz por el polinomio generador del cédigo, pero
a la hora de calcular el sindrome de un mensaje recibido no hay otra forma que utilizar
el producto de matrices, que puede ser muy costoso.

Es por esto que se suelen utilizar las matrices sistematicas que se describen en el
siguiente corolario que, a pesar de ser algo mas complicadas de calcular, simplifican la
forma de codificar y descodificar.
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Corolario 3.31. Dado C un [n,k]-cddigo ciclico g—ario cuyo polinomio generador es
g(x)=go+Q1x+---+gx", paracadai =0,...,k — 1 definimos G; como el vector cuya
funcién generatriz es el siguiente polinomio:

Gi(x) = x"" + (x™* mod g(x))

Utilizando estos k vectores como filas definimos la matriz generatriz como:

Gi-1

De forma similar definimos los vectores H; que seran las columnas de la matriz de
paridad H:

H;(x) = x/ mod 2(x) H= (HOT HlT HnT_l)

Ademas, para codificar un mensaje m basta calcular el polinomio
c(x) = x"m(x) — (x"m(x) mod g(x))
Y el sindrome s de un vector recibido r se puede calcular como
s(x) = r(x) mod g(x)

Estas matrices se conocen como sistematicas porque incluyen la matriz identidad,
lo que hace muy sencilla la decodificacién. En este caso, la matriz identidad la forman
las k columnas de la derecha de G.

Para comprobarlo basta con estudiar la forma de sus vectores fila:

Gi(x) — xr+i + (xr+i mod g(x))

Como g(x) tiene grado r, cualquier polinomio en forma normal respecto a g(x) tendra,
como méximo, grado r—1, por lo que el tinico monomio con grado r o més de G; es X,
Es decir, la tinica coordenada no nula a partir de la r—ésima es un 1 en la r + i—ésima,
por lo que las altimas k columnas forman la matriz identidad.

De forma similar, en H la matriz identidad la forman las r primeras columnas, ya
que los r polinomios H;(x) con grado menor o igual que r—1 ya estdn en forma normal
respecto a g(x), por lo que las tinicas coordenadas no nulas en dichas columnas serdn
los 1 de la fila j—ésima.

Ejemplo 3.32. El cédigo de Hamming Ham(3,2) del ejemplo 3.22 se puede ver como un
cédigo ciclico con polinomio generador g(x) = 1+ x + x3. Recordamos que este ejemplo es un
[7,4,3]-cbdigo lineal.

Para calcular el polinomio de paridad, como es un codigo de longitud 7, dividimos x” — 1
entre g(x) v obtenemos

7
x' =1
h(x) =xt+x%+x+1

Cox3+x+1

34



3.4. Codigos BCH

Con este polinomio ya podemos calcular unas matrices generatriz y de paridad para este
codigo ciclico segun el corolario 3.30.

G: H:

(1J (1) 1011100
11 01 01110
0 1 00101171

_ o = O

0
0
1
0

_ o O O

11
01
00
00

Sin embargo, ya hemos mencionado que es preferible calcular las matrices sistematicas
del corolario 3.31 para facilitar los calculos:

Hy=1 modx®+x+1=1

Gop=x>+(x>mod x> +x+1)=x>+ (x+1) Hi=x modx®+x+1=x
Gy =xt+ (xtmod P +x+1) =x*+ (x? + x) Hy =x>mod x> +x+1 = x>
Gy=x>+(x°mod x> +x+1)=x>+(x>+x+1) Hy=x"mod x> +x+1=x+1
Gy =x+(x® mod x® +x+1)=x0+ (x> +1) Hy=x*mod x> +x+1=x>+x

Hs=x>mod x> +x+1=x>+x+1

He=x%mod x> +x+1=x>+1

Y por tanto las matrices generatriz y de paridad sistematicas son

G = H={01011T10
1110010 00101 11
1 01 0001

Es facil comprobar que estas matrices de paridad se corresponden con el cédigo de Ham-
ming, ya que las columnas de H y H’ verifican la definicion 3.21. Para comprobar que las
matrices generatrices también son correctas bastaria comprobar G-H=0y G"-H’ = 0.

Por tiltimo, notar que las matrices sistematicas se pueden ver como

G =[A|L] H’:[I3| —AT]

3.4 Cédigos BCH

Ya hemos visto (3.21) que los cdédigos de Hamming son una familia de c6digos de
distintas longitudes y dimensiones, pero que siempre son capaces de corregir un tinico
error. Esto puede no ser suficiente en muchas situaciones, por lo que surge la necesi-
dad de buscar c6digos capaces de corregir mas errores. Dichos cddigos de Hamming
pueden corregir un error anadiendo r simbolos de informacién redundante, que se
traducen en tener una matriz de paridad con r filas

H:(UO v ... vn—l)

donde v; son los 1 vectores columna de IF;.
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La intuicién nos dice que si anadiésemos otros r simbolos redundantes podriamos
corregir un error mas, es decir, otras r filas donde w; son los mismos vectores de IF;
aunque no necesariamente en el mismo orden. De hecho, podemos ver los w; como el
resultado de aplicar f, una biyeccién de IF] en si mismo, a los vectores v;.

H= Vo Vi ... Uy ):( Vo 71 Vu-1
Wo Wi ... Wy fwo) f(v1) - f(vu)

Sin embargo, no cualquier eleccién de f sirve para construir un cédigo capaz de co-
rregir mas de un error, ya que hay que asegurar que todos los vectores de peso menor o
igual que 2 tienen sindrome distinto. De otra forma, al obtener un sindrome asociado
a dos de estos vectores, no sabriamos decidir cudl de los dos ha sido el error cometido.
Se puede comprobar que esto no es posible si f es lineal, por lo que hay que buscar la
forma de multiplicar entre si los vectores de forma que esta multiplicacién sea consis-
tente con la estructura de espacio vectorial. Esto es posible si vemos los vectores de IF;
como elementos del cuerpo finito (o de Galois) [F,r.

Ahora, las funciones f : IFr — IF,r se pueden ver como polinomios. Ya hemos dicho
que las funciones lineales, polinomios de grado 1, no funcionan; y se puede comprobar
que los de grado 2 tampoco, pero f(v) = v* si funciona.

Para dejar claro el cambio de punto de vista, vamos a cambiar la notacién para iden-
tificar como (ag,ay,...,4a,_1) a los elementos de IF,r que denotabamos por (vy, vy,...,v,_1)
al considerarlos en IF;.

Con todo esto tenemos que la matriz de paridad

_ ag 41 ... 4u—1
H= a a’ a’
0 1 - n-1

define un cddigo lineal de longitud n = 2" — 1 capaz de corregir 2 errores. Ademas, si
volvemos a ver los elementos de [F)r como vectores de [F,, H estara compuesta de 2r
filas y por tanto estamos hablando de un c6digo binario de dimensién k = 2" -1 - 2r.

Los c6digos BCH precisamente generalizan esta construccién para cualquier nime-
ro de errores, como muestra el siguiente teorema:

Teorema 3.33. Sean (ag,4aq,...,4,_1) una lista de n elementos no nulos diferentes de I,
y t un natural tal que ¢t < %, entonces la matriz

ap a1 e Ay
P A
H= ]
2t—1 2t-1 2t—1
610 611 Eln_l

es la matriz de paridad de un cédigo de longitud n capaz de corregir t errores y de
dimensién k > n—rt.

Este c6digo se puede ver como el conjunto de palabras ¢ = (cy,cy,...c,_1) que verifican
este sistema de ecuaciones:

n—1
c;al =0 j=1,3,5,...,2t-1 (3.1)

i=0
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O equivalentemente

cal=0  j=1,23,..,2t
i=0

Definiciéon 3.34. Los cddigos descritos en el teorema 3.33 se conocen como cdédigos
BCH.

La importancia de esta familia de c6digos no viene de su estructura, hay cédigos
capaces de corregir mas de un error con mas dimensién y menos longitud, si no del
hecho de que se pueden ver como cédigos ciclicos facilitando mucho su codificacién y
decodificacién.

Lo unico que hace falta para que el c6digo BCH sea un cédigo ciclico es elegir
correctamente el orden de los elementos de [F,-. Este orden es

(1,a,a%,...,a" ")
donde #n tiene que ser un divisor de 2" —1 y a es un elemento de IF,» de orden #, es decir,
a=1.

Con esta eleccion de los elementos de H, la ecuaciéon 3.1 quedaria como

n—1 N
Y aal=0  j=1,35..,2-1
i=0

o equivalentemente, viendo ¢ como un polinomio
c(a)=0 i=1,3,5...,2t-1 (0 j=1,2,3,...,2t)

Para ver que es un c6digo ciclico, vamos a comprobar que la permutacién ciclica
de una palabra del cédigo también verifica estas ecuaciones. Sea c(x) una palabra del
c6digo, su permutacion ciclica es c®(x) = [x - c(x)],, es decir,

K

c(x)=x-c(x)+p(x)(x" —1)

para algtn polinomio p(x). La ecuacién j—ésima para ver si cR esté en el c6digo sera
Ra)y=dl - c(al)+p(a)(a" -1)

pero sabemos que c(a/) = 0 porque c es una palabra del c6digo y que a" = 1 ya que a
tiene orden n. Con esto se comprueba que cR(a/) = 0 y por tanto es un cédigo ciclico.

Ahora bien, por ser un cédigo ciclico, sabemos que debe tener un polinomio gene-
rador, que por definicién es el polinomio de menor grado que verifique

8(a) = g(a) =+ = g(a® 1) = 0

El problema para calcularlo es que las sucesivas potencias de a son elementos de IF,r,
mientras que g(x) queremos verlo como el polinomio generador de un c6digo binario,
por lo que sus coeficientes estan en IF,.

Los siguientes resultados permiten calcularlo utilizando conceptos de la Teoria de
Galois.
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Definicién 3.35. Dado un elemento a € ]qu, se definen los conjugados de a como los

., 2 k-1 , e
elementos de la sucesién a,a47,a7,...a7 donde k es el menor numero que verifica
k
a? =ay que llamaremos grado de a.

Definicién 3.36. Dado un elementoa € Iqu, llamaremos polinomio minimo de 4, p,(x),
al polinomio de menor grado con coeficientes en [F, que verifica p,(a) = 0.

Este polinomio es irreducible sobre IF;, pero en [F;r se puede ver como

pa(x) = (x—a)(x—a%)(x— aqz)... (x — aqk_l)

por lo que el grado del polinomio minimo coincide con el grado de a.

El polinomio minimo de un conjunto de elementos {a;,4a,,...,4a,,} es el polinomio
de menor grado con coeficientes en [F, que verifica p(a;) = p(az) = --- = p(a,) = 0.
Visto asi, el polinomio generador de un cédigo BCH sera el polinomio minimo de A =
{a,a,a%,...,a°"1).

Asi, en el caso binario, si definimos A* como el conjunto de todos los conjugados de

los elementos de A, A*={p%: pe A, i>0},el polinomio generador del cédigo serd

PeA*

Vamos a resumir el caso binario de estos resultados en un solo teorema y vemos un
ejemplo para clarificar.

Teorema 3.37. Dado un natural r, un elemento a de IF,» de grado n y un natural ¢ que
verifique t < %, podemos definir un c6digo BCH ciclico binario de longitud n, capaz
de corregir t errores, tal que una palabra c(x) esta en el c6digo si verifica las siguientes
t ecuaciones:

c(a)=0 j=1,3,5...,2t-1

Ademds, el polinomio generador de este c6digo es el polinomio minimo sobre IF, de
3 5 2t-1
A=laa’,a’,...,a }

que se calcula como

donde A*={p%: peA, i>0}.

Ejemplo 3.38. Consideremos C un cédigo BCH con r = 4, de longitud n = 15 y capaz de
corregir t = 3 errores. Y sea a un elemento de IF,¢ de orden 15 (al®>=1).

El polinomio generador de C serd el polinomio minimo del conjunto A = {a,a a’}. Y los
conjugados de estos elementos son:

= Los conjugados de a son {a,a’,a* a8}, ya que a'® = a.

18 _ 3

348,012,024 = a%) ey

= Los conjugados de a® son {a>,a®,a , yaque a

= Los conjugados de a son {a>,a'?}.
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Y por tanto, el conjunto de los conjugados es
A ={a,a2,a3,a% a5, a5,a%,a°,a'°, a'?)

por lo que sabemos que g(x) tendra grado |A*| = 10, que sera el producto de los polinomios
minimos de a, a® Y a.

Para calcular explicitamente estos polinomios minimos, y por tanto g(x), hay que utilizar
una representacion concreta de IF ¢. En este ejemplo vamos a verlo como el conjunto de
potencias de un elemento a que verifica a* = a+ 1. Los elementos de este cuerpo los vamos a
ver como polinomios en a de grado menor o igual que 3, por ejemplo a’ = a*a® =a3(a+1) =
atvrad=ad+a+1.

Asi, el polinomio minimo de a es, por definicion,

Yix+1

p1(x) =x

El polinomio minimo de a® es un polinomio de grado 4 (porque son 4 conjugados),

p3(x) = o4x* + 03%3 + 02x% + 01x + 0y, con 0; € [y, que verifica p3(a®) = 0. Vamos a cal-
cularlo. En primer lugar, las potencia de a>:

» (@) =ab=a%a+1)=a’+a?

3 3

w @B =’ =a*ta=(a+1)a+1)a=(*+1a=a’+a

s (B =+ Da+1)a+1)=@+D)a+1)=a’+a’>+a+1
Con esto calculado, tenemos que

p3(a3) =oy(a® +a’+a+1)+03(a® +a)+ 0y(a® + a®) + 0ya° + 0

:a3(04+ 03+ 03 +0"1)+a2(04+02)+a(04+03)+04+00 =0

0; , ue 04 = 03 = 0H = 07 = 0y, POT ue la tinica
Como los o; son elementos de TF,, tenemos que oy 3 2 1 o0, por lo que la tinic
solucion no trivial es que el polinomio minimo de a® sea

e x?ex+1

p3(x) =x
De forma andaloga se puede calcular el polinomio minimo de a°, que a priori sabemos que
serd de grado 2, y que resulta ser

ps(x) =x*+x+1

Finalmente, el polinomio generador de este codigo BCH ciclico es

3

2(x) = p1(x)p3(x)ps(x) = (x4+x+ 1)(x4+x +x%+x+ 1)(x2 +x+1)

4

g)=x0+ ¥+t x+x+1

Estos c6digos BCH, con la construccién que hemos visto como c6digos ciclicos bi-
narios en el teorema 3.37, los podriamos utilizar como cualquier otro cédigo binario,
codificando y decodificando segun el corolario 3.31, pero existen algoritmos mas efi-
cientes. Un ejemplo de ello es el que vamos a estudiar en el siguiente capitulo utilizan-
do bases de Grobner.
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A modo de adelanto, con este algoritmo vamos a codificar un mensaje m, visto como
un polinomio, simplemente multiplicdndolo por el polinomio generador.

c(x) = m(x)g(x)

A la hora de decodificar, sera necesario calcular los sindromes que definimos a con-
tinuacion.

Definicion 3.39. Sea un [n,k]-cédigo BCH ciclico binario C construido utilizando el
elemento a € IF,» de orden n. Dado un mensaje recibido r(x), se definen los sindromes
de r(x) como '

s; =r(a') i>0

Un receptor que se esté comunicando con este c6digo, recibird un mensaje que es
susceptible de tener errores r(x) = c(x) + e(x). El sindrome que acabamos de definir
depende tnicamente del error de transmision, ya que por la definiciéon del cédigo

s;=r(a')=c(a')+e(a') = e(a’) i>0
Si la palabra estuviera en el c6digo, todos los sindromes serian nulos y viceversa.

Por ultimo, vamos a hacer un inciso para ver cdmo trabajar con cuerpos finitos con
el software Mathematica:

Los también llamados Cuerpos de Galois estan implementados en Mathematica co-
mo un paquete independiente, FiniteFields, que hay que instalar con una orden sen-
cilla antes de poder utilizarlo. El manual completo de este paquete se puede encontrar
en la web [11].

Los distintos cuerpos se definen con la orden GF[_], pero hay varias elegir los ar-
gumentos. La mds sencilla consiste en definir el cuerpo IF,r como GF[q,r]. Sin em-
bargo, si se quiere definir a partir del polinomio minimo hay que utilizar la sintaxis
GF[q,{rg,ri,r,,...}] para definir un cuerpo g—ario con polinomio minimo

ro+ M X+7x>+--=0

Como muestra, el cuerpo utilizado en el ejemplo 3.38 se define con GF[2,{1,1,0,0, 1}].
La forma canodnica de definir los elementos de estos cuerpos es como una n—upla,
entre llaves y entre corchetes tras el nombre del cuerpo, con los coeficientes del po-
linomio sobre el generador del cuerpo que lo define. Precisamente, el generador sera
GF[q,r][{0,1}]. Estos elementos se pueden sumar, multiplicar y dividir con normali-
dad.
Para terminar, un ejemplo sencillo de utilizacién de este paquete.
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3.4. Codigos BCH

<< FiniteFields"

Fl6 = GF[2, {1, 1, ©, ©, 1}] a8

GF_ZJ '..11 1) e; BJ 1 ‘-_1; BJ 1) 92

a=Fle[{e, 1}] mn*2 s a3

’.91 1: a: 9}2 ‘.eJ BJ 1J1:"2

PowerList [F16]

1 1: e) 919 3 9: 1; 9_, 9_'; 9_, e; 1.. 9}, 3, 9, BJ 1_': 11 1: 9, ej')
‘6)111193‘91631:13‘1:13311:'1 1:6)1:BJ‘9)1J9111
1) 1: 119 » @, 1J 1: 1.’J 1: 1J 1: 1:’: 1: BJ 1: 1.‘: 1) BJ 911

Figura 3.5: Ejemplo de uso del paquete FiniteFields.
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Algoritmo para decodificar codigos BCH
utilizando Bases de Grobner

En este capitulo vamos a ver un método para decodificar los cédigos BCH ciclicos
binarios que hemos visto en la seccién anterior. Para esto, vamos a utilizar la potencia
de las bases de Grobner en un método puramente algebraico presentado por varios
autores del IEEE! [3].

En la seccién 3.2 de este texto vimos un método para decodificar cualquier cédi-
go lineal, la tabla Sindrome-Lider, que consiste en calcular un sindrome y buscar en
una tabla a qué error corresponde dicho sindrome. Este método es sencillo de imple-
mentar, pero ya mencionamos que es muy costoso porque hay que almacenar mucha
informacién en memoria. Para el c6digo del ejemplo 3.38, de longitud 15 y capaz de
corregir 3 errores, habria que almacenar el sindrome-lider de todos los posibles errores
de longitud 3 o menos. Esto es, (135) + (125) + (115) = 2955 entradas almacenadas, para un
cédigo relativamente pequefio. Mas de 20 millones de entradas en un cédigo de lon-
gitud 31 capaz de corregir 5 errores. Por esto, seria deseable un método por el que no
hubiera que buscar una coincidencia, sino que el resultado de cierto algoritmo fuera
el error directamente. Esto es, un método puramente algebraico como el que vamos a
presentar.

Por otro lado, hay algunos métodos que mejoran la eficiencia de los algoritmos de
buisqueda, pero a cambio no son capaces de corregir todos los errores que permite el
cédigo, por lo que se pierde potencia del cédigo. El método que veremos a continua-
cién, sin embargo, si es capaz de corregir todos los errores que permite la distancia
minima del cédigo.

La idea general de este método es la siguiente. Con los sindromes de la palabra
recibida se generardn una serie de ecuaciones con tantas variables como errores quera-
mos corregir. Con los polinomios asociados a estas ecuaciones calcularemos una Base
de Grobner y un ideal de eliminacién con una tnica variable. Las raices del polinomio
generador de este ideal nos indicaradn las posiciones de los errores.

Veamoslo con detalle.

En primer lugar, recordamos que estamos trabajando con un cédigo BCH, de lon-
gitud n, disefiado para poder corregir t errores y definido de forma que un polinomio
estd en C si verifica

c(a’) =0 i=1,3,5,...,2t—1

donde a es un elemento de [F,r de orden n. Ademas, n tiene que ser un divisor de 2" -1
y se verifica t < 51. Como cualquier cdigo ciclico, tiene un polinomio generador g(x)
que se puede calcular segtun indica el teorema 3.37.

También sabemos que, dado un mensaje m(x), se codifica multiplicindolo por el
polinomio generador: c(x) = m(x)g(x). Y dado un mensaje recibido r(x), se calculan sus
sindromes como

s; =r(a') i=1,3,5,...,2t -1

nstitute of Electrical and Electronics Engineers
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4. ALGORITMO PARA DECODIFICAR cODIGOS BCH uTtiLizANDO BASES DE GROBNER

Estos sindromes se pueden ver como una suma de potencias con tantos términos
como errores hayan ocurrido,
i i
SZ _Zl +22+“‘+ZV
donde v es el nimero de errores de transmisién, z; = a“ y ¢; indica la posicién del
error.

El objetivo de la decodificaciéon es encontrar las v posiciones de error a partir de los
sindromes s;. Esto es equivalente a resolver el sistema de ecuaciones

Si=X]+X5+ - +X, i=1,3,5,...,2t—1

donde x; € Fyr y x}“l = x;. Las soluciones de este sistema también anulan el denomina-
do polinomio localizador de errores, definido para cualquier error corregible como

j=1

La existencia y unicidad” de una solucién para este sistema de ecuaciones viene
dada por el hecho de que cada error de longitud ¢ o menos tendrd un conjunto de
sindromes distinto.

Sin embargo, como a priori no sabemos cudntos errores ha habido en la transmisién,
definiremos el siguiente sistema de ecuaciones, siendo w el namero de errores que
creemos que ha podido haber.

si:xi+x§+~~~+xfy i=1,3,5,...,2t-1 (4.1)
n+1 —x.

X] j

i=12,...,w
Segun el resultado que obtengamos, sabremos si hemos acertado el niimero de errores,
hay mds o menos.

Al conjunto de polinomios que generan estas ecuaciones lo llamaremos F, que sa-
bemos que es un subconjunto de [F,[xy,x»,...,%,], y al ideal generado por estos polino-
mios, I(F). Recordando la definicién 2.26, vamos a considerar el ideal de eliminacién
de I(F) respecto de x1, es decir, I(F) N [F,[x;]. Este es un ideal en una sola variable y
como tal, estd generado por un tnico polinomio al que llamaremos g;.

Ahora pensemos en las soluciones de este sistema. Estas son w—uplas cuyas coor-
denadas denotaran las posiciones en las que ha habido errores. Definimos el conjunto
de todas estas coordenadas como

E={p:(z1,23,...,B,...,2y) es una solucién del sistema}
Con todo esto, estamos en condiciones de presentar el resultado mas importante

para el algoritmo de decodificacién que vamos a presentar. La idea es que el polinomio
g1(x1) se anula en todos los elementos de E.

2Salvo el orden, ya que por la simetria del sistema se pueden permutar las posiciones de una solucién
y seguird verificando las ecuaciones.

44



Proposicion 4.1. Sea g; € FF,[x;] el generador ménico del ideal I(F) NIF(x;] y E el
conjunto de las coordenadas de todas las soluciones de (4.1), entonces

ax)=| [ +p)

PEE

La idea de la demostracion es sencilla. Para cualquier elemento de E, existe un vec-
tor solucién del sistema z = (zy,25,...,B,...,2y), pero por la simetria de los polinomios
de F, el vector (B,z1,25,...,2,) también serd solucién del sistema, por lo que todos los
elementos de E son la primera coordenada de algun vector solucién, y por tanto son
solucién de los polinomios de IF,[x;] del ideal.

Con esto llegamos al corolario en el que se basa el algoritmo que vamos a presentar.

Corolario 4.2. Si ha habido v errores, para un nimero de errores supuesto w menor
que el nimero de errores que puede corregir el cddigo ¢, el polinomio generador moéni-
code I(F)NIF,[x1], g1(x;) verifica que

I g1(x)=1parav>w.

(x1)
. g1(x1) =L(x;) parav =w.
. g1(x1) =x1L(x) parav=w-1.
v. gi(x)) =x" +x; parav<w-2.
Demostracion:

Sabemos que todo polinomio de error de longitud menor o igual que t tiene asociado
un conjunto de sindromes distinto. Teniendo esto en cuenta, llamaremos zy,z,,...,2, a
los elementos que indican la posicién de los v errores.

1. | Como el sistema de ecuaciones (4.1) tiene menos variables que errores ha habido,
no existe ninguna combinacion de w elementos que den lugar a estos sindromes,
por lo que el sistema no tiene solucién y por tanto I(F) = [(F)NTF[x;] =<1 >.

1. | Comov =w, E ={zy,2,,...,2,} y por la proposicién 4.1 tenemos que g;(x;) = L(x;).

ur. | Comov = w—1 < t, la tnica forma de obtener los sindromes del sistema con w
variables es con los elementos E = {zy,z,,...,2,,0}, y por tanto

v

g1(x1) = l_[(xl +B)=x I_[(X1 +2;) = x1L(x)

BeE i=1
1v. | Parav <w -2, sabemos que
Si=21+2y++ 2, +Y+V=21+2,+ -+ 2,

por lo que cualquier elemento y de [F)r puede ser solucién. Por tanto, E = Fyr y

ax) = [w+p =] [xi+b)=2"+x

ﬂEE bEIPzr
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4. ALGORITMO PARA DECODIFICAR cODIGOS BCH uTtiLizANDO BASES DE GROBNER

Lo que implica este corolario es de suma importancia. Con una suposicién correcta
sobre el numero de errores, se definen una serie de ecuaciones a partir de unos sindro-
mes faciles de calcular; se calcula una Base de Grobner de estos polinomios con un
orden lexicogréfico y el ideal de eliminacién asociado a la variable mas pequefia nos
lleva directamente al polinomio localizador de errores. Es mas, si la suposicién no es
correcta, sabremos si es por exceso o por defecto y podremos repetir el proceso con una
mejor suposicion.

Veamos el algoritmo con detalle.

Algoritmo de decodificacion

Partimos de la suposicién de que nos llega un mensaje r(x) codificado con un cédigo
BCH ciclico binario de longitud n capaz de corregir t errores, construido a partir de un
elemento a € IF,r de orden n|2" — 1.

1. En primer lugar, calculamos los t sindromes
s; =r(a') i=1,3,5,...,2t -1

Si todos estos sindromes son 0, la palabra no ha sufrido modificacién y c(x) = r(x).
Fin del algoritmo. En caso contrario, ha habido errores y seguimos al siguiente
paso.

2. Hacemos una suposicién sobre el nimero de errores que puede haber en r(x),
digamos w. Esta suposicion se puede hacer como el nimero esperado de errores,
si conocemos la probabilidad de error del canal; suponiendo que ha habido el
minimo posible de errores (w = 2); o el médximo que puede corregir el cédigo
(w=t)>.

3. Definimos el conjunto de t + w polinomios F

X1+Xp+--+Xy,+51

3 3 3

2t-1 2t-1 x2t—1

Xl +X2 + e+ w +52t_1
F =

X4 x

X 4 x,

x4 x,

4. Calculamos una Base de Grobner G del ideal generado por F con un orden pura-
mente lexicografico.

5. Calculamos el ideal de eliminacién respecto de x; (la variable mds pequena), sin
mas que elegir el inico polinomio de G que solo contenga la variable x;. A este
polinomio lo llamamos g;(x).

3Esta dltima a priori no es recomendable ya que el paso 4. con w mds pequefias es mucho més
sencillo computacionalmente.
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6.

9.

10.

Segun el valor de g (x) distinguimos varios casos:

» Si g1(x) = 1, hemos supuesto menos errores de los reales. Cambiamos
w =w+ 2 y volvemos al paso 3.

= Si g;(x) = x""! + x, hemos supuesto més errores de los reales. Cambiamos
w = w — 2y volvemos al paso 3.

» Sino se da el caso anterior, pero g;(0) = 0, calculamos el polinomio localiza-

dor de error como L(x) = ng(x).

» Sino se da ninguno de los casos anteriores, L(x) = g (x).

. Con el polinomio localizador calculado se buscan sus v raices (probando qué

elementos de [F,r anulan L(x), por ejemplo), que serdn de la forma 4%, donde
0 <e; <n-—1eslaposicién del i-ésimo errory 1 <i <.

El polinomio de error serd e(x) = ) 7_; x°.
La palabra del c6digo que se envié fue c(x) = r(x) + e(x).

El mensaje original es el polinomio m(x) = e

Para programar este algoritmo, lo recomendable es elegir el c6digo BCH concreto
que va a decodificar, puesto que hacer un algoritmo genérico seria ineficiente: habria
que especificar en los parametros las caracteristicas del cddigo cada vez que se use.

En la siguiente figura podemos el ver un programa para decodificar el cédigo del
ejemplo 3.38, pero estd escrito de forma que sea facil de modificar para adaptarlo a
otros cédigos ciclicos binarios.
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4. ALGORITMO PARA DECODIFICAR CcODIGOS BCH uTiLizANDO BASEs DE GROBNER

DecodBCH[r_] := Module[[g, t, n, F16, a, Elem, s, i, w, F1, F2, F, G, RG, IE, L, pe, e, c, m},

(¢ ——————- Aspectos generales del cddigo -——------— - e e *)
E=%x"10+x"8B +x"5+ x4+ x*2+x+1; (+ Polinomio generador del cdédigo *)
t=3; (+Nimero de errores que puede corregir el cddigo *)
n= 15; (+ Longitud del cédigo =)

Fl6 = GF[2, {1,1, 0,0, 1}]; (* Cuerpo finito sobre el que trabajamos+)

a=F16[{©, 1}]; (* Elemento del cuerpo de orden n *)

Elem = Table[a”i, {i, 1, 15}];

(® —cemmme Cdlculo de sindromes y construccién del sistema - -----ccommmmmmooo *)

s = Table[r /. x—+>a"i, {i,1, 2t -1, 2}]; (* Calculamos los sindromes =)

a0la

1a ion mod ¢ cociente de inor

If[s == ConstantArray[@, t], Return[{@, r, PolynomialMod[PolynomialQuotient[r, g, x], 2]}11;

;| |-‘_|i_:
w=2; (+*Suposicidn inicials)

Label [wrongw]; (#Si la suposicidn es incorrecta, habra que volver aqui *)

Fl = Table[Sum[xj" (2+4i-1), {j, 1, w}] +s[[di]], {i, £, 1, -1}];
tabla |suma

F2 = Table[x;”16 + xj, {j, 1, w}]3

z]

F = Expand[Join[F2, F1] « F16[{1}]] ; (* Se multiplican todos los polinomios del sistema

por el 1 del cuerpo finito para que todos los coeficientes se consideren en el cuerpox)

(¢ ———-—- Base de Grébner e Ideal de Eliminaciéon - - -- - - - - - - - - - -~ -~ -~ ———( ("' _____ *)
G = BaseGroebner[F];

RG = Reduccion[G]; (+Base de Grdbner Reducida =)

IE = IdealEliminacion[RG, Join[{x,}, Elem]]; (* Afadimos los elementos del

cuerpo finito porque el programa los considera variables *)

L=IE[[1]]; (*Posible polinomio localizador x)
If[SubsetQ[Variables[L], {x,}], , w++; Goto[wrongw]]; (* Si x, no aparece en el

polinomic localizador es porque éste es trivial y hemos supuesto menos errores que

los reales. Aumentamos w y volvemos a empezar. %)

{Re= ey Chisi i Tas Rl anes A TEeRaR s e e e et e "
pe = {}; (+Posiciones de errors)

For[i=@,is 14, i++,

La=L/.x,-» a”i; (» L(ai) *)

If[lLa=#,

AppendTo[pe, i];
13
13

(¢ ————--—- Recuperar el error, la palabra del cédigo y el mensaje ------------—-- *)

e=Sum[x"pe[[i]], {i, Length[pe]}];
suma longitud

c = PolynomialMod[r + e, 2];
funcion mod polindmica

m = PolynomialMod [PolynomialQuotient([c, g, x], 2];
fun n mod pol ociente de polinomios

Return[{e, c, m}]

Figura 4.1: Cédigo fuente de la funcién DecodBCH|[ r].
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Conclusion

En este trabajo hemos estudiado dos ramas de las matematicas especialmente re-
lacionadas con la informatica, las Bases de Grobner y la Teoria de Cédigos, desarro-
llando desde los aspectos mas basicos de ambas teorias hasta un algoritmo que unifica
ambas, decodificando cédigos ciclicos binarios por medio de bases de Grobner.

En el capitulo 2 hemos estudiado las bases de Grobner, desde la definicién de la
reduccién de polinomios hasta el algoritmo que desarrollé Bruno Buchberger [2] pa-
ra calcular las bases. Aunque supera el ambito de este trabajo, desde entonces se han
desarrollado muchos otros algoritmos que mejoran la eficiencia, como el desarrolla-
do por Makarim y Stevens [6], e incluso algunos para contextos especificos como el
de Hinkelmann y Arnold para polinomios con coeficientes binarios [5]. El algoritmo
que hemos programado en este trabajo para calcular las bases de Grobner se puede
encontrar en la figura 2.7.

En el capitulo 3 se ha desarrollado la teoria de Codigos, desde el mismo concepto
de la codificacién y la definicién de un cédigo, hasta el proceso por el cual podemos
definir un cédigo BCH ciclico capaz de corregir tantos errores como queramos. De
igual forma, aunque no se estudien en este texto, existen muchas otras familias de
cédigos, como los cédigos Reed-Solomon [8, Seccién 9.6], y se sigue investigando de
forma activa en este campo buscando nuevos enfoques y algoritmos para mejorar las
comunicaciones, como es el caso del articulo escrito por Ouahada y Ferreira [9].

Por ultimo, en el capitulo 4 hemos estudiado y programado en el software Mathe-
matica 4.1 un algoritmo de decodificaciéon de c6digos BCH ciclicos binarios con bases
de Grobner propuesto por Chen, Reed, Helleseth y Truong [3]. Mds concretamente, se
ha programado un algoritmo que decodifica el c6digo BCH de longitud 15 y capaz de
corregir 3 errores que se ha estudiado en el ejemplo 3.38. Sirva este programa como un
ejemplo para disefiar algoritmos para cédigos de mayor longitud y dimensién, pero en
ningun caso como el algoritmo mas eficiente para decodificar este cédigo concreto. El
hecho de tener una dimensién tan pequena hace que este cdédigo se pueda decodificar
con un algoritmo de fuerza bruta con mejores resultados, como el que se presenta en
la figura 5.1.

Igualmente relacionado con la eficiencia, cabe destacar las limitaciones que hemos
tenido en este trabajo. El algoritmo de decodificacién que hemos programado funciona
bien, y en un tiempo razonable, para corregir dos errores. Sin embargo, la complejidad
que supone un tercer error, sumado a la forma de trabajar con cuerpos finitos que uti-
liza Mathematica, hace que el tiempo de ejecucidn para corregir tres errores sea inasu-
mible. En futuros trabajos en esta linea habria que plantearse utilizar otro software de
programacion, o intentar disefiar una forma mads eficiente de trabajar con cuerpos de
Galois.
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5. CoNCLUSION

BCH153[r ] := Hodule[{m, €, gy dif, 1, min, pos},

g=1+x+x2+x4+x5+xs+xm;

m = Table[IntegerDigits[i, 2], {i, @, 15}];

c= T_;b;e[?olyhemif;ﬁodtsuq;m[rin [[311#x" (3-1), (3, 1, Lengthn[[i111}] *&, 2], (i, 1, 26}1;
dif =.Tab1e[Polyn0ﬂ.l:i.a1Hod[r.— c[[i]1], 2], {i, Length[c]}]; )

1= Tab-l.e.tLeng‘tl'.l.[di'F[[;i.]=].], -[:i., Length[dif] }].;‘ a

min =I.M:i.n[1] ;. . -.

pos = {};
For[i=1, i s Length[1], i++,

If[min == 1[[4i]], AppendTo[pos, i]];

1;

If[Length[pos] 2 2, Print["Hay dos palabras en el cdédigo a la misma distancia de ", r]];
If[min 2 4, Print["Ha habido mds de 3 errores."]];

Return[c[[pos[[1]1]1]]

Figura 5.1: Cédigo fuente de la funcién BCH153[ r].
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